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INTRODUCTION

L'altimdtrie par satellite a relancd la recherche en ocdanographie. La mission altimdtrique
Tope>r/Poseidon, qui est actuellement en phase opdrationnelle, apporte chaque jour une
moisson considdrable d'informations nouvelles sur les variations de la surface oc6anique. Ce
satellite est une composante du programme WOCE (World Ocean Circulation Experiment)
qui associe donndes satellites, observations in-situ et moddles numdriques. Ces informations
sont une composante essentielle i la description de la circulation g6n6rale oc6anique, dont la
comprdhension est fondamentale pour la pr6diction climatique.

La couverture des mesures altim6triques est fonction des caractdristiques de l'orbite du
satellite porteur de f instrument de mesure radar. Par exemple, I'intervalle de temps qui
s6pare deux passages successifs du satellite Topex/Poseidon au-dessus d'un m6me point,
appeld p6riode de r6p6titivit6, est de l'ordre de 10 jours. La couverture des mesures
altimdtriques est synoptique pour les phdnombnes ocdaniques dont les temps caract6ristiques
sont supdrieurs I 10 jours. Par contre, les mouvements ocdaniques, dont les pdriodes
caractdristiques sont de I'ordre ou inf6rieures i 10 jours, ne sont plus observds de manibre
synoptique et sont vus par le satellite comme des variations lentes de la hauteur de la surface
ocdanique. Ainsi, les mardes ocdaniques, dont les principaux constituants ont des p6riodes
voisines de la journ6e et de la demi-journde, voient leurs spectres replids vers les longues
pdriodes (de quelques semaines i quelques ann6es) masquant, dans les mesures altimdtriques,
les signaux de la dynamique oc6anique mensuelle d interannuelle. Le problbme est sdrieux
puisque I'amplitude des mardes en plein oc6an (de I'ordre de 50 cm) est comparable ou
supdrieure aux topographies dynamiques associ6es i la circulation mdso-6chelle et aux grands

systdmes de courants oc6aniques. Il est donc ndcessaire de corriger les mesures altim6triques
des mar6es oc6aniques pour atteindre la mesure directe des variations du niveau des oc6ans.
Leur d6termination avec une prdcision centim6trique est un des principaux objectifs de la
mission Topex/Poseidon. Cet objectif devrait Otre atteint compte tenu de la pr6cision
instrumentale des altimbtres qui est d'environ 2 cm et de la prdcision du calcul d'orbite qui est
aujourd'hui meilleure que 8 cm rms [Nouel, 1993]. Dans ce contexte, un modble de mardes
ocdaniques d' une pr6cision centim6trique s' avdre indispensable.

r&

La prdcision des modbles globaux de mar6e oc6anique n'est pas suffisante pour r6pondre
aux besoins de la mission Topex/Poseidon. Ainsi, par exemple, un contr6le sur un ensemble
de mesures pdlagiques [Woodworth, 1985] montre que la pr€cision globale de la prddiction de

la marde i partir du moddle de Schwiderski [1980a-b], qui est actuellement un des meilleurs
moddles, serait de I'ordre de 15 cm avec toutefois des errcurs plus importantes dans les mers
littorales. C'est dans ce contexte qu'a 6td entrepris le ddveloppement d'une moddlisation par
6l6ments finis des mar6es oc6aniques [Vincent, 1987] dont les premibres solutions pour les
oc6ans Atlantique [Genco, 1993], Indien [Lyard, 19921 et Pacifique [Canceill, 1993]
devraient Otre d'une pr6cision meilleure que celle des moddles existants. Cependant, la
prdcision ultime de ce moddle hydrodynamique ddpend en partie des paramdtres d'entr6e qui
sont des donn6es externes telles que les conditions sp6cifi6es aux limites ouvertes et la
bathymdtrie dont la mdconnaissance en certaines r6gions empOche d'atteindre la pr6cision
centim6trique.

Pour dchapper au type de contraintes externes que subissent les moddles en raison de
l'incertitude sur les donndes d'entr6e, nous avons tent6 de restituer la mar6e h I'aide d'une
approche empirique. Cette d6marche, compl6mentaire de la mod6lisation hydrodynamique,

{.
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prdsente le grand int6r0t de fournir une dvaluation directe de la mar6e ocdanique qui n'est pas
basde sur des hypothbses controvers6es concemant la mod6lisation de la friction ou le choix
du coefficient de viscositd. De plus, le probldme de la m6connaissance de la bathym6trie est
61ud6.

L'analyse des mesures altim6triques pour en extraire le signal des mar6es ocdaniques n'est
pas une d6marche nouvelle. Des rdsultats qualitatifs obtenus entre autresparMazzega [1983]
d partir des donn6es du satellite Seasat ont montrd la faisabilitd de cette approche. Depuis,
Cartwright et Ray [1991] ont calculd i partir des mesures altim6triques du satellite Geosat des
solutions de la mar6e oc6anique dont les prdcisions d6cim6triques sont comparables aux
solutions du modble hydrodynamique de Schwiderski. A la suite des premibres tentatives et
sur la base des enseignements que I'on peut en tirer, nous pr6sentons dans cette thbse une
nouvelle m6thode d'analyse des mesures altimdtriques pour restituer les mar6es oc6aniques
avec une prdcision subddcim6trique. Nous montrons que cette mdthode, basde sur la thdorie
du problBme inverse, est une g6n6ralisation des mdthodes ddvelopp6es prdcddemment; elle
permet, de plus, d'analyser conjointement aux mesures altim6triques des mesures de natures
diffdrentes comme, par exemple, les observations mar6graphiques. Les m6thodes inverses
permettent en outre I'estimation du bilan d'erreur formelle sur la solution, information qui est
tout aussi importante que la solution elle-m6me et qui est fondamentale pour son exploitation
ult6rieure.

En raison de la complexitd des traitements de la mesure altim6trique, la restitution des
mardes avec une pr€cision centim6trique ne peut Ctre garantie. Nous avons vu que les
modbles hydrodynamiques ont leurs propres limitations. Les solutions issues d'une
mod6lisation hydrodynamique et de I'analyse de mesures, ayant dt6 calcul6es de manibre
ind6pendante, se pr6tent i un mdlange harmonieux au travers de techniques d'assimilation
[Bennett et Mclntosh, 1982; Jourdin, L992]. Ces techniques devraient permettre d'obtenir des
moddles de mar6es avec une pr6cision centim6trique. Cet objectif ultime motive le
ddveloppement en paralldle de modbles hydrodynamiques et de moddles empiriques.

*

t<

**

Dans le premier chapitre, les modbles de marde terresffe, de marde oc6anique ainsi que de
leurs interactions sont pass6s en revue. Le second chapitre ddcrit I'ensemble des mesures
directes ou indirectes des mardes oc6aniques : mardgraphiques, gravimdtriques de marde
terrestle et d'altim6trie par satellite. Nous ddcrivons bridvement les instruments et les
m6thodes d'analyse afin de mieux apprdhender le bilan d'erreur de ces mesures. Nous
insistons sur leur compl6mentaritd pour la restitution des mardes ocdaniques et nous
pr6sentons les caractdristiques spatiales et spectrales remarquables des mar6es qui sont
exploit6es dans les diff6rentes mdthodes d'analyse. Les mesures altim6triques sont fortement
contamindes par I'erreur radiale d'orbite et nous exposons dans le troisidme chapitre une
m6thode originale de correction de I'erreur d'orbite que nous avons appliqude aux donndes du
satellite Geosat. Le quatridme chapitre prdsente de manibre heuristique la m6thode d'analyse
par inversion des mesures mardgraphiques, gravim6triques et altimdtriques. Les solutions
obtenues pour diff6rentes combinaisons de mesures sont discutdes dans le dernier chapitre.
Un premier atlas des principales ondes de mar6es oc6aniques a 6t6 calcul6 par inversion
conjointe de mesures mar6graphiques et altim6uiques du satellite Geosat. Des tests pour en
evaluer la prdcison sont pr6sent6s et une discussion sur les amdliorations potentielles est
amorc6e.



CHAPITRE I
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CHAPITRE I : LES PHENOMENES DE MAREES

Dans ce chapitre, nous rappelons I'expression des d6veloppements classiques du potentiel
g6ndrateur des mar6es. Ensuite, nous passons en revue les diffdrentes manifestations des
mar6es : mardes terrestres, mar6es de surcharge ocdanique et mardes oc6aniques.

I.1 - Le potentiel g6n6rateur des mar6es

Dans un systbme plandtaire (Soleil-Terre ou Terre-Lune), il y a un 6quilibre global entre la
force centrifuge et la force gravitationnelle. Cependant, des forces de mar6es apparaissent i
I'intdrieur des corps cdlestes h cause des in6galitds locales entre la force gravitationnelle
diffdrente en tout point de I'astre et la force axifuge uniforme due h la rdvolution kdpldrienne.

Le potentiel des mar6es, dans un repbre gdocentrique, s'dcrit au point P de coordonn6es
(r,g,I) [Melchior, 1983] :

W(P)=GM > +Pn(cosz) (1.1)
,E dn*t

oi r, g, l, sont le rayon, la latitude et la longitude, G la constante d'attraction universelle, M
la masse de I'astre perturbateur, d la distance de I'astre au centre de laTerre (Figure I.1), Pn

est le polyn6me de Legendre d'ordre n, et z la distance zdnithale de I'astre au point P. Les
deux premiers termes d'ordre 2 et 3 s'6cdvent :

wz(P) =rylf (3cos2,- r)] Q.2)

w:(P) = rylf (5 cos3 , - r .or,)] (1.3)

Au premier ordre, le rapport M/d3 d6termine I'influence des astres. Bien que sa masse soit
beaucoup plus faible, la Lune a une influence double de celle du Soleil en raison de sa plus
grande proximitd de la Terre. Les autres plandtes ont des influences par rapport i 1'effet total
de I'ordre de 10-a et la galaxie entibre de seulement 10-18. La faible valeur du rapport rld 1=
1/60 pour la Lune) permet de ndgliger les termes d'ordre supdrieur e 3. A titre indicatif, le
potentiel d'ordre 2 contient 987o de I'effet total de la Lune et 99Vo de I'effet du Soleil.
Toutefois, les observations des mar6es terrestres 6tant de plus en plus pr6cises gr0ce aux
gravimbtres supraconducteurs, les termes d'ordre 3 et 4 sont parfois consid6r6s [Ducarme,
19891.

I.1.1 - Le d6veloppement de Laplace

La formule du triangle de position de I'astronomie sphdrique,

cosz=sinQ sin6+cosQ cos6 cosH(P) (1.4)

fait apparaitre les coordonn6es astronomiques (Q,1,) du point P ainsi que 6 et H(P) qui sont
respectivement la ddclinaison et I'angle horaire de I'astre perturbateur. En introduisant cette
nouvelle expression dans le teme d'ordre 2 du potentiel des mar6es (€,q. 1.2), on obtient le
ddveloppement classique de Laplace :
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permettant de sdparer les mardes en trois familles de fonctions harmoniques, appel6es
espbces. Les mar6es de pdriodes voisines de 12 heures, appeldes mardes semi-diurnes, sont
sectorielles. Irs mardes diurnes de pdriodes voisines de 24 heures sont tesserales tandis que
les mar6es i. longues p6riodes (14 jours, 6 mois,...) sont zonales. Les Figures I.2 montrent la
distribution g6ographique du potentiel des mardes pour chacune des trois familles.

Les forces de mardes sectorielles (semi-diurnes) sont responsables du freinage s6culaire de
la vitesse de la rotation de la Terre. Les couples dus aux forces de mardes tesserales (diurnes)
provoquent une ddviation de I'axe d'inertie polaire (c'est-i-dire I'axe de symdtrie) de la Terre
dans I'espace. Enfin, les forces de mar6es zonales (longues pdriodes) font varier
p6riodiquement l'aplatissement de la Terre provoquant des variations de sa vitesse de rotation
qui se traduisent par une variation de la longueur du jour.

La composante vefticale de la force de mar€e est

dY, 
= 

GYr (3 cos2z - t) (1.6)Dr 63

C'est I'expression de la mar6e gravimdtrique que mesurerait un gravimdtre si la Terre 6tait
parfaitement rigide. Par ailleurs, tr la surface terrestre (en r=a), le potentiel de mar6e W2
ddplace la surface 6quipotentielle par rapport au centre de masse d'une distance donnde par
I'expression :

I = GM?' (3 cos2z - 1) (r.7)g 
2Ed3

oi g est l'accdldration gravitationnelle de la Terre. Ce d6placement de la surface
dquipotentielle est appelde mar€e d'6quilibre.

Ll.z - Le d6veloppement de Doodson

Le d6veloppement de Laplace, bien qu'il ait le mdrite de faire apparaitre les trois espdces

de mardes, est d'un usage difficile. En effet, les termes en (r/d), 6 et H subissent des
variations temporelles complexes dues aux mouvements orbitaux du Soleil et de la Lune
autour de la Terre. Ces termes peuvent Otre calculds avec une grande prdcision d partir de 6
variables inddpendantes :

I, le temps lunaire moyen comptd d partir de la culmination infdrieure de

la Lune
la longitude moyenne de la Lune
la longitude moyenne du Soleil
la longitude du pdrig6e lunaire
oi N est la longitude du noeud ascendant de la Lune
la longitude moyenne du pdrih6lie

s

h
p
N'= -N
Ps
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Table I.1 : Les principales ondes de marie

Notation
de

Darwin

Nombre
caractdris-

tique de
Doodson

Nature Vitesse
angulaire en
degr6s par

heure
solaire

moyenne

P6riode
en

heures

Amplitude
(=A) de la

marde
d'6quilibre

(cm)

Ondes semi-diurnes : A cos2q cos(argument)

Nz 24 .655 lunaire elliptique
M2 255.555 lunaire principale
52 n3.555 solaire princiPale
KzM 275.555 lunaire d6clinationnelle
Kzs 275.555 solaire d6clinationnelle

Ondes diurnes : A sin 2$ sin(argument)

Qr
Or
P1
KrM
Krs

13s.655
r45.555
163.555
166.555
166.555

057.555
065.455
075.555

28.4397
28.9841
30.0000
30.0821
30.0821

13.3987
13.9430
14.9589
15.0411
15.0411

0.0821
0.5444
1.0980

12.66
t2.42
12.00
rt.97
tt.97

26.87
25.82
24.07
23.93
23.93

182.70j
27.ssj
13.66j

4.7
24.3
11.3
2.1
1.0

r.9
10.1
4.7
9.7
4.5

1.0
1.1
2.r

Ondes de longue pdriode : A (1 - 3 sin20 ) cos(argument)

lunaire elliptique
lunaire principale
solaire principale
lunaire ddclinationnelle
solaire d6clinationnelle

solaire d6clinationnelle
lunaire elliptique
lunaire d6clinationnelle

S*"
Mm
Mg
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dont les p6riodes connues h sept ddcimales prds sont respectivement24.34 heures,27.32
jours, 365.24 jours, 8.85 ans, 18.61 ans et 20942 ans. Les expressions de ces variables en
fonction du temps furent dtablies par Newcomb en 1895 pour le Soleil et par Brown [919]
pour la Lune i partir de r6ductions d'un grand nombre d'observations mdridiennes absolues du
Soleil et de la Lune. Le grand intdrOt de ces nouvelles variables provient du fait que ce sont
des fonctions quasi-lin6aires du temps.

En introduisant ces formules dans le d6veloppement de Laplace, Doodson llg2ll obtint un
ddveloppement purement harmonique du potentiel des mardes. Ce d6veloppement comportait
386 ondes dont les constituants harmoniques ont des arguments combinaisons lindaires des 6
variables ind6pendantes. [,e potentiel des mar6es s'exprime alors sous la forme d'une somme
de termes du type :

A(r,0,t{:: 
}tt"'t+az 

i+ ui*up+asN'** p-)t] (1.8)

oi ' est la ddrivde par rapport au temps. En g6ndral, les coefficients ai (entiers) sont compris
entre -4 et +4. Cette constatation inspira b Doodson une codification pour I'argument sous
forme d'un nombre caractdristique d6finit par la suite de 6 entiers :

at(az +5)(a3 +5) . (aa +5) (a5 +5) (a6 +5) (1.9)

Cette classification a I'avantage de ranger les arguments dans l'ordre croissant de leurs
vitesses angulaires. Les espbces d'ondes sont diff6renci6es par la valeur de a1; i I'intdrieur des

espbces, les groupes se diff6rencient par la valeur de a2 et les divers constituants des groupes
par la valeur de a3. Les espbces d'ondes sont s6parables par I'analyse harmonique sur des

s6ries d'observation de quelques jours. Il faut I mois d'enregistrement pour sdparer les
groupes et 1 an pour s6parer les constituants. G.H. Darwin [883] baptisa par des symboles
les harmoniques de mar€es les plus dnergdtiques dont les plus importants sont reproduits dans
la Table I.1.

Les calculs de Doodson ont 6t6 v6rifi6s par Cartwright et Tayler lt971l ainsi que par
Cartwright et Edden U9731qui ont r6actualis6 les constantes astronomiques et utilisd une
mdthode de d6composition spectrale. On trouvera dans Ducarme t19891 une comparaison des

performances et des pr6cisions des ddveloppements du potentiel des mar6es les plus rdcents
de Xi Qin Wen [1987] et Tamura [1987].

I.2 - Les mar6es terrestres

A la suite de ce bref rappel sur le potentiel et les forces de mar6es, nous discutons la
mod6lisation des d6formations de mar6e d'une Terre sans oc6an. Nous verrons que, pour une
Terre i symdtrie sph6rique et stratifide, les ddformations sont complbtement caractdris6es par
trois paramBtres sans dimension, appelds nombres de Love. L'ellipticitd, I'in6lasticitd de la
Terre et les h6t€rog6ndit6s lat6rales de la structure terrestre influent sur les ddformations de

mardes et sont prises en compte dans les modbles.

1.2.1- Terre 6lastique

Les forces de mardes ddforment la Terre solide, engendrant ce que I'on appelle les mar6es
terrestres. A la frdquence des mardes, la r6ponse de la Terre est statique et d6pend
principalement de son 6lasticit6. Un moddle de Terre i symdtrie sphdrique, sans rotation, dont
les paramdtres d'6lasticitd de Lamd et la densit6 ne ddpendent que de la distance par rapport
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au centre de la Terre, constitue une trbs bonne approximation au premier ordre. Le calcul des
mardes teffestres requiert la rdsolution des dquations du mouvement formuldes pour un corps
dlastique, auto-gravitant, sph6rique et stratifi6 [voir par exemple, Melchior, 1983]. Les forces
ext6rieures sont d6rivdes du potentiel de mar6e d'ordre 2,W2(r,$,?v). l,es solutions, en raison
de la symdtrie sph6rique, s'expriment uniquement en fonction du second degr6 du
ddveloppement en harmonique sph6rique sous la forme :

pour le ddplacement radial

u=hz(r)ry (1.10)

(1.1 1)

(r.12)

(1.13)

(1.14)

(1.1s)

pour le d6placement horizontal nord-sud

a0

aw-. - lz(r)
ot)

,O,Tr,(

pour le d6placement horizontal est-ouest

w = lz(r) DW2(r,Q,l.)

g cosQ aI

et le potentiel gravifique d0 tr la ddformation

V = kz(r) w2(r,q,l,)

La mar6e gravim6trique th6orique s'6crit alors :

Ag= 5z
DWz
-er

Les valeurs des fonctions radiales h2(r), l2(r) et k2(r) I la surface de la Terre (r=a) sont
appel6s nombres de Love (12 est aussi appe16 nombre de Shida). Ces nombres de Love sont
sans dimension et pratiquement sans ddpendance en frdquence (sauf en cas de rdsonance).

Dans 1'6quation (1.10), on peut remarquer que le d6placement radial d0 d la mar6e en
surface est proportionnel h la marde d'6quilibre. Cela pennet d'interprdter d'une manidre trds
simple le nombre de Love h2, comme 6tant le rapport entre le ddplacement vertical tr la
surface de la Terre et 1'6l6vation de la mar6e d'6quilibre. Le r6sultat essentiel de cette th6orie
est que tout parambtre de ddformation due aux mardes, observable d la surface de la Terre
considdrde comme sph6rique, peut 0tre 6crit sous la forme d'une combinaison de nombres de
Love. Une des plus importantes est le facteur gravimdtrique 6 :

6z=1+nz-|uz

Ainsi, le facteur gravimdtrique est d6fini comme le rapport de I'amplitude de mar6e observde
sur I'amplitude thdorique de la mar6e sur une Terrc parfaitement rigide.
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Les nombres de Love sont calcul6s h partir d'un modble sismique de la constitution interne
de la Terre. Nous reproduisons ci-dessous les valeurs num6riques des nombres de Love pour
une Terre 6lastique, qui sont aujourd'hui les plus largement utilisdes [Wahr, 1981]:

hz = 0.609
l<z=0.302
lz = 0.0852
62 = 1.156

(1.16)

Les valeurs des nombres de Love sont relativement bien contraintes malgr9 notre
connaissance incomplBte de la structure interne de la Terre. Le facteur gravim6trique est
connu dt 0.5Vo. En cas de d6saccord entre la pr6diction th6orique et I'observation, on ne met
gdndralement pas en cause le moddle th6orique de mar6es terrestres, mais on incrimine plut6t
des effets dus aux h6tdrog6ndit6s lat6rales et tr la surcharge des mar6es ocdaniques. Un
moddle de Terre dlastique, tr symdtrie sph6rique et stratifi6e est assez pr6cis pour la plupart
des applications. Cependant, les effets de I'ellipticitd de la Terre et de sa rotation ainsi que de
son indlasticitd doivent Otre consid6r6s si I'on d6sire atteindre des pr6cisions meilleures que

l%o.

L2.2 - Terre 6lastique, elliptique et en rotation

Wahr t19811 a r6solu les 6quations du mouvement pour une Terre 6lastique, elliptique, en
rotation et auto-gravitante. En raison de la perte de la sym6trie sph6rique, les solutions ne

peuvent plus Otre exprim6es par une combinaison simple des trois nombres de Love. Les
parambtres 6quivalents aux nombres de Love deviennent ddpendants de la latitude ainsi que le
facteur gravimdtrique dont l'expression th6orique est :

6z = 1.160 - 0.00s l+0 sin2Q - 1))] (1.17)

L'introduction de I'ellipticitd et de la rotation dans les dquations modifient de I7o Ie
facteur gravim6trique. Wahr fit une 6tude de sensibilitd des solutions en fonction des modbles
de Terre dlastique calculds iL partir de donndes rdcentes d'oscillations libres, d'ondes intemes
(body wave) et d'ondes de surface. Il trouva que la marde gravimdtrique varie d'environ 0.1%
selon le moddle choisi.

Le noyau liquide teriestre, enferm6 dans le manteau ellipsoidal, possdde un mode propre
consistant en une prdcession rdtrograde de son axe de rotation due au couple de pression du
fluide exercd sur la frontidre elliptique. Ce mode libre, appel6 Tree Core Nutation" (FCN) ou
-nearly diurnal Free Wobble- en anglais, engendre une rdsonance dans la bande de fr6quence
des mardes diurnes. Le moddle elliptique de Wahr permet d'obtenir la rdsonance du noyau. La
Figure I.3 montre I'effet de la r6sonance dans la bande diurne des mar6es sur le facteur
gravimdtrique 6. La frdquence de mar6e {1 est trds proche de la fi€quence de r6sonance FCN;
son facteur gravim6trique est amplifi6 d'une dizaine de pour-cent alors que celui des

harmoniques P1 et K1 est attdnu6 de quelques pour-cent. Matthew et al. [1991], consid6rant
que la graine solide peut avoir des mouvements propres et inddpendants du noyau liquide et
du manteau, ont trouvd deux nouvelles fr6quences. Celles-ci d6pendent de I'ellipticitd
dynamique de la graine et du couple gravitationnel exercd par le noyau et le manteau ainsi
que du couple de pression du fluide i la frontibrc graine-noyau. Ils trouverent un "Inner Core
Wobble" prograde qui ne contribue pas aux mar6es terrestres et un "diurnal Free Inner Core
Nutation- (FICN) r6trograde en plein milieu de la bande diurne des mar6es. Comme on peut
le voir dans la Figure I.3, I'effet de cette rdsonance sur les mar6es est tout d fait ndgligeable.
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1.2.3 - Terre indlastique

Les modbles que nous avons discutds jusqu'h pr6sent, qu'ils soient sphdriques ou
elliptiques, considdrent la Terre comme un corps parfaitement dlastique. Cependant, le
comportement viscodlastique de la Terre, dans la bande des fr6quences des mar6es, joue un
r01e important dans la comprdhension des mdcanismes de dissipation de l'dnergie des mardes
et de 1'6volution de I'orbite lunaire. En raison de son in6lasticit6, la Terre r6pond avec un
l6ger retard aux forces de mar6es. Ce ddphasage cr6e un couple agissant sur la Terre et sur la
Lune qui ralentit la rotation de la Terre et accdlbre le Lune sur son orbite provoquant son
6loignement de notre planbte d'environ 3.7 cm par an [Lambeck, 1988]. Pour calculer les
effets de f indlasticit6 de la Terre, on introduit des nombres de Love complexes et on doit
formuler des hypothbses sur les mdcanismes de dissipation aux pdriodes des mardes. Zschau

[1978] a trouv6 que la partie imaginaire des nombres de Love est 1000 fois plus petite que la
partie r6el1e. La dissipation de l'dnergie des mar6es dans la Terre solide est donc trbs faible et
ne repr6sente que quelques pour-cent de la dissipation totale. La quasi totalitd de l'6nergie
dissip6e provient des mardes ocdaniques. Le retard de phase de la marde gravimdtrique est
infdrieure e 0.01". Les d6phasages observ6s dans les enregistrements de mardes
gravimdtriques sont de l'ordre de 0.4" [Melchior, 1989]. Ceux-ci ne sont pas attribu6s i des
effets provoquds par les propridtds visqueuses de la Terre, mais plut0t aux consdquences de la
dissipation de l'dnergie par le travail de la pression des mar6es oc6aniques, exercde sur le
fond des oc6ans, contre la marde de la Tene solide [Schwiderski, 1985].

Les nombres de Love complexes sont fonctions de la fr6quence i cause de I'in6lasticit6 et
du processus de dissipation qui lui est associ6. Pour les ondes diurnes et semi-diurnes, les
moddles montrent une augmentation de la valeur des nombres de Love d'environ 2Vo (par
rapport aux nombres de Love pour une Terre 6lastique) qui se rdpercute sur le facteur
gravim6trique qui augmente d'environ 0.2Vo. Les effets de I'in6lasticitd sont plus importants
pour les mardes h longues p6riodes.

I.2.4 - Terre elliptique et in6lastique

L'effet de I'indlasticit6 du manteau a 6td incorpord dans le moddle de Wahr par Dehant

[1987] qui a utilisd des profils de paramdtres rhdologiques complexes. Les dquations
diff6rentielles deviennent complexes ainsi que les parambtres de mar6e. Cette 6tude a conduit
d une augmentation du facteur gravimdtrique de I'ordre de quelques dixibmes de pour-cent
expliquant une partie de 1'6cart entre les observations et les moddles th6oriques.

L2.5 - H6t6rog6n6it6s lat6rales de la structure terrestre

Zijrm et al.ll976l ont montrd avec un modble aux 6l6ments finis qu'une zone de subduction
provoque une anomalie dans la composante verticale du ddplacement de mar6e de I'ordre de
0.8Vo. Beaumont et Berger ll974l trouvdrent qu'une inhomogdn6it6 dans la cro0te terrestre
peut modifier cette mOme composante jusqu'tr 0.37o. Par ailleurs, Molodensky et Kramer
[1980] ont calculd que les variations lat6rales de la structure du manteau supdrieur terrestre
changent le facteur gravim6trique de seulement 0.3Vo.

I.3 - Les mar6es de surcharge oc6anique

Jusqu'd pr6sent, nous avons considdr6 les ddformations de mardes pour une Terre sans
oc6an. Comme les modes normaux des ocdans couvrent les bandes de fr6quences occupdes
par les mardes, les oc6ans rdpondent dynamiquement au forgage des mar6es et pr6sentent les
m6mes p6riodicit6s que les mardes terrestres. Les mardes ocdaniques repr6sentent une charge
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pdriodique sur le fond des ocdans qui d6forme la Terre dans son ensemble. Cette mar6e
additionnelle est appel6e mar6e de surcharge ocdanique ou effet indirect. L'analyse spectrale
d'enregistrements de mar6es terrestres ne permet pas de s6parer les contributions de la marde
directe de celles de la mar6e de surcharge ocdanique. Diverses m6thodes ont 6td ddveloppdes
afin d'dvaluer les effets de surcharge oc6anique h partir de modbles spectraux de mar6e
oc6anique et d'un moddle de Terre [voir Baker, 1985]. En t972, Farrell a publi6la mdthode la
plus prdcise et la plus couramment utilisde : la r6ponse de la Terre soumise au poids d'une
charge ponctuelle en surface est calcul6e pour un moddle donnd de la structure interne de la
Terre. Les fonctions de Green des diffdrentes composantes de la d6formation sont tabul6es en
fonction de la distance angulaire o entre le point d'application de la charge et la station
d'observation. Nous reproduisons ci-dessous les expressions des fonctions de Green pour le
ddplacement radial:

u(cr) - a
me

(r.18)

l' ac c6l€r ation gravitati o nnelle :

ss
rr1^ Lt

" n=0
[n + 2hi, - n(n+l)(]e,(cos a)

et le potentiel:

da) =

<dcl

I ttl,Pn(cos cr)
n=0

= ffi: [r * t"]Pn(cos a)

I*_

(1.le)

(1.20)

(1.2t)

oi m" est la masse de la Terre, h'n et k'n sont les nombres de Love de charge dont les valeurs
d6pendent du modble de Terre considdrd, et Pn les polynOmes de Legendre. Ensuite, le
modble de marde oc6anique est convolu6 avec une des fonctions de Green pour obtenir l'effet
total de surcharge correspondant:

e-lilq,r)= c(a)t(q',}.' )ds'

oi g, 2, sont la latitude et la longitude de la station, pw la densitd moyenne de l'eau de mer, G
une des fonctions de Green et h l'6l6vation de marde sur l'6l6ment de surface dS' de
coordonn6es gdographiques g', I'. L'angle cr est calcul6 par la formule du triangle sph6rique:

cos o = sin g' sin tp + cos g' cos g sin (1,-1,')

L'int6grale doit Otre calcul6e sdpar6ment pour chaque onde de marde.

I.3.1 - Les fonctions de Green

(t.22)

Les fonctions de Green, comme nous I'avons vu, traduisent la r6ponse de la Terre au poids
d'une charge ponctuelle en surface. La r6solution numdrique de l'dquation du mouvement, de

la relation tension-d6formation et de I'dquation de Poisson pour une Terre sphdrique,
stratifi6e et gravitante soumise d une charge unitaire et ponctuelle en surface fournit les
valeurs des nombres de Love de charge. Ces 6quations plennent en compte les propridt6s
rh6ologiques de la Terre. Les nombres de Love de charge sont donc fonctions du modble
sismologique utilis6. A courte distance, les fonctions de Green sont sensibles aux structures
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rdgionales de la crofite terrestre et du manteau, tandis que pour des distances sup6rieures tr

500 km, une structure stratifide comme celle ddcrite par les modbles globaux sans
inhomog6nditd latdrale suffit amplement. Cela signifie qu'une description plus rdaliste de la
rdponse h une charge en surface peut 6tre obtenue gr0ce h un raffinement local du modble de
Terre prds du site d'observation.

Les fonctions de Green peuvent 6tre class6es suivant deux types : celles qui ont 6td
calcul6es en faisant I'hypothbse que la Terre r6pond de manidre dlastique dans la bande des
frdquences des mardes et celles qui ont 6t6 calculdes en tenant compte de la visco6lasticitd du
manteau. Les principales diffdrences entre les fonctions de Green dlastiques et visco6lastiques
(voir Figures I.4) apparaissent pour des distances entre le point d'application de la charge et le
site d'observation inf6rieures b 1". La faible viscositd de I'asthdnosphdre en est la cause. Tous
les travaux effectuds sur les fonctions de Green montrent que les estimations des effets de
surcharge varient suivant le type de fonction de Green utilisd de I'ordre du pour-cent, c'est-h-
dire de quelques centidmes de microgal pour les effets gravimdtriques et de quelques
centidmes de millimdtres pour les ddplacements [Francis, 1992]. A titre d'exemple, les
estimations des effets gravim6triques de surcharge oc6anique en diff6rentes stations pour les
deux types de fonctions de Green sont reproduites dans la Table I.2. Les amplitudes varient
de t h 2 Vo et les phases de seulement 1". Nous avons choisi une station c6tiBre et une station
continentale sur chaque continent afin d'assurer la g6n6ralisation des conclusions. Les
diff6rences observdes correspondent au niveau de pr6cision des performances instrumentales
actuelles. En I'absence de grosses hdt6rogdn6it6s locales dans la structure terrestre dont
f impact sur les effets de surcharge ocdanique est mal connu, f incertitude sur les estimations
des effets de surcharge est due au premier chef aux effeurs des modbles de mar6e ocdanique.

I.3.2 - Cartes globales d'effets de surcharge oc6anique

Francis etMazzega [1990] ont calcul6 des cartes d'effets de surcharge oc6anique iL partir
du moddle hydrodynamique de mar6e de Schwiderski [1980a et b] et des fonctions de Green
calculdes I partir de PREM pour une Terre 6lastique [Francis et Dehant, 1987]. Les cartes
mondiales d'amplitude et de phase du d6placement vertical induit par la surcharge oc6anique
de l'onde semi-diurne principale M2 sont reproduites dans les Figures I.5. L'amplitude peut
atteindre 5 cm en plein ocdan et exceptionnellement jusqu'l 10 cm li oi les mardes sont les
plus fortes. Sur les continents, I'effet est de I'ordre du centimdtre et diminue en fonction de
l'6loignement des cOtes d'environ 1 cm par 1000 km. La carte de I'effet gravimdtrique
pr6sente des contours similaires avec des amplitudes sur les continents de quelques microgals.
Les cartes des effets de surcharge pour deux ondes de m6me espdce se ressemblent et
ressemblent aux cartes de mar6e ocdanique d partir desquelles elles ont 6t6 calculdes, car la
convolution est un opdrateur lin6aire qui agit comme un filtre passe-bas.

I.4 - Les mar6es oc6aniques

Les mardes oc6aniques sont des mouvements p6riodiques et rdguliers du niveau de la mer.
La force dominante responsable ddrive du potentiel gravitationnel luni-solaire i la surface de
la Terre qui varie de manibre p6riodique. Les mouvements engendrds par cette force sont
appel6s mardes gravitationnelles pour les diff6rencier des mouvements plus faibles engendrds
par des forces d'origine mdtdorologique ou des mardes radiationnelles causdes par le
rayonnement solaire.

En 1790, Laplace ddclare les mar6es oc6aniques comme 6tant -... ce problbme, le plus
6pineux de toute la m6canique c6leste -. Ses travaux, parmi lesquels un essai sur le " Flux et
reflux des mar6es - ainsi que le chapitre sur les mardes dans son " Trcit€ de Mdcanique
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c6leste" 11799-18231, sont d la base de la recherche moderne en ce domaine. Ses principales
contributions sont: (1) la sdparation des mardes en trois espdces distinctes (cfr. $I.1) ; (2)la
formulation des 6quations dynamiques liant les ddplacements verticaux et horizontaux aux
composantes horizontales de la force g6n6ratrice des mar6es; (3) I'hypothbse que la mar6e,
quel que soit I'endroit, pr6sente toujours le mOme contenu spectral que celui de la force
gdn6ratrice des mardes car les ph6nombnes lin6aires jouent un r61e dominant dans les
dquations. Laplace obtint des solutions des 6quations dynamiques pour un oc6an couvrant
tout le globe et trouva que les solutions ddpendent fortement de la profondeur du fluide. Il en
vint Ila conclusion qu'un traitement r6aliste de la bathym6trie et des frontibres continentales
ddtruit tout espoir d'obtenir une solution analytique.

En 1868, William Thomson (Lord Kelvin), inspir6 par l'hypothbse (3) formulde par
Laplace, proposa une expression empirique pour ddcrire la hauteui de la mar6e ( en n'importe
quel point P :

(dq= I a"cos(rqor- cn+I,,) 
e.z3)

of oln est la vitesse angulaire de l'onde n donn6e par la m6canique c6leste, A' et Gr'
l'amplitude et la phase de l'onde n qui sont d6termin6es empiriquement d partir de I'analyse
d'enregistrement de marde au point P, et Xn l'argument astronomique ou phase i l'instant
origine. Cette repr6sentation, b la base de la mdthode harmonique d'analyseet de pr6diction
de la mar6e, s'av6ra rapidement bien plus efficace que toute autre formulation.

I.4.1 - Les 6quations hydrodynamiques de Laplace

Les dquations g6ndrales de Navier-Stokes, qui permettent de ddcrire la dynamique des
oc6ans, en consid€rant, dans le cadre de 1'6tude des mar€es, les hypothdses simplificatrices
suivantes :

1. Fluide homogbne et incompressible
2. Rotation uniforme (permettant la lin6arisation des 6quations)
3. Terre sph6rique
4. Terre rigide
5. Champ gravitationnel terrestre uniforme h la surface et invariant dans

le temps
6. Oc6an peu profond pour lequel la force de Coriolis associde d la

composante horizontale de la rotation terrestre et l'accfllration
verticale des particules du fluide peuvent Otre n6glig6es. Les vitesses
verticales sont ndgligeables par rapport aux vitesses horizontales
(hypothdse de base des ondes longues)

deviennent:

Du

dt
-2Qcos0u=--!

uae

*., cr cos o u = -";#le6 - rJ- ri

le( - r]- n'

I
a sinO

a(
'.'.-
dt

+ [a(r' " 
sino) , a(h v)'l

Lae -ar, 
l

-0
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a
h€isht

-3 -) -t 0 l
Frdquences en cycle par jours

2 4

b

Figures I.7 : (a) Rms de I'amplitude de la marde forcde par l'harmonique sphirique P22 du
potentiel des marCes pour un ocdanhimisphCrique d'une profondeur de 4,4 km. Chaque
courbe correspond d un choix dffirent du coefficient de friction. Les coe.fficients utilis4s
correspondent respectivement d des temps d'amortissement de 60, 30,20, I5 et 12 heures.
Ce dernier donne les pics de rdsonance dont les amplitudes sont les plus faibles. Plus le
cofficient de friction est important, plus les dffirents pics de rdsonance se confondent. Les
frdquences positives correspondent d la marie provoqude par un astre se d,fulagant de I'est
vers I'ouest, les frCquences ndgatives d un mouvement de l'asffe de I'ouest vers I'est. (b)
Cartes cotidales pour une frdquence quasi rdsonante d 2 cycles par jour (S) avec un
cofficient de friction d'un temps d'amortissement de 15 heures. (a). Les lignes continues sont
les amplitudes par rapport d la marde d'iquilibre (c'est-d-dire pour une frdquence nulle) et
les lignes pointillies reprdsentent les phases 0,90, 180 et 270 degrds avec le sens de rotation
indiquC par les flCches. La solution n'est pas symdtrique par rapport au mdridien central d
cause de la dissipation par frottement fFigures ttrdes de Webb, 1980] .
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avec

(0,1,) colatitude et longitude est
(u,v) composantes sud et est de la vitesse moyenn6e sur la profondeur
C, 6l6vation de la surface libre au-dessus du niveau de r6f6rence (surface non perturbde)
f porcntiel des forces ext6rieures
g accdl6ration de pesanteur en surface
a rayon terrestre moyen
C) vitesse angulaire de la rotation de la Terrc
h(0,1,) profondeur de I'oc6an (non perturbd)
F composantes de la dissipation par friction gdndralement sp6cifi6es en fonction de (u,v)

Les deux premiBres 6quations expriment la conservation de la quantit6 du mouvement pour
un fluide homogdne sur une sphbre en rotation. La troisibme dquation exprime la conservation
de la masse dans un fluide homogbne incompressible. Ces 6quations hydrodynamiques de
Laplace forment un systdme d'6quations diff6rentielles hyperboliques et sont lin6aires tr

conditions de lindariser les termes de dissipation. Dans ce cas, les solutions pr6sentent les
m€mes caract6ristiques temporelles que celle du potentiel des mar6es dont ddrivent les forces
extdrieures. En d6composant le potentiel des mardes en ses diff6rents harmoniques, on obtient
une dquation elliptique en 0 et 1, pour chaque frdquence de mar6e. La solution est obtenue par
superposition lin6aire des solutions calculdes sdpardment pour chaque frdquence du potentiel
g6n6rateur des mar6es.

Les dquations de Laplace sont assorties de conditions aux limites qui peuvent 0tre de
natures diverses :

1. Probldme de Dirichlet : les valeurs observdes de la mar€e sont incorpordes dans le modble
soit le long des cOtes soit le long des frontidres ouvertes.

2. Probldme de Neumann : La composante de la vitesse normale tr la limite du domaine
d'intdgration est nulle. Cette condition d'impermdabilitd est dquivalente tr une rdflexion de
I'onde incidente par la c6te.

3. Condition type mixte : l'6l6vation de mar6e est imposde en certains points et les courants
en d'autres.

Les solutions spectrales de mar6e ocdanique sont pr€sentdes sous forme de cartes cotidales
(Figures I.6). On appelle ligne cotidale le lieu des points oir la pleine mer de l'onde se produit
au mOme instant. Le lieu des points tels que I'amplitude soit constante s'appelle ligne
d'isomarnage (ou ligne d'6ga1e amplitude). Les points amphidromiques sont les points oi
I'amplitude est nulle.

I.4.2 - Solutions analytiques

Plusieurs travaux ont 6td publi6s sur la rdsolution analytique des dquations lindaires de
Laplace. La solution g6ndrale du problbme est la somme de la solution des 6quations sans
second membre et d'une solution particulidre des dquations compldtes. Ces deux solutions
partielles correspondent respectivement aux oscillations libres ou modes propres dont les
fr6quences ddpendent de la g6omdtrie des bassins, et aux oscillations entretenues ou modes
forcds dont les fr6quences sont celles du potentiel gdndrateur. Si une de ces fr6quences est
proche d'une frdquence propre, il y a r6sonance, ce qui se traduit par une amplification de
l'oscillation entretenue. Ce dernier point justifie I'int6€t de l'6tude des oscillations libres des
bassins ocdaniques.

Les dtudes mendes concernent uniquement des oc6ans hdmisphdriques d profondeur
constante et limit6s par des mdridiens distants de 180". Doodson [1938] obtint les premidres
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solutions pour une frdquence donnde sans dissipation d'6nergie. Proudman [1917] exprima
les mardes sous la forme d'un ddveloppement en fonction des modes normaux lagrangiens
des oc6ans, valide, en principe, quelle que soit la forme de 1'oc6an. Le spectre complet des

frdquences propres a 6t6 calcul6 par Longuet-Higgins et Pond t19701. Enfin, Webb [1980]
calcula une solution de mar6e forcde par une variable continue en fr6quence avec un terme de
dissipation par frottement lindaire. Les r6sultats obtenus (Figures I.7) confirment que les
fr6quences des ondes semi-diurnes tombent effectivement dans le domaine des frdquences
propres ce qui laisse prdsager I'existence de ph6nomBnes de r6sonance. Ils montrent aussi que

les dldvations de la surface libre ont tendance d 6tre plus fortes prBs la c6te, ce qui est
cohdrent avec les observations. L'introduction de conditions aux limites plus r6alistes
augmente trbs rapidement la complexitd des calculs et ndcessite une rdsolution num6rique.

I.4.3 -Solutions globales de mar6es ocdaniques

Depuis 1970, grAce aux calculateurs de plus en plus puissants, de nombreux moddles
globaux de mardes oc6aniques ont vu le jour. Nous ne pr6senterons que certains d'entre-eux
afin d'illustrer les diffdrentes approches. On trouvera une pr6sentation plus d6tai116e de
certains modbles dans CartwrightlI9TTl et Hendershott [977].

Un modble obtenu d partir d'observations seules (par exemple par interpolation des

donndes) est dit empirique. Si les donn6es d'observation sont incluses dans un moddle
numdrique pour le contraindre, le modble est alors qualifi6 de moddle semi-empirique. Si, par
contre, les donndes ne servent que comme points de comparaison entre le r6sultat numdrique
et la nature, le modble est dit purement hydrodynamique. Les meilleures solutions actuelles
sont du type semi-empirique; leurs pr€cisions sont voisines des modbles empiriques calcul6s dL

partir de donndes des satellites altimdtriques. Les ddveloppements actuels en moddlisation des

mardes ocdaniques sont orientds vers les mdthodes d'assimilation qui ont pour but de
contraindre les modbles hydrodynamiques par les observations h I'aide de m6thodes
d'optimisation.

Nous prdsentons succinctement les diff6rents modBles en 6voquant les diffdrentes options
qui ont 6td choisies pour traiter le terme de dissipation par friction et le potentiel des effets de

surcharge. Les modbles bas6s sur des ddcompositions en modes normaux ou en fonctions de
Proudman de I'oc6an mondial seront abordds ainsi que les modbles d'assimilation.

Des dtudes sur les courants dans les rivibres et les chenaux ont permis de ddriver une
expression empirique des termes de dissipation par frottement qui s'6crit :

Fe- c u1/u2+v2
h+(

(1.2s)
F1 _c.,

h+(
u2+v2

of c est une constante universelle 6gale e 0.0025+0.0005. La profondeur h qui apparait dans
l'expression reflbte bien le r6le important que jouent les mers littorales dans la dissipation de

l'6nergie. La plupart des modbles utilisent I'exprcssion (1.25) telle quelle tant pour les mers
littorales que celles qui couvrent des rdgions profondes et peu profondes. Sa forme non-
lindaire interdit en g6n6ral toute ddcomposition spectrale en les diffdrents constituants
harmoniques. Les solutions ne peuvent Otre obtenues que par une intdgration spatiale et
temporelle incluant les principaux harmoniques de marde. Sous l'hypothbse de I'existence
d'une onde dominante (g6n6ralement M2), LeProvost lI973a-b) a montr6 que I'expression
des termes de dissipation peut Otre lindaris6e par un ddveloppement en s6rie de Fourier. Ce
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r6sultat permet de lin6ariser 6galement les 6quations de Laplace et donc de rechercher des

solutions spectrales [Vincent et LeProvost, 1988]. A I'inverse, Accad et Pekeris [1978] et
Parke et Hendershott [1980] dliminent les termes de dissipation dans les 6quations, mais
permettent d l'dnergie de se dissiper au travers de certaines frontidres ouvertes dans des zones
littorales. Pour cela, ils relAchent la contrainte d'imperm6abilitd aux frontibres continentales.
D'autres auteurs [par exempIe,Zahel,l9TT et Schwiderski, 1980a] introduisent en plus du
terme de dissipation par frottement, un terme repr6sentant la dissipation de 1'6nergie par
viscositd lat6rale traduisant que les courants des mardes peuvent injecter de l'6nergie dans les
tourbillons horizontaux. Le formalisme comprend un coefficient arbitraire dont la valeur varie
dans une fourchette assez large. Ce terme a l'avantage d'assurer i la solution une stabilit6
num6rique.

La surcharge ocdanique produit une variation du potentiel qui agit sur la marde ocdanique
e11e-m0me. Tenir compte de ce potentiel additionnel complique grandement la rdsolution des

6quations. Le potentiel de surcharge est calcul6, comme nous l'avons d6jd vu, par intdgration
de la solution de la marde en hauteur sur tous les ocdans transformant 1'6quation de Laplace
en une 6quation intdgro-diff6rentielle. Hendershott U9721proposa un schdma itdratif qui ne

converge qu'en pr6sence d'un terme de dissipation de 1'6nergie. Parke et Hendershott [1980],
bien que leur modble soit non dissipatif, utilisbrent ce schdma itdratif pour construire i partir
d'une premidre solution un ensemble de fonctions de base leur permettant d'inteqpoler au sens

des moindres carrds les donndes sur les iles. Accad et Pekeris [1978] proposdrent une
proc6dure qui converge lentement mais dont la convergence peut Otre accdldt€e en remplagant
I'int6grale de charge par un terme proportionnel i la hauteur de mar6e. Cette approximation a

aussi 6t6 utilis6e par Schwiderski [1980a-b] pour simplifier les dquations. Elle donne de bons
rdsultats en plein oc6an mais est discutable en mers littorales (Figure I.8) oi les moddles sont
g6n6ralement contraints par des donndes de mar6graphie c6tibre. Actuellement, les
moddlisateurs introduisent dans les dquations I'effet de surcharge calcul6 d partir des cartes de

Schwiderski [LeProvost et Vincent, 1991].

Une alternative h la rdsolution des 6quations hydrodynamiques consiste h d6terminer les

modes normaux des ocdans et leurs fr6quences de r6sonance. Les modes normaux ont 6td
calculds par Gotlib et Kagan [19801 sur une grille 5'x5" et par Platzman et al. [1981] avec un
modble aux 6l6ments finis sur une gille 3"x3". Sanchez [199U calcula les fonctions de

Proudman pour tous les oc6ans sur une grille 4"x4" avec des conditions r6alistes. Il a r6solu
1'6quation 1.24 sans terme de potentiel gdndrateur avec une condition d'imperm6abilit6 le
long des frontidres continentales. Aucun terme de dissipation par frottement n'est inclus;
toutefois, il semblerait que les frdquences propres ne soient que faiblement affect6es par les
effets dissipatifs. Sanchez et al. t19851 optbrent pour une ddcomposition des mardes
ocdaniques sur les fonctions de Proudman calcul6es au pr€alable sur I'entidret6 des oc6ans.
Les fonctions de Proudman sont fondamentalement les fonctions propres de l'6quation de

conservation de la masse avec des frontidres continentales impermdables. Elles sont encore
plus 6ldmentaires que les modes normaux et en un sens moins restrictives en ce qui concerne
les hypothdses physiques. Sanchez [1991] compte calculer des solutions globales en

ddcomposant les mardes sur une base de fonctions de Proudman dont les coefficients seront
obtenus par un ajustement par moindres carr6s d'observations altim6triques et/ou
mardgraphiques. L'avantage d'une telle ddcomposition par rapport une d6compostion
classique en polyn6mes de Legendre est que I'on peut obtenir la m0me prdcision en ajustant
un plus petit nombre de coefficients.

La tendance actuelle de la recherche en mar6e ocdanique porte sur I'utilisation de

mdthodes d'assimilation. Gan'ett et GreenberylIgTTl ont publid la premidre 6tude thdorique
sur I'assimilation en mardes oc6aniques. Les techniques d'assimilation sont en quelque sorte
une gdndralisation des m6thodes semi-empiriques qui pr6sentent I'avantage d'Otre plus
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rigoureuses et plus complOtes. De premibres solutions sur les oc6ans ont 6t6 obtenues par
Zahel t199U et Jourdin 119921en perturbant l'6quation de continuit6 et les conditions aux
limites de type Dirichlet aux frontibres ouvertes afin de minimiser 1'6cart aux donn6es. Le
probldme ainsi formul6 est 1in6aire. Dans I'avenir, d'autres paramdtres seront rel0ch6s tels
que la bathymdrie et les coefficients de friction rendant le probldme nonlin6aire.

L'altimdtrie par satellite a ouvert de nouveaux sentiers en recherche sur les mar6es
ocdaniques i I'dchelle globale. Certains auteurs lMazzega,1985; Woodworth et Cartwright,
19861 ont construit des cartes cotidales de I'onde Mz i partir des donndes du satellite
altim6trique Seasat. Ces cartes sont qualitativement correctes mais n'6galent pas en pr6cision
les derniers modbles semi-empiriques. Les raisons principales sont le manque de donndes
(Seasat n'a fonctionnd que quatre mois) et les erreurs trop importantes affectant les donn6es.
Ces travaux n'6taient que prdliminaires. En effet, depuis, Cartwright et Ray t199U ont publi6
i partir des donn6es altim6triques de Geosat des solutions (Figures I.9) pour les 8 ondes
principales de marde, qui semblent Otre de qualitd dquivalente au modble de Schwiderski,
meilleur moddle semi-empirique h ce jour.

I.5 - Conclusions

Parmi les diff6rentes manifestations des mar6es que nous avons pr6sentdes, les mar6es
terrestres apparaissent comme le ph6nombne le mieux connu ou du moins le mieux mod6lis6.
Les mardes de surcharge ocdanique sont relativement bien moddlisdes. Cependant, la
prdcision des estimations des effets de surcharge ddpend essentiellement de la pr6cision des

moddles globaux des mardes ocdaniques. Moddliser les mardes oc6aniques est un probldme
plus compliqud. Les approches th6oriques aident d la comprdhension physique du
ph6nombne, mais ne permettent pas de les calculer et de les pr6dire avec une prdcision
subd6cimdtrique. Les approches semi-empiriques donnent les meilleurs r6sultats et
connaissent aujourd'hui un regain d'int6r0t au travers des mdthodes d'assimilation. Enfin, les
modBles purement empiriques actuels obtenus par analyse de mesures altim6triques sont aussi
pr6cis que les meilleurs modbles semi-empiriques. Dans I'avenir, il semblerait qu'une
amdlioration des moddles des mar6es passe par des mdthodes d'assimilation de donn6es de

tous ordres (gravim6triques, mardgraphiques et altimdtriques) dans les moddles
hydrodynamiques.





CHAPITRE II
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37

CHAPITRE II : L'OBSERVATION DES MAREES

Mod6liser les mar6es ocdaniques tr partir des observations, tel est notre objectif.
L'ensemble des solutions empiriques que nous avons obtenues ont 6td calculdes h partir de
mesures mardgraphiques, gravimdtriques de marde terrestre et d'altimdtrie par satellite.
L'intdr€t de ces trois types de mesures rdside dans la compl6mentaritd de leur nature, de leur
rdpartition gdographique et des caract6ristiques des erreurs qui les affectent. Dans ce chapitre,
nous passons en revue les instruments de mesures les plus r6pandus ainsi que les mdthodes
classiques d'analyse des observations afin de mieux cerner leur bilan d'erreur qui est un
6l6ment essentiel pour la mdthode d'analyse que nous exposons dans le chapitre IV. Nous
avons regroupd la mardgraphie et la gravim6trie sous la mOme section, car elles concernent
des sdries temporelles en un site et les m6thodes d'analyse sont les m0mes. L'altimdtrie est
trait6e d part car elle est de nature trEs diffdrente compte tenu de son dchantillonnage spatio-
temporel.

II.1 - La mar6graphie et Ia gravim6trie

tr.l.l - Les mar6graphes

[.1.1.1- Echelles de mar6e

Depuis deux sidcles, la hauteur du niveau de la mer dans les ports est mesur6e visuellement
sur une mire gradu6e. Cette mdthode a I'avantage d'Otre peu co0teuse, simple et facile i
mettre en oeuvre. Le choix de I'emplacement de l'6chelle est un problbme essentiel. Il faut
tout d'abord veiller d ce que la mar'6e puisse 6tre observ6e compldtement; par cons6quent,
I'endroit doit Otre choisi de manidre tr maintenir le pied de l'dchelle constamment dans I'eau.
Il faut aussi s'affranchir le plus possible des phdnomdnes locaux qui peuvent entraver la libre
propagation de la mar€e. Enfin, les dchelles doivent 0tre soigneusement niveldes par rapport I
des repbres gdod6siques bien ddfinis du voisinage, le cas 6ch6ant, au nivellement g6n6ral du
pays. Cette op6ration permet le rattachement ultdrieur lors du remplacement de l'6chelle, ce
qui est indispensable pour le suivi du niveau moyen de la mer.

Par mer calme, on peut ddterminer la hauteur du niveau de l'eau b I'aide d'une mire avec
une pr6cision de 2 cm. Des expdriences ont montr6 qu'un op6rateur exp6riment6 peut
atteindre une prdcision de 5 cm sur les lectures en prdsence de vagues d'une amplitude de 1.5

m. Malgrd tout, des erieurc systdmatiques existent d cause soit d'un biais de lecture inhdrent tr

I'op6rateur soit de la diffdrence entle 1'6clairage du jour et de la nuit.

Le systdme de lecture des dchelles de mar6e peut 6tre amdliord en enfermant la mire dans
un tube transparent de 2.5 cm de diamdtre. Ce dernier est alors connectd d un autre tube d'un
diambtre de 0.4 cm et d'une longueur de 2.7 m [Pugh, 1987]. Ce dispositif moyenne le signal
sur 30 secondes, ce qui est suffisant pour attdnuer les effets des vagues et permettre ainsi une
lecture plus ais6e.

Aujourd'hui, les mesures visuelles sont abandonn6es en raison du probldme de la main
d'oeuvre (une lecture 6tait faite tous les quarts d'heure).

I

I

_.1
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n.l.l.2 - Mar6graphes ir flotteurs

DBs la seconde moiti6 du XIX ibme 5igg1s, les enregistreurs automatiques i flotteurs ont 6td
install6s dans la plupart des stations mardgraphiques permanentes. C'est le seul instrument
encore utilis6 actuellement qui mesure directement la hauteur du niveau de I'eau, c'est-i-dire
la grandeur physique recherch6e. La Figure II.1 reprend les composants principaux des
mar6graphes I flotteurs. Un flotteur est dispos6 dans un tube vertical en communication avec
la mer. Le tube est insdrd dans un puits et doit plonger bien en dessous du niveau le plus bas
que peut atteindre la surface i mesurer. Le fond du tube se termine en-c6ne- qui repose sur
un autre tube scell6 sur le fond. Ce tube -suppor( a de petites ouvertures qui opposent une
rdsistance au flux entrant. L'orifice conique retient le flux afin d'amortir les variations rapides
de la hauteur de I'eau (houle et clapotis) tout en 6vitant une r6duction de I'amplitude ou un
ddphasage de la mar6e. Un fil m6tallique pos6 sur une poulie est fix6 au flotteur par I'une de
ses extrdmit6s tandis qu'h I'autre un contrepoids y est suspendu. La rotation de I'axe de la
poulie sous I'effet du d6placement vertical du flotteur commande le d6placement rectiligne
d'un chariot portant un style (Figure II.2). Celui-ci trace la courbe de mar6e sur une feuille de
papier pos6e sur un tambour entraind par un mouvement d'horlogerie. De nos jours, les
enregistrements numdriques sont de plus en plus utilis6s.

Le bon fonctionnement d'une station n6cessite une installation soign6e et une surveillance
r6gulibre. Il faut vdrifier p6riodiquement I'horloge ainsi que la calibration et, au moins une
fois par an, il faut rattacher le mardgraphe par nivellement. Enfin, bien que les mardgraphes d
flotteurs soient robustes et de manipulation rclativement simple, ils pr6sentent certains
ddsavantages : ils sont coOteux et difficiles tr installer; ils n6cessitent la construction d'un
puits; la pr6cision est de I'ordre de 2 cm en hauteur et de 2 minutes en temps tr cause de
l'6paisseur de la courbe sur le papier; la lecture des courbes pour de longues pdriodes est
fastidieuse et est propice aux erreurs; enfin, I'€galit€ des niveaux int6rieurs et extdrieurs peut
Otre perturb6e par divers phdnomdnes (bouchage des orifices de communication par des
algues, coquillages, ...; 6caft de la densitd moyenne de l'eau tr I'intdrieur et i I'ext6rieur du
puits dans le cas de site prds d'un estuaire; effets dynamiques d'dcoulement autour du puits;
ddt6rioration du puits).

I.l.l.2 - Mar6graphes i pression

Une autre approche consiste i mesurer la pression en un point fixe sous la surface de I'eau
et de la convertir en hauteur en utilisant 1'6quation d'dquilibre hydrostatique :

P=Pa+pgD (2.1)

of P est la pression mesur€e, Pa la pression atmosphdrique en surface, p la densitd moyenne
de la colonne d'eau au-dessus de la sonde, g l'accdI€ration gravitationnelle, et D la
profondeur. Les mesures doivent 6tre corrigdes de la pression atmosphdrique et des effets
dynamiques d'dcoulement autour de la sonde. De m6me, la connaissance de la densit6
moyenne sur la colonne d'eau est indispensable. Pour les mesures par petit fond, on se

contente en gdn6ral de la densitd en surface; pour les mesures par grands fonds (supdrieurs d

200 m), on conserve en gdndral la pression comme paramdtre.

Les avantages de ce type de mar6graphes sont multiples : la construction prdalable d'un
puits est inutile; le systbme d'enregistrement peut eue 6loign6 du point de mesure; on peut
I' installer presque partout.

Lorsque le capteur de pression est placd en surface, la pression est transmise depuis le fond
par un tube d'air par exemple (mardgraphes i fuite). La pression du tuyau est mesurde par un



40

LEVIER

VIS DE MESURE

BOITIER

TIGES 
-D'ASSEMBI.AGE.-

MASSE

IfVIER RESSORT AMORTISSANT
I-ES CHOCS

FLEAU

Figure II.4 : SchCma d'un gravim4tre LaCoste Romberg

1

7

l1

2 
-A.msu 

&.enfon

4 
- 

E.reinl. eus vide
5 - 

Btindage supraonduclclr
6 

- 
Tirs & luD@il i$lants

? 
- 

v;h. d" r;;*htc 
'ntneurc 

$us lriblc. Dt$\ion d Mlium
I 

-Conn€rioDsdl€clnqlca9 
- 

Ele.rdc aqusbndc
l0 SphaRsupnconducinc€
ll - Bobrnc & mntrcrda.rion mrgndriquc
12 

- 
Co.ncio6 €lcctriques

t{- ENink rcnplic d'hdlilm

16- M.s d! Fndulc
l7- Phqucs dd caprcur (.Prcnif
13- Rastslane dc chauil(
19-ftctnomctc au Scmanium
20- El.ddes Flanca
2l Bobincsstpra.o.ducrnccr

l3

Itl

t5

t6

v

t8

t9

n

21

8

!
10

]t

I - Cravimelre
2 - Ectan magn€lique supraconducteur
3 - Hdlium liquide
4 - Clinomatres
5 - va* de Dewar
6 - Echangeur themique
7 - Plateforme de lixation
8 - Piliet de suPpon

Figure II.5 : SchCma d'un gravimCtre supraconducteur



4l

manombtre. Dans le cas d'un capteur sur le fond, I'enregistreur peut 0tre plac6 au fond
(mardgraphes plongeurs) ou en surface. Le principe des capteurs de pression des mardgraphes
plongeurs est bas6 sur la ddformation d'un 616ment sensible ou sur la modification d'une de
ses propri6tds sous I'influence des variations de pression. Les meilleurs capteurs sont les
capteurs i quartz dont la fr6quence de r6sonance du cristal varie en fonction de la pression. La
grandeur mesurde n'est malheureusement jamais une fonction simple de la pression et ddpend
d'autres paramdtres tels que la temp6rature, le vieillissement, la tension d'alimentation, ... Ce
qui limite les performances des instruments par la ndcessitd de dispositions particulibres et
d'une calibration s6rieuse. Le vieillissement provoque une d6rive instrumentale qui rend trds
al6atoire I'observation des ph6nomdnes b longues pdriodes. Ceci dit, les mar6graphes i
pression restent les instruments les plus pr6cis.

n.1.2. - Les gravimEtres

Les premibres observations des mardes teffestres ont 6td r6alisdes au moyen de clinombtres
dans les ann6es 1890. Les premiers enregistrements avec des gravimbtres datent d'une
soixantaine d'ann6es et les mesures avec des extensomdtres ont d6but6 dans les anndes 1950.
Nous ne prdsenterons que les gravimbtres car nous ne nous sommes pas servis des autres
types de mesures qui sont trop sensibles aux effets locaux et r€gionaux.

nJ.z.l - Gravimbtres LaCoste Romberg

La construction de tout gravimdtre rdpond au principe suivant : opposer d la pesanteur une
force constante qui lui est presque 6gale et mesurer I'appoint. L'instrument actuellement le
plus r6pandu est le LaCoste Romberg (Figure lI.4). La force antagoniste dans ce type
d'instrument est la force 6lastique exerc6e par un ressort auquel une masse est suspendue. Par
construction, le gravimdtre amplifie mdcaniquement au maximum le mouvement de la masse.
La position de la masse peut eue ajust6e grdce d une vis microm6trique qui, par un systbme de
levier, monte ou descend la masse. Le gravimbtre est calibrd en comptant le nombre de tours
de vis n6cessaire pour que la masse reste immobile lorsque le gravimbtre est transport6 entre
deux stations dont on connait la diff6rence de pesanteur. La variation de pesanteur due aux
mar6es engendre une d6flexion de la masse qui est ddtectde 6lectroniquement par un capteur
capacitif. Pour ddtecter des variations de I'ordre de 10-10 g (0.1 microgal), une grande stabilit6
mdcanique du gravimbtre est ndcessaire. Tout le systdme est compens6 en pression et la
tempdrature est contr6lde au millidme de degr€.

Les gravimdtres astatis6s prdsentent deux probldmes majeurs lorsqu'ils fonctionnent en
mode ddflexion. Primo, la sensibilitd des instruments varie en fonction de I'inclinaison de
I'appareil. Par exemple, une seconde d'inclinaison du gravimdtre suivant la direction du fl6au
peut provoquer une variation de la sensibilit6 d'un pour-cent. Une ddtermination trds prdcise
de la sensibilitd est impossible i cause du second problbme : la r6ponse des instruments
astatisds est trbs lente en raison de I'hyst6r6sis du ressort. Pour le signal de mar6e, I'effet de
cet hyst6r6sis se traduit par un retard de phase instrumental important qui peut atteindre 2
degr6s et une d6pendance en frdquence de la r6ponse en amplitude. Ces probldmes 1i6s aux
instruments astatisds en mode ddflexion ont 6t6 r€solus en modifiant les gravimbtres en
mdthode de zdro : la masse est maintenue en position fixe par une contre-rdaction mdcanique
entretenue par le signal du capteur capacitif qui actionne un moteur ajustant en continu la vis
de mesure. Mieux, le signal du capteur capacitif est appliqud aux plaques extdrieures
provoquant une contre-r€action dlectrostatique qui fournit une force dlectrostatique de rappel.
Un tel dispositif rend la sensibilitd des gravimbtres invariante, car on mesure directement la
force de rappel. De plus, le d6phasage instrumental d0 i I'hystdrdsis est 6limin6.



42

i1
11
2)

JI

marie semi-diurne A Brest

;i
jl

marde b indgalite diurne au cap Saint-Jacques
(Vung Tan. Vietnam du Sud)

m

2

1

0 mar6e mixie A Oui Nhon
(Viernam du Sud)

m

4

2

2

1

marde diurne i D6-Son
{Viernam du Nordl

1 10 15 20 3O mars 1947

o (l o )

Figure II.6 : Les dffirents types de mardes ftird de l'Encyclopddie Universalis, 1968].



43

L'inconvdnient majeur des gravimBtres h ressort est la ddrive instrumentale li6e i la
rh6ologie des ressorts. Les causes sont multiples : les chocs de transport, les variations de
temp6rature bien que les instruments soient thermostat6s, I'humidit6 et le vieillissement des
ressorts. La r6solution des LaCoste Romberg peut atteindre 0.1 microgal aprds 6limination de
la d6rive instrumentale qui peut varier entrc I et 100 microgal par jour.

II.1.2.2 - Gravimbtres supraconducteurs

Dans les gravimdtres supraconducteurs (Figure tr.5), le ressort m6canique est remplacd par
un - ressort - magn6tique pratiquement sans ddrive. Une masse supraconductrice est mise en
ldvitation dans un gradient du champ magndtique engendr6 par une paire de bobines
supraconductrices. La position de la masse est d6tect6e par un transducteur de d6placement
par pont capacitif et une force de contre-rdaction dlectromagn6tique maintient la masse en
position fixe. lrs variations du courant de contre-rdaction constituent la mesure des variations
de g. Gr0ce d la stabilitd inh6rente des courants persistants dans un supraconducteur,
I'instrument a un rapport signal sur bruit trbs 6levd et une faible d6rive instrumentale de
I'ordre de 5 microgal par an. Le gravimdtre supraconducteur est donc un instrument trds
attrayant pour mesurer les mardes h longues p6riodes ainsi que les variations sdculaires de
gravit6. La rdsolution atteint 10 nanogal (=10-11 g). La calibration se fait par ajustement do
l'amplitude de I'onde de marde Mz h la valeur ddterminde au mOme site par un autre
gravimdtre. Un rdseau est opdrationnel actuellement en Europe. Il comporte quatre stations :

Bruxelles, Wettzell, Strasbourg et Postdam. Plus d'une dizaine de gravimbtres
supraconducteurs sont installds de par le monde; parmi les pays qui possbdent des
gravimbtres, citons : la Chine, le Japon, le Canada, I'Italie et la Grdce.

tr.1.3 - M6thodes d'analyse

L'objectif de 1'analyse des observations mardgraphiques et gravim6triques est de rdduire le
nombre consid6rable de mesures h un nombre restreint de paramdtres. Ceux-ci doivent 6tre
choisis de telle sorte qu'ils permettent de reproduire les courbes observdes et de faire des

pr6dictions. L'analyse harmonique est un outil thdorique particulibrement bien adaptd i
I'analyse des enregistrements de mar€es en raison de leur caract0re pdriodique 6vident, qui
peut pr6senter des variantes suivant les lieux consid6r6s (Figure II.6). D'autres m6thodes
d'analyse non-harmonique n'utilisent pas le ddveloppement a priori de la marde en une
somme de termes pdriodiques de pdriodes d6termin6es. Ces mdthodes reposent sur la
recherche de relations entre les diverses manifestations de la mar6e et d'autres parambtres
bien connus comme des 6l6ments astronomiques ou le potentiel g6ndrateur des mar6es.

L'objectif principal de I'analyse des mesures mar6graphiques est de se donner les moyens
de faire les prddictions les plus prdcises possibles tr des fins, par exemple, de navigation. En
marde terrestre, les prddictions sont utilis6es pour r6duire les mesures de gravimdtrie de
terrain. De plus, la comparaison entre les valeurs calcul6es des amplitudes et phases

thdoriques avec les constantes observdes correspondantes fournit des contraintes sur les
paramdtres rhdologiques de la Terre et des informations sur les effets de surcharge ocdanique.

II.1.3.1 - Analyse harmonique

II.1.3.1.1 - G6n6ralit6s

Les observations de mar€es ((t) peuvent Otre s6par€es en deux composantes :

((t)=(*(t)+e(t) (2.2)
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Table II.1 : Ord.re dans lequel les constituants semidiurnes sont sdlectionnds dans le
progrernme d'analyse harmonique de Foreman et Henry t19891 enfoncti.on de la durde des

enregistrements.
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on (m(t) est la composante des mar6es et e(t) le bruit compos6 des variations accidentelles du
signal dues essentiellement aux influences m6t6orologiques. En outre, e(t) contient les erreurs
instrumentales et de ddpouillement des observations. R66crivant la composante des mardes
sous la forme harmonique d6duite du d6veloppement du potentiel g6n6rateur (6q. 1.23), on
obtient:

(t) = > An cos(oln t - Gn + Xn) + e(t) (2.3)

= > An cos(con 1- crn) + e(t)
n

n

(2.4)

of con =ar 'i + az i+ a: h+ ar p+ as N'+ ao ps est la vitesse angulaire (cfr. $I.1.2)

La transformation de Fourier permet d'obtenir les valeurs des constantes harmoniques An et
cln !

((co)=
L

((t) e-i', dt = (- (ro)+ e(crl)

e(r) = l; t". e-icr 6(o>on) + An e-ict 6(co+or")) * {r) Q.6)

oi I'accent circonflexe tepr€sente la transform6e de Fourier et 6(oroln) est la dishibution de
Dirac centr6e en o)n.

(2.s)

soit

Classiquement, I'analyse harmonique d'une s6rie temporelle discrbte et finie a un pouvoir
de r6solution limitd par trois contraintes : I'existence du bruit dans les observations, la dur6e
finie des observations qui empOche la s6paration des ondes de frdquences trop proches et la
nature discrbte de la s6rie qui rdduit f intervalle de variation des fr6quences accessibles.

Thdoriquement, le spectrc de frdquence des mardes contient une infinit6 de termes. Mais,
en pratique, on se limite aux composantes dont I'amplitude est sup6rieure d I'ordre de
grandeur du bruit instrumental. L'analyse harmonique fournit un spectre form6 de la
superposition des raies spectrales de marde et du spectre continu du bruit. Il est impossible de

s6parer les deux contributions sans hypothbse suppl6mentaire sur le spectre du bruit. En
g€n€ral, le spectre du bruit est rouge (c'est-i-dire que le spectre est plus 6nergdtique vers les
basses frdquences) i cause des d6rives lentes des instruments. Connaissant mal le bruit
instrumental, on le considbre en gdndral comme un signal al6atoire dont le spectre est blanc
(dquipartition de 1'6nergie spectrale en fonction de la fi€quence).

La dur6e des observations T est toujours finie. On ne peut donc bien sdparer deux ondes i
et j que si leur vitesses angulaires v6rifient le critdre de Rayleigh :

T. I roi - ori 12 I (2.7)

Dans le cas contraire, les ondes sont mal s6par6es. La durde d'observation doit Otre d'autant
plus grande que les ondes i sdparer sont plus proches (Table II.1 et II.2). Si le bruit n'est pas

trop important et si le signal a un caractdre p6riodique trds marqud comme dans le cas des
mar6es, le critdre de Rayleigh peut 6tre quelque peu adouci [Foreman et Henry, 1989]. De
plus, la sdparation d'ondes thdoriquement non sdparables est possible moyennant des
hypothdses suppl6mentaires reliant les constantes harmoniques sur la base de mesures
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antdrieures ou des rapports entre les coefficients du potentiel gdndrateur. Ces principes sont tr
la base de la mdthode d'inf6rence.

Les p6riodes de p, N' et ps sont supdrieures i 9 ans. Pour les donn6es d'observations
courantes, de I'ordre de I'ann6e, le critbre de s6paration n'est pas v6rifi6 pour les termes dont
les arguments astronomiques diffbrent d'une combinaison lindaire de p, N' et pr. Consid6rons
les ondes k de nombres arguments a1, 12 of a3 donn6s. Parmi celles-ci, d6signons oln I'onde
qui a l'amplitude connue ou estimde maximum tandis que les autres ondes sont dites ondes
perturbatrices de cette onde n. Les contributions des ondes perturbatrices peuvent Ctre
interprdt6es comme des modulations de la phase et de I'amplitude de l'onde n. Ce sont des
quantitds lentement variables avec le temps que l'on peut supposer constantes et 6gales tr leurs
valeurs moyennes sur la p6riode d'observation; les corrections dites nodales sont apportdes
pour tenir compte de ces modulations. En pratique, pour calculer ces corrections, il faut faire
des hypothbses sur les rapports de l'onde principale sur les ondes modulatrices et sur les
d6phasages i partir des coefficients astronomiques. On trouvera dans Godin II972l un expos6
d6taill6 sur les corrections nodales.

Le dernier point concerne une consdquence de la discr€tisation des s6ries d'observation. A
chaque pas d'6chantillonnage At correspond une fr6quence de coupure dite fr6quence de
Nyquist. Toute fr6quence sup6rieure tr celle-ci ne peut pas Otre estim6e et est alias6e. Pour
dviter le ph6nomBne d'aliasing, qui est le repliement du spectre des frdquences au-deld de la
fr6quence de Nyquist vers les basses frdquences, il faut choisir le pas d'dchantillonnage de

sorte que 1'6nergie spectrale soit pratiquement nulle au-deld de la frdquence de Nyquist.

n.1.3.1.2 - M6thode d'6limination

Le but des m6thodes d'6limination est d'amplifier par un filtrage appropri6 des

observations, une onde d6termin6e tout en dliminant plus ou moins les autres ondes et le bruit.
Le filtrage est r6alisd par combinaisons lin6aires simples (coefficients entiers) des
observations. Darwin a mis au point la -m6thode des heurrs sp6ciales- qui est bas6e sur la
constatation que les phases des ondes T1 prcnnent la mOme valeur i des instants sdpar6s de T1

tandis que les phases des autres ondes prennent des valeurs I peu ptds uniform6ment r6parties
sur [0, 2n] pourvu que la dur6e d'observation consid6rde soit assez longue.

En 1928, Doodson proposa une m6thode, encore utilisde aujourd'hui dans les pays de
1'6cole anglaise, qui consiste i sdparer successivement les diff6rentes espdces h l'aide de

combinaisons journalidres appropri6es des observations horaires, puis les groupes i I'intdrieur
de chaque espdce i I'aide de combinaisons mensuelles des valeurs pr6c6dentes et enfin les
sous-groupes d I'int6rieur de chaque groupe d I'aide de combinaisons annuelles [voir
Melchior, 19831.

II.1.3.1.3 - M6thode des moindres carr6s

On recherche les constantes harmoniques An et c[n qui minimisent selon le critdre des

moindres cands I'expression suivante [voir Foreman et Henry, 1989]:

Nou N*.

I l.{,t)lt=I
ii

(tt)- I An cos(con tr - crn)
2 (2.8)

n

Les inconnues sont ddtermindes en formant et en rdsolvant num6riquement les 6quations
normales. Cette m6thode n'a pu Otre mise en oeuvre qu'avec la mise en service d'ordinateurs
assez puissants. L'avantage de ce type de m6thode est qu'elle s'applique quel que soit
l'6chantillonnage des donn6es. On fait I'hypothdse que le bruit suit une loi de probabilit6
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gaussienne et centr6e. Il faut donc veiller d ce qu'il n'y ait pas d'erreur syst6matique dans les
observations.

En pratique, on peut tenter d'estimer en une 6tape un trbs grand nombre d'ondes.
Cependant, la recherche d'ondes th6oriquement non sdparables conduit d un systbme mal
conditionn6. On ne peut donc se soustraire au critbre de Rayleigh.

II.1.3.2 - Analyse non-harmonique

On peut distinguer deux catdgories de m6thodes d'analyse non-harmoniques : la mdthode
des concordances et la m6thode de rdponse ou de convolution.

II.1.3.2.1 - M6thode des concordances

La mdthode des concordances reposo sur la recherche de relations empiriques existant
entre la marde et divers paramBtres dont la connaissance permet la prddiction de la mar6e. On
relie, par exemple, les heures des pleines et basses mers d des quantit6s astronomiques
observables. La comparaison des mardes entrc ports voisins montre que le r6gime de la marde
varie en g6n6ral lentement le long de la c6te. Ainsi, on peut, i partir de la connaissance de la
mar6e dans un port de r6fdrence, en ddduire la mar6e dans un port proche [Simon, 1991]. Les
mdthodes des concordances peuvent porter sur l'heure ou la hauteur de la pleine mer.
L'efficacit6 de ces mdthodes est le fait de la cohdrence spatiale de la marde qui se traduit par
une corrdlation spatiale des diverses manifestations de la marde.

1I.1.3.2.2 - M6thode de r6ponse

A partir de 1966, Munk et Cartwright ont d6veloppd la m6thode de r6ponse dans laquelle
la mar6e est consid6rde comme la r6ponse du systbme ocdan i diverses excitations. Par
I'analyse des observations, on recherche i ddterminer la fonction de transfert de ce sysBme
connaissant la fonction temporelle de forgage. L'avantage de cette mdthode est qu'elle permet
de prendre en compte des variations du niveau de la mer qui ne sont pas uniquement d'origine
astronomique. La hauteur d'eau ((t) est exprim6e en terme d'une int6grale de convolution
dont le noyau U(t) reprdsente les causes physiques des variations de ( :

((t)=
L

w(t).U(t-t) dt (2.e)

of la fonction w est caractdristique du point consid6€ et est ddtermin6e en minimisant par
moindres carrds les dcarts entrc la valeur de I'int6grale et les observations. U(t) comprend le
potentiel gdn6rateur des mardes calculd h I'aide d'un d6veloppement en harmoniques
sphdriques :

{.- +n

u(9,1,,t)= ) t dn,n(r)v" (q,r) (2.10)
n=2 m=-n

En raison de la convergence rapide du ddveloppement, on peut se limiter aux tennes n < 3. La
mdthode de rdponse ne ndcessite pas le d6veloppement harmonique du potentiel g6n6rateur
qui contient bien plus de termes que le ddveloppement en harmoniques sph6riques, ni le choix
prdalable des fr6quences d rechercher. En plus, la totalit6 du potentiel est automatiquement
prise en compte ainsi que les conections nodales. Le thdordme de convolution permet de
r66cire 1'6quation (2.9) en fonction des transformdes de Fouder :
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Figure II.7 : Specte de la marde d Honolulu avec une risolution de I cycle par an et pour
I'harmonique sphirique semidiurne P22. Le premier diagramme est le spectre de la marCe
gravitationnelle d'iquilibre d Honolulu (normalisde d l0-4 cm2); quelques nombres de
Doodson ainsi que quelques symboles de Darwin sont indiquds. Dans les deux diagrammes,
la hauteur totale des colonnes reprdsente Ie spectre de Ia hauteur d'eau : la partie remplie du
premier spectre reprdsente l'4nergie coh,lrente avec la marde d'dquilibre; la partie non
remplie du second reprdsente la partie non cohdrente. Dans le quatriCme diagramme, les
parties rielles et imaginaires de l'admittance sont indiqudes respectivement par des points et
des cercles. Enfin, dans Ie cinqui4me diagramme, sont dessindes l'amplitude et la phase de
I'admittance . Les lignes verticales reprisentent I'intervalle de confiance d'une probabilitd de
95% et les llgnes continues sont les Jbnctions d'admittance ddrivdes par la mdthode de
convolution.
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L'accent circonflexe repr6sente la transformation de Fourier. La transform6e de Fourier de
w(t) est interpr6table physiquement comme la fonction de transfert entre le potentiel
g6ndrateur de la mar6e et la mar6e observde, appelde admittance. L'exemple (Figure II.7) tir6
de Munk et Cartwright [1966] montre le caractdre extrOmement lisse des fonctions
d'admittance.

Les constantes harmoniques sont obtenues i partir des valeurs de I'admittance aux
fr6quences des mar6es. Une fois I'admittance d6terminde, la prddiction de la mar6e s'obtient
en calculant I'int6grale de convolution (2.9). Les pr6dictions ainsi obtenues sont de qualitd
semblable i celles calculdes par la m6thode harmonique.

On peut introduire dans U(t) d'autres causes de variations du niveau de la mer, telles que la
pression atmosph6rique, le vent ou le rayonnement solaire. Munk et Cartwright [1966]
donnent une expression de la fonction d'entr6e du rayonnement solaire pour reprdsenter les
mardes radiationnelles qui distordent la courbe d'admittance qui est en g6n6ral assez lisse.
L'int6grale de convolution peut aussi Otre compl6t6e :

( (t) =.,f *,n, . u(t-t) d" . f f *r{","\u(t-t) u(t-t') dt dt' + ... (2.t2)

oi la premidre intdgrale reprdsente les termes lin6aires de la r6ponse de I'ocdan i I'excitation
et les suivants permettent la prise en compte des non lindaritds.

En outre, la mdthode de r6ponse permet d'6tudier la corr6lation entre le niveau d'eau
observ6 en un point et n'importe quelle fonction du temps. Une des particularit6s de la
m6thode est qu'elle permet de calculer les fonctions de transfert pour chaque fonction
d'entr6e suffisamment ddcorrdl6e, dont les raies spectrales ne sont pas sdparables par une
analyse de Fourier.

La mdthode de rdponse a 6t6 utilisde pour analyser les observations de mar6e
gravim6terique. Les premier rdsultats ont 6td obtenus par Lambefi.llg74l. Depuis, De Meyer

[1982] a gdndralisd la m6thode afin d'introduire les effets dus i la tempdrature, la pression
atmosph6rique, la ddrive instrumentale, ...

nJ.4 - Banques de donn6es

II.1.4.1 - Mar6graphie

Les constantes harmoniques utilis6es dans ce travail proviennent de I'International
Hydrographic Organization (IHO) Il979l et de I'International Association for the Physical
Sciences of Ocean (IAPSO).

L'IHO a en charge une banque de donndes mar€graphiques qui, dans la version dont nous
disposons, contient 4011 stations (donndes IAPSO exclues). Les stations sont essentiellement
c6tibres et insulaires (Figures II.8). Les premidres stations mardgraphiques automatiques sont
apparues vers 1830 et les premiBres campagnes de mesures intensives ont d6but6 dans les
ann6es 1880. Durant les guerres, il y a eu moins d'installations de nouvelles stations
mar6graphiques. La durde des observations varie de quelques jours tr une centaine d'ann6es.
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Les dur6es les plus courantes sont de I'oldre de 30jours et 1 an qui correspondent aux dur6es
n6cessaires pour sdparer respectivement les groupes et les constituants (Figures II.9).

L'IAPSO apporte son soutien i la rdalisation d'une compilation de constantes de mar6es
p6lagiques, c'est-d-dire des constantes de mardes obtenues i I'aide de mardgraphes i pression
situ6s en haute mer I des profondeurs sup6rieurcs e 100 m et dloignds d'au moins un mile
nautique des c6tes. C'est une initiative rdcente (de quelques dizaines d'anndes), qui n'a pu
€tre lancde qu'aprbs la mise au point technique des mardgraphes de grand fond dans les
anndes 1965. Ces donndes sont particulidrement importantes d plusieurs titres. Elles
fournissent une mesure des constantes harmoniques en certains points sp6cifiques en haute
mer qui sont bien plus prdcises que n'importe quel moddle num6rique. De telles donn6es
permettent de valider les modBles ou m0me de les amdliorer. Elles sont exemptes d'effets
locaux pr6sents dans les mers littorales ou engendrds par la topographie cdtibre. La
compilation la plus r6cente comprend 347 stations r6parties de fagon in6gale sur I'ensemble
des oc6ans (Figures II.8)[Smithson, 1992]. L'Atlantique nord ainsi que la partie nord-est du
Pacifique sont bien quadrill6s. Il y a un d6sdquilibre entre les deux hdmisphdres nord et sud
en ce qui concerne la rdpartition gdographique et le nombre de stations. La situation est
particulidrement fdcheuse dans le Pacifique sud, puisqu'il n'y a aucune mesure. La durde des
observations varie entre 0,7 jour et 1,75 an. Les dur6es sont g6n6ralement supdrieures h 30
jours et plus de 207o des stations ont observ6 pendant au moins 1 an.

En ce qui concerne la qualit6 des donndes, aucune information concernant le bruit des
mesures ou les mdthodes d'analyse utilis6es n'est fournie dans la banque de donn6es IHO. On
peut raisonnablement supposer que plus les donndes sont r6centes et la durde d'observation
longue, plus les constantes harrnoniques sont pr6cises. Les critdres de qualit6, d d6faut de
toute autre information, seront donc la longueur et l'6poque des enregistrements. Une des

caract6ristiques d6cevantes de cette banque est la grande inhomog6nditd de la qualitd des
mesures. La cornpilation IAPSO, quant h elle, doit certainement 0tre plus uniforme d'un point
de vue qualitd, car les mesures sont issues d'instruments de fabrication similaire d'une trds
haute technologie et les analyses ont vraisemblablement dt6 effectu6es avec des programmes
"modernes- de performance dquivalente. Des indications sur les programmes d'analyse qui
ont 6t6 utilisds et sur les varjances €siduelles sont foulnies dans la compilation.

1I.1.4.2 - Gravimdtrie

Le Centre International des Mar6es Terrestles (ICET) tient i jour une banque de donndes
gravimdtriques [Ducarme, 1984]. Les premidres observations sont issues des campagnes de
mesule organis6es dans le cadre du programme de I'ann6e intemationale de g6ophysique
(1957-1958). A paltir de 1973,l'Obselvatoire Royal de Belgique a organis6 conjointement
avec I'ICET des mesures le long de profils mondiaux parcourant l'Asie, le Sud Pacifique,
l'Afrique et I'Amdrique Latine. Ces profils comprennent quelques 125 stations.

La Banque de donndes de mar6es terrestres contient les parambtres de mar6es
gravimdtriques de 352 stations temporaires et permanentes. La durde moyenne des

observations est de 6 mois ce qui permet de d6terminer les constantes harmoniques de 9
ondes principales: Qt, 01, Pt, Kl pour les ondes diurnes, M2, N2, Sz, Kz pour les semi-
diurnes et une onde terdiume M3 (cf. Tables II.1 et II.2).

R6cemment, Melchior U992) a 6pur6 la Banque de donndes de mar6es terrestres en
contrOlant minutieusement chaque 6tape de la chaine de traitement au niveau des

observations, des calibrations et des r€ductions. Ce contrdle s6vdre n'a pu Otre fait que si le
Centre disposait des donn6es originales ou si les r'dsultats publids contiennaient toutes les
informations ndcessaires poul la v6rification. Des 352 stations de la Banque originelle,



52

tt)

o
cl
(A

q)

c)t-

oz

1500

1000

500

80
(ntr70

E50tt) 50

€40
930
rl20
210

0

40

35

30

25

20

1.5

0

o
o
c€

ct)

q)
€
q)
,rE
oz

0

v)

d
o
(u

o
l-

z

30
(a

E2s
g20
€1s
o
510
o5z

0

50

40

30

20

10

80

70

60

50

40

30

20

10

0

IIIHI O

rnor')orDorr)6l l"! F\ O t\l rr) F\€@aochcc'\q\
F{ F{ ri F.{ r-a ri F{

Ann6e d'installation

]I^A.IPS O

Ann6e d'installation

IIC]ElI

16O!OOTOOlOOrr)\D\oNb.\@@Ch
chCChCCltCCh(tr
HFFFFFFF

IIIH] O

UU9
FrOO FrO

Dur6e des enregistrements en jours

IIAPS C

r-{OOO F{93
F-l

Dur6e des enregistrements en jours

IICIBlI

(h

cl
(t)

o)

(l)
L

oz
0

eo
e

r-l

(f}\ocNrOCOFtrif'.O
\lt \O I D\ D\ b'\ EO € 0O (h
d\chchcho\chc6chch

FFFFTFFFF

F-l OOOrioO
F-l

Ann6e d'installation Dur6e des enregistrements en jours

Figures II.9 : Histogrammes du contenu des Banques de Donn,\es mar,lgraphiques (IHO et
IAPSO) et de mardes gravimdtriques (ICET).

o
o
ti

--- t 30 jours

+1an

+ 30 jours +1an



53

(h
O)
dtr(c
(D

&

aoI

L

a
a()

o

-O
'Eoo\()0) aI)
\d)-€€

d.)

H(D(9il

g;gr€
Eko9[i
€ 3;sE3f HH F
E: 9; T H

i5g'H gE
E; FTo.Eg

E g; g.E E

FE EE H 
=

:oo.Joo

o
o€
o\o
bo
o
-c)E\()

a
hlo
=Aq.>
'!).o !
a'( .X
C, =.Y
-o bod

v,

U)\d)
t<
(D€
o
UXE2n
:l bod
tad\d) .=txff
gEFo

rd) .vt O

F s.iid95

o)(D€
P"'5.= \c)
.3u
EE:q
$sE
E#€
Q l'" lE

=thC,

rg I
B€'g
F s.€
v>4s

EEE

(€

t<

ae)
!i?
trr5
'Hr
'&e
Xa)(l)'

(.)'E(l)d
> \(D
Cg()
qO
g b^?'tr t!L ctt r'l
iif,o
fi 5a

s
tr
tAa
RE
cd.Hr
'&e
Xa)(l)3

o'Eod> \6).sq
c)v
I5^?'t rI]hsuiif,o
fi 5a

a(H
€()
(D'R
o

()a
(J

t<g
()

U)
U)o

oa
6-

'F (tl

9E
19.F
F \6-)

6aFXo.o

(l)

lj c:
(1)-o
C l.<,=o
6.q?'t
?E Ha)bg
5'5 rH6,!) H
,9 E o.r

E E.P

oEg
gb9
.Hr(l
.E..E €
rEg
O i-r'5r';; -(D \o /)

HEg'1

.. a

EE>H
€u8
,e a5
-ccg(Bo.> ocd.'n
b.q E
trop.
Cd'(D uo ao(D

c) (D

d
G,.(D

P
c

ct

E)

(J

(l)

tr
6d\c)

I
o
Cd

O

o

(l)d)
\6) '!rtr-

5c
u)k
o

c-i

a
d
aa

U)!2
o
:a)t-

U)!
o
F-
c\l

((I
ut
trcl
ao

vzij
(l'tr
eao

-E
cdtr
rr-) O

0)d
9'x
\./ o

a
t<

o
co
c\l

u)
!3
o
r-
H

(n
t<)o

c.l

(n
!
o

!n

v)
l<

=o
f-

,t?9
'-'^'\o
.o &iI

u)
L{)o

o
(h

()
\d)
k

Fr

O

-olio |r) t--l

Fi

!n
o
n
eo

I

rl

(J
n
co

I

ta1

o

0)k
/a H

C) o
tr)

O
f-

()
\f

o
$

O
N

c)

=6OE
(go0ac
=d trc o.9
EE6AIJC
2a,9,

car-o\
,.o
cd

>',v
U)

rct-5
Irn

t---

aar
<t)

(D

)o
F5

C€
ct)
(€
C)'r)

an
e\

I

'a1to
3\

d
(n

oo
O

55

I./)
I4

N5a
g
o€
()ooE
x
6)ao
:..

o\
oo
o\

o
U
Vat{
R

v
!
(.)

v

S

V)

el
!

v2

!
U)
4

v)

c3
.$
\)
L\
ql
o-rl

-l.ol'sdl

FI



54

v ffi)
,{

d h
6 ffi
w a

I

mm

ffiiffi ry

ry *Y -ffi

60

30

-60

0

60 120 240t80 300 0

Figure II.10 : Couverture de I'orbite rdpdtitive d 17 jours du satellite Geosat Itird de. Jourdan,
r9901.



55

seulement 211 sont incluses dans la nouvelle Banque de donndes (DB92). Les principaux
r6sultats de ce travail sont une rdduction d'un facteur 2 de la dispersion des paramdtres de
mar6e par rapport au jeu de donndes originelles et un accord avec les meilleurs mod0les de
Terre en ce qui concerne les valeurs moyennes calculdes, continent par continent, de
I'amplitude des facteurs gravimdtriques des deux ondes principales 01 et M2.

lI.2 - L'altim6trie par satellite

L'histoire de l'altimdtrie par satellite d6bute en 1973 avec la plate-forme Skylab qui
emporta le premier altimdtre. Depuis, d'autres satellites ont embarqud un altimdtre. Les
principales missions ainsi que leurs caract6ristiques sont reprises dans la Table II.3.
Actuellement, deux missions altim6triques sont en cours. Il s'agit du satellite ERS1 de
I'Agence Spatiale Europdenne (ESA) et du satellite franco-am6ricain TOPDVPOSEIDON
qui est un projet commun de la NASA et du Centre National d'Etudes Spatiales (CNES).
Dans cette 6tude, nous ne traiterons que des donn6es de I'altimdtre du satellite Geosat.

Les satellites altimdtriques ont des orbites quasi-circulaires d des altitudes comprises entre
800 et 1300 km. A de telles altitudes, les forces de frottement atmosphdrique sont faibles et la
puissance ndcessaire pour 1'6mission et la rdception d'onde dlectromagndtique est
raisonnable. Le satellite effectue une r6volution circum terrestre en une centaine de minutes
avec une vitesse de 7 b 8 km/s. Les orbites sont g6ndralement rdpdtitives, c'est-d-dire que le
satellite repasse pdriodiquement au-dessus de la m6me trace au sol. La couverture spatiale
d6pend de I'inclinaison de I'orbite et de la p6riode du cycle orbital du satellite (Figure II.10).

Les mesures prdcises de distance entre le satellite et la surface de la mer coupl6es avec un
positionnement du satellite sur son olbite par rapport h un ellipsoide de r€fdrence permettent
de cartographier la hauteur de la surface de I'oc6an dans ce mOme r6f6rentiel. La surface
instantan6e de 1'oc6an comporte une partie stationnaire et une partie variable. La partie
stationnaire d6finit la surface moyenne oc6anique qui se compose du gdolde, surface
6quipotentielle du champ teffestre qui correspond i la surface des oc6ans au repos, et de la
topographie dynamique permanente engendrde par les courants ocdaniques stationnaires de la
circulation permanente. Cette surface permanente est perturbde par les variabilit6s
temporelles telles que les mardes ocdaniques, les tourbillons, les courants g6n6rds par le vent,
les variations de pression, ... La hauteur instantande de I'oc6an h1 par rapport i.I'ellipsoide de
r6f6rence s'obtient par la formule suivante (Figure II.1 1) :

hi=h-H=N+h.+( (2.13)
avec

h la hauteur du satellite par rappoft i I'ellipsoide de rdfdrence
H la distance du satellite d la surface instantande de I'ocdan
N la hauteur du gdoide par rappoft h I'ellipsoide de rdf6rence
h" la hauteur dynamique de la circulation gdndrale
( les variations du niveau de I'ocdan dus aux autles phdnombnes ocdaniques

n.2.1- La mesure altim6trique

Un altimdtre est un radar qui mesure le temps de parcours aller-retour d'une impulsion
qu'il 6met et qui est r6fl6chie par la surface de I'oc6an i la verticale du satellite. La distance
H du centre de phase de I'antenne du radar i la surface ocdanique est :

t ='f (2.14)
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Figure II.11 : Prtncipe de Iamesure altimdtrique.
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oi c est la vitesse de la lumibre et At le temps de parcours aller-retour. Le radar envoie des
impulsions rectangulaires I une fr6quence d'une dizaine de gigahertz correspondant h une
longueur d'onde de quelques centimbtres. La tache du faisceau du radar couvre au sol un
disque d'un diamdtre de quelques kilombtres qui varie suivant 1'6tat de la mer. L'impulsion
retour est regue dans une fenOtre d'6coute prdpositionn6e par une boucle de poursuite grdce

aux mesures antdrieures. Comme le signal retour est fortement bruitd en raison de la rugosit6
de la surface de la mer, les 6chos retour sont moyennds sur un millier d'impulsions
6l6mentaires.

L'analyse de la forme du signal retour regu par I'altimdtre (Figure lI.L2) permet de
ddterminer trois caract6ristiques physiques de la surface de I'oc6an : le temps du milieu du
front de montde fournit la distance du satellite tr la surface de la mer; de la largeur du front de

mont6e on peut d6duire la hauteur significative des vagues (c'est-i-dire I'amplitude des

vagues et de la houle); et I'intensitd du signal retour est une mesure de la diffusion du signal
par les vagues et donc du module du vent. En outre, de la forme du signal retour, on extrait
aussi des parambtres de la mesure: une mesure du bruit et une estimation de I'angle d'attitude.

Les mesures de la hauteur de la mer trbs prdcises dont les erreurs sont inf6rieures i 10

centimdtres sont trds difficiles d rdaliser. Les nombreuses sources d'erreurs peuvent Otre

class6es suivant deux cat6gories : celles li6es i la mesurc altim6trique elle-mOme (instrument
et surface r6fl6chissante) et celles li6es i la mdconnaissance de I'orbite pr6cise du satellite.

n.2.2 - Les erreurs et les corrections de la mesure altim6trique

La hauteur altim6trique doit Otre corrigde des erreurs instrumentales, de celles dues h la
propagation dans I'ionosphbre et la troposphbre et d'auffes li6es i 1'6tat de la mer. Les
estimations des erreurs sur les diff6rentes corrections, que nous pr6sentons, concerngnt les
mesures altim6triques du satellite Geosat que nous avons utilis6es. Toutefois, nous donnons
aussi les estimations actuelles des erreurs des mesures altim6triques du satellite
Topex/Poseidon. Ainsi, on pourra juger des progrbs accomplis en ce domaine.

Les mesures altimdtriques sont corrigdes de trois types d'erreur d'origine instrumentale.
Une correction pour tenir compte du d6lai de transition dans les circuits 6lectroniques des

instruments est appliqu6e ainsi qu'une correction 1i6e d la g6omdtrie du satellite qui prend en
compte la distance entre le centre de gravitd du satellite et le centre de phase du radar. Enfin,
une correction dite -d'attitude- due au d6pointage du radar lorsque le satellite n'est pas orient6
suivant la verticale. L'erreur rdsiduelle est un signal al6atoire (bruit blanc) dont le r.m.s.
estimd est de I'ordrc de 3 cm pour Geosat.

L'ionosphbre ralentit la propagation des ondes 6lectromagn6tiques de manibre
proportionnelle d son contenu en dlectrons libres int6grd sur la verticale et inversement
proportionnelle au carr6 de la frdquence des ondes. Dans le cas de Geosat, le contenu en
6lectrons est estim6 d partir de moddles semi-empiriques de I'ionosphdre qui prennent en
compte les variations gdographiques et diurnes qui sont importantes pour les longueurs
d'onde de l'ordre de 10 000 km et des p6riodes de I'ordre de quelques heures. Les corrections
ionosphdriques varient de 2 h,20 cm. Les valeurs maximales sont atteintes en p6riodes
d'intense activitd solaire et sont estim6es d 4 cm r.m.s. prds. Les erreurs sont plus grandes
prds de 1'6quateur magn6tique et des zones aurorales (usqu'tr 10 cm).

L'atmosphere retarde aussi les ondes 6lectromagn6tiques car I'indice de r6fraction du
milieu varie dans la troposphbre avec sa densitd et son contenu en vapeur d'eau. On distingue
deux corrections I'une dite correction de troposphbre sbche et l'autre dite correction de
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LA FORME DU SIGNAL RETOUR REQU PAR t'Al,ttltntnE a des caract6ristiques
tris pr6cises. L'onde 6mise par I'altimdtre se propage selon une calotte sph6rique. L'aire
de I'intersection de cette onde avec la surface de la mer croit jusqu'd une valeur constante
(d partir-du temps 3); la puissance de l'impulsion retour croit, en cons6quence, jusqu'd un
palier (a). La forme de I'impulsion retour est tris abrupte en cas de mer plate, alors que
les angles sont arrondis lorsque la mer est agit6e; la forme de cette impulsion pcrmet de
mesurer la hautgur des vagues (D). En outre, le iemps d'arriv6e d'une impulsion est al6atoire,
car Ia srrperposition des r6flexions par les diff6rentes .< facettes >, qui forment la surface
de la mer perturbe fortement le signal retour. Cette difficult6 est r6solue par le moyennage
d'un millier d'impulsions retour environ (c).

Figure II.12 : Forme du signal retour regu par l'altimltre (tird de Perigaud et Minster, 1985)
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troposphbre humide. La correction de troposphdre sbche est fonction de la latitude et de la
pression d la surface de I'oc6an. Elle peut 6tre estimde avec une bonne pr6cision d partir des
moddles mdt6orologiques. Cette correction est la plus importante en amplitude (environ 2 m)
et sa variation temporelle est trds faible. La correction troposph6rique humide (ou de vapeur
d'eau) est calcul6e i partir de moddles m6t6orologiques ou h partir de mesures par radiom6trie
micro-onde. Ces dernidres permettent une d6termination du contenu int6gr6 en vapeur d'eau
avec une prdcision comparable d celle des radiosondages. Les pr'dcisions sur la correction en
hauteur sont d'environ2 d 3 cm. Les corrections utilisdes dans cette 6tude ontetd calcul6es d
paftir de moyennes mensuelles du contenu en vapeur d'eau d6duites de cinq anndes de
donn6es du radiombtre SMMR (Scanning Multichannel Microwave Radiometer) de Nimbus
7. Les valeurs varient entre 6 et 30 cm et les 6cafts enffe ces corrections et celles calculdes d
partir du moddle mdtdorologique FNOC (Fleet Numerical Oceanographic Center) peuvent
atteindre 5 cm. Cette valeur est repr6sentative de I'incertitude sur ce type de correction.

_. Le creux des vagues tend d focaliser I'impulsion retour vers le satellite alors que les cr6tes
dispersent l'dnergie du signal. Il en rdsulte une surestimation de la hauteur ittimdtrique,
appel6e biais dlectromagn6tique. Ce biais ddpend de I'dtat de la mer et peut Otre estimd vii ta
hauteur significative des vagues (appel6e Hl/3), qui est elle-m0me Oeduite de la forme de
l'onde de 1'6cho du radar. L'ordre de grandeur du biais 6lectromagn6tique est de 2a/o deHl/3,
c'est-d-dire de 2 cm pour 1 m de creux. L'incertitude sur cette correction est d'environ 50olo.

Enfin, un ensemble de corrections concernant la surface ocdanique est aussi appliqud. I1
s'agit des corrections de mar€es terresffes, des effets de surcharge ocdanique et de pression
atmosphdrique (barombtre inverse). La dernidre source d'erreur qui affecte la mesure
altim6trique concerne le positionnement du satellite.

1I.2.3 - Calcul de I'orbite

Tout au long de la dur6e de leurs missions, les satellites sont suivis par un rdseau de
stations de poursuite dont les mesures sont un 6ldment indispensable du calcul d'orbite. Les
observations sont typiquement des mesures de distance (laser) ou des mesures de vitesse
(Doppler). Dans la proc6dure de d6termination de I'orbite, ces mesures sont coupl6es d un
moddle dynamique qui d6crit l'dvolution en fonction du temps d'un vecteur d'6tatdu satellite.
Ce vecteur d'6tat comprend 6 composantes (3 pour la position et 3 pour la vitesse) qui sont
d6finies dans un systdme de r6f6rence inertiel. Le moddle dynamique se prdsente ious la
forme d'un systdme d'6quations diff6rentielles du second ordre, appete 6quation du
mouvement. Le mouvement d'un point massique se d6plagant dans le champ gravitationnel
d'une planbte s'exprime, dans un systbme de r6f6rence inertiel, sous la forme I

i = Vv + i1 + ...+ ?n (2.r5)

avec i reprdsentant le vecteur accdl6ration du satellite de masse unitaire, V le potentiel
gravitationnel de la Terre et fi repr6sentent les forces additionnelles non conservatives, telles
que les forces de frottement atmosph6rique, les effets de la pression de radiation solaire, les
effets des mardes teffestres et ocdaniques, ...

Le but de l'orbitographie est la d6termination d'une orbite qai "col1e" au mieux aux
mesures de poursuites selon le critdre des moindres carrds. Des piogrammes informatiques
spdcialisds sont capables de traiter simulfandment tous les types Ai d6nndes. L,ensemble desinconnues ajust|e1 par moindres carrds h partir des observati'o^ns sont typlq""t*nt ,o un vecteur d'6tat initial, c'est-h.-dire tes.6 composantes du uecteur d,6tat au tempscorrespondant au ddbut de l'int6gration des 6quations du mouvement.
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Table II.4 : Bilan d.'erreur des mesures altimCtiques du satellite Geosat et estimations
TuettesdeSerret4rSsurlesrnesu,reSdel,altim0lrePoseidonembarqu6surlesatellite
Top exl P os eidon ( chiffre s ente pare nthl ses ).

Source d'erreur Cause d'erreur Amplitude Rdsidu aprbs
correction
(cm rms)

Longueur d'onde
caract6ristique

(km)
(cm)

Erreur de
I'altimbtre

Troposhdre

Ionosph0re

Eau liquide

Etat de la mer

Orbite

bruit
biais

masse d'air
vapeur d'eau

6lecrons libres

nuages-pluies

biais
6lecromagn6tique

gravit6
GM
trainde
radiation solaire
horloges
ionosphdre
noposphbre
albedo terrestre
mardes

2 (2.s)
2 (r.s)

230
6-30

2-20

10-100

4

10 km

1 (0.7)
3 (1.2)

4 (r.7)

2 (2.s)

(2.2)
(1.0)
(1.0)
(>3)

plusieurs jours

1000
200

> 1000

30-50

200-r000

> 40 000
10 000
10 000
l0 000
10 000
10 000
10 000
10 000
10 000

300
300

85-25
2

l0
5

l0
5
1

I
2

(1.0)
(>l)
(>l)
(2.0)

G6oide gravit6 100 m 50 2000-5000

Table II.5.: Caractiristiques spatio-temporelles des principaux signaux oc,ianographiques
affectant le niveau de la mer.

Ph6nombne Amplitude
(cm)

Echelle spatiale
(km)

Piriodc
0ours)

gyres
- moyenne
- variations

Tourbillons

Courants le long des c6tes ouest
- moyenne
- variations

Courants le long des cdtes est
moyenne
variations

Courants 6quatoriaux
- moyenne
- variations

100
10

25

100
100

20
10

20
l0

> 1000
> 1000

-50

> 300

>30

>10

>10

>50

- 1000

r00
100

500
500

500
.500

> 500El Niflo 20
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o les paramBtres libres des modEles de force; typiquement, les parambtres des modbles de
frottement atmosphdrique, de pression de radiation solaire, etc...

o les paramBtres des instruments de poursuite; tels que le biais et la ddrive de l'horloge de la
station de poursuite, ...

o les coordonndes gdographiques de certaines stations de poursuite.

L'orbite du satellite est calculde par intdgration numdrique de 1'6quation (2.I5). Les tennes
int6grds sont le vecteur d'6tat lui-m6me et une matdce de transition qui relie les variations du
vecteur d'€tat au temps considdrd par rapport au vecteur d'6tat initial. L'int6gration
numdrique est initialis6e d I'aide d'un vecteur d'6tat a priori calcul6 avec un modble de force
approchd. On obtient ainsi une trajectoire apparente qui est utilis6e pour lindariser la
procddure d'ajustement du modble. Ensuite, les paramdtres approchds sont rd6valu6s par
ajustement par moindres carrds. En g6n6ral, la proc6dure est rdit$lejusqu'l I'obtention d'une
convergence. D'habitude, toutes les inconnues ne sont pas trait6es en une 6tape;la proc6dure
du calcul d'orbite est subdivisde en plusieurs phases dans lesquelles des groupes sdpards
d'inconnues sont traitds individuellement. L'orbite est calcul6e sur des arcs de quelques jours
(17 jours pour les orbites GEM-TI de Geosat et 6 jours pour les orbites GEM-T2). Ces arcs
d'intdgration sont inddpendants et disjoints entrainant des sauts importants d'orbite aux points
de transition entre deux arcs. Ces sauts sont dus essentiellement aux forces non conservatives
et aux erreurs d'estimation des conditions initiales. Pour plus de d6tails, nous renvoyons aux
documents techniques de Valorge [1990] qui ddcrit le logiciel d'orbitographie ZOOM
d6velopp6 au CNES et de Rowton et al. II992l qui d6crit le programme de calcul d'orbite
GEODYN II du Goddard Space Flight Center (NASA).

Le calcul d'orbite fournit une trajectoire "apparente" du satellite. Il en r6sulte une effeur sur
le positionnement du satellite dont la composante radiale intdresse au premier titre
I'altimdtrie. L,es sources principales de I'erreur d'orbite peuvent Otre class6es suivant quatre
catdgories : le potentiel gravitationnel, les effets des forces de frottement atmosphdrique, de
pression de radiation solaire et du positionnement des stations de poursuite. En outre, la
pr6cision des observations d6termine aussi la qualitd de I'orbite. Toutes ces influences sont i
grande longueur d'onde et particulibrement importantes d la fr6quence de 1 cycle par
rdvolution. Dans le cas des orbites de Geosat, I'effet dominant provient des erreurs sur le
champ de gravit6. Les erreurs radiales des orbites de Geosat sont de I'ordre de 85 cm r.m.s
pour GEM-TI et 35 cm pour GEM-T2 [Haines et a1., 1989]. Afin d'illustrer le progrds
accompli depuis dans le calcul d'orbite, il faut savoir qu'actuellement on atteint une prdcision
de l'ordre de 5 cm r.m.s sur la position radiale de Topex/Poseidon [Nouel, 1993]. Ces progrbs
sont dus d I'amdlioration du champ de potentiel terrestre mais aussi et surtout grice d la
densitd et la prdcision des mesures de poursuite d6livr6es par le systbme de localisation
DORIS. Aujourd'hui, i I'heure du satellite altimdtrique Topex/Poseidon, ce sont les effets des

forces de surface (ou non conservatives) qui jouent le rOle le plus important.

n.2.4 - Bilan d'erreur et signal oc6anique

Nous venons de ddcrire l'ensemble des corrections qu'il faut appliquer d la mesure
altimdtrique pour son exploitation correcte en ocdanographie. Un r6capitulatif des diff6rentes
sources d'erreur sur les mesures altim6triques des satellites Geosat et Topex/Poseidon est
prdsentd dans la Table II.4. On peut constater que les sources principales d'erreurs
proviennent de la d6termination de I'orbite au travers du terme H et du gdoide N. Ces deux
composantes ont pour mOme origine les erreurs du modble du champ gravitationnel. Il existe
une relation directe et non-dynamique entre le gdoide et le champ gravifique alors que le
champ gravifique est li6 dynamiquement au travers d'6quations diff6rentielles iL I'erreur
radiale d'orbite. Les erreurs du gdoide ont une signature spatio-temporelle stationnaire (en
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tout cas sur des dchelles de temps de la ddcennie) qui ne p6nalise pas la recherche de signaux
qui prdsentent des variabilitds temporelles comme les mar6es ocdaniques.

La Table II.5 donne les ordres de grandeur des dimensions spatiales et des pdriodes

caractdristiques des principaux phdnombnes ocdaniques, hormis les mardes. La comparaison
entre les caractdristiques de ces ph6nombnes et les caract6ristiques des erreurs r6siduelles
aprds corrections de la mesure altimdtrique (Table II.4) indique que leurs amplitudes sont du

mOme ordre de grandeur mais que leurs signatures spatio-temporelles sont relativement bien
distinctes. Ce dernier constat justifie I'engouement des ocdanographes pour I'altimdtrie par

satellite puisque, malgrdle rapport signal sur bruit faible (qui dans le cas de Topex/Poseidon
est bien plus 61ev6), la diff6renciation des caract6ristiques spectrales des signaux et des

erreurs permet l'6laboration de procddures d'analyse des donn6es capables d'extraire les

signaux d6sir6s.

II.3 - Conclusions

L'ensemble des mesurcs mardgraphiques, gravim6triques et altim6triques, que nous avons

ddcrites dans ce chapitre, semble a priori d'une trds grande compl6mentaritd pour la
restitution globale des constantes harmoniques des principaux constituants des mardes

oc6aniques. Cette compldmentaritd a plusieurs facettes :

(!) La distribution g4ographiqu.e : les mesures mar6graphiques sont plutdt c6tibres et les
mesures de mar6e gravim6trique sont continentales, alors que les mesures altimdtriques
couvrent I'ensemble des oc6ans, avec toutefois une moins bonne couverture le long des c6tes
(en cause des ddfauts des corrections prds des continents) et aux latitudes 6levdes (en raison

de I'inclinaison de 1'orbite).

(2) La nature des donn|es : les donn6es mar6graphiques sont des constantes harmoniques
tandis que les donn6es altimdtriques se pr6sentent sous la forme de s6ries spatio-temporelles.
En outre, les constantes mardgraphiques sont les quantitds physiques recherchdes, fournissant
ainsi des valeurs ponctuelles et donc locales des cartes cotidales. Les constantes harmoniques

des donndes gravimdtriques sont reli6es aux constantes harmoniques des mardes oc6aniques

au travers d'une intdgrale de convolution, apportant donc une information non plus locale
mais globale. Le grand avantage des donndes altimdtriques, qui est leur couverture spatiale
presque complbte du globe, est contrebalanc6 par le fait qu'elles doivent Otre converties de

sdries temporelles en constantes harmoniques de la mar6e oc6anique.

(3) Le nombre de donndes: on dispose de I'ordre de 102 constantes harmoniques de stations
de mar6e gravimdtrique, de l'ordre de 103 constantes harmoniques de stations mardgraphiques
et de I'ordre de 107 mesures altimdtriques.

(4) Le bilan des erreu.rs : les erreurs sur les mesures mar6graphiques, gravimdtriques et
altim6triques sont I la fois non coudl6es et complbtement diff6rentes. On peut approcher les
erreurs sur les mesures mardgraphiques par un bruit blanc. Dans les erreurs sur les mesures

gravimdtriques, il faut considdrer non seulement les erreurs instrumentales mais aussi les

signaux g6ophysiques auttes que les effets de surcharge ocdanique qui sont enregistr6s par les

gravimbtres. Ces signaux sont mal connus et restent un sujet de recherche trbs controvers6.
Enfin, les mesures altim6triques prdsentent un bilan d'erreur (voir $II.2.4) trds complexe mais
qui est relativement bien connu.
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Les analyses des mesures mardgraphiques par les mdthodes harmoniques et non-
harmoniques mettent en dvidence un ensemble de caract6ristiques remarquables des mardes

ocdaniques. L'analyse harmonique rdvdle que la marde en plein ocdan est un ph6nomdne
lin6aire. Quant i la mdthode de rdponse, elle montre que la r6ponse du systBme ocdan aux
sollicitations de la force g6n6ratrice des mardes, en fonction de la fr6quence, est extremement
lisse (les effets des mar6es radiationnelles mis i part). Enfin, les mdthodes des concordances
reposent sur la corrdlation spatiale des mar6es sur des distances de I'ordre du millier de

kiiombtres. Ces propridtds seront quantifi6es i I'aide d'un modble hydrodynamique des

mardes et exploit6es dans la mdthode d'analyse conjointe des mesures mardgraphiques,
gravim6triques et altimdtriques.





CHAPITRE III
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CHAPITRE III : ESTIMATION DE L'ERREUR RADIALE D'ORBITE
PAR DEMODULATION COMPLEXE

m.l- fntroduction

Comme nous l'avons vu dans le chapitre II, le signal dominant dans les mesures
altimdtriques de Geosat est l'erreur radiale d'orbite. Le r.m.s. du signal de l'erreur d'orbite est
estimd i environ 85 cm dans le cas des 6ph6mdrides calcul6es i partir du champ de gravitd
GEM-TI. Les premiers essais de mod6lisation des mardes oc6aniques par inversion de mesures
altimdtriques seules lMazzega et Jourdin, 19911 n'ont pas donnd de rdsultats satisfaisants eu
€gafi d la prdcision centimdtrique recherchde. Les causes vraisemblables sont I'amplitude
consid6rable de I'erreur d'orbite par rapport i celle du signal de marde et le nombre insuffisant
de mesures analysdes. Le moddle de covadance de I'erreur d'orbite utilisd dtant homogbne ne
permet pas de repr6senter la complexitd du comportement de I'erreur d'orbite. Nous avons donc
ddcid6 de rdduire la composante de l'erreur d'orbite dans les mesures altimdtriques
ind6pendamment et avant toute tentative d'inversion.

Le problbme de la rdduction du signal de I'errcur radiale d'orbite pr6sent dans les mesures
altimdtriques n'est pas nouveau. De nombrcuses m6thodes empiriques ont 6t6 d6velopp6es en
attendant que des modbles trds pr'6cis du champ de gravitd soient disponibles. Les techniques
couramment utilis6es consistent h minimiser les diffdrences de hauteur observ6es d I'intersection
des profils ascendants et des profils descendants de mesures altimdtriques [Rummel and Rapp,
L9771ou de minimiser les diff6renqes de hauteur de mesures altim6triques le long d'arcs
colindaires si l'orbite est rdpdtitive [Cheney et al., 1983]. La minimisation est rdalisde en
ajustant par moindres carr6s des fonctions d'erreur qui prennent en compte la nature d grande
longueur d'onde de I'erreur d'orbite. Plusieurs travaux ont 6t6 men6s en pafiiculier sur le choix
judicieux des fonctions d'erreur d'orbite. Ainsi, en fonction de la longueur des segments
ajust6s, I'erreur d'orbite est ddcrite soit par des polyn6mes du premier, second ou troisidme
degr6, soit par des fonctions sinusoidales [Tai, 1988; Schrama, 1989]. Douglas et al. [1984] de
mOme que Houry et al. [1993] vont jusqu'i moddliser I'eneur d'orbite par une sdrie de Fourier.
Certains auteurs [Wunsch et Zlotnicki, 1984] prcnnent en compte I'erreur d'orbite dans leur
analyse objective en utilisant une fonction de covariance a priori, qui peut 0tre ddtelminde
directement h partir des mesures altimdtriques [Sirkes and Wunsch, 1990]. Cette dernibre
m6thode a I'avantage de fournir des informations a posteriori sur les bandes spectrales qui sont
affectdes par la correction d'erreur d'orbite; et elle permet une plus grande flexibilitd pour
ddcrire la structure de I'errcur d'orbite ainsi que sa condlation avec le signal. Cependant, quelle
que soit la formulation choisie, les m6thodes de diff6r'ences sont incapables d'estimer les
erreurs communes aux points de croisement des arcs ascendants et descendants. Ces erreurs
systdmatiques, que I'on appelle erreurs d'orbite g6ographiquement corr6l6es, sont
cartographides dans les cartes de la topographie de la surface ocdanique [Tapley and
Rosborough, 1985; Mazzega, 19861. Schrama [992] a publid une revue compldte sur les
diverses d6finitions et formulations des erreurs gdographiquement corr6l6es et a ddmontrd que
ces effeurs invariantes aux points de croisement appafiiennent au noyau du systbme normal. En
outrs, les variabilitds observ6es aux points de croisement ne sont pas dues uniquement d

l'erreur d'orbite. Rares sont les dtudes qui ont 6t6 conduites afin de quantifier I'impact sur les
signaux ocdanographiques des mdthodes de minimisation des dcarts au points de croisement

[Tai, 1991; Houry et a1., 1993].

Confrontd i ce probldme d'insensibilitd des mdthodes de diffdrence d la partie invariante (qui
peut varier d'un arc d'intdgration d l'autre) de I'emeur d'orbite, nous avons d€cid6 d'estimer le
spectre complet (partie stationnaire et variable) de I'eneur d'orbite tr partir des donn6es de la
hauteur de la surface ocdanique par rapport au g6oide. Le calcul des caractdristiques spectrales
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des sdries altimdtriques prdsente des difficultds techniques li6es tr I'irrdgularitd de leur
6chantillonnage [Sirkes et Wunsch, 1990; Houry et al., 1993]. Nous montrerons comment
nous avons r6solu ce probldme pour notre application particuliBre en utilisant une proc6dure
bas6e sur I'analyse objective. Chelton et Schlax [1993] ont montrd que I'amplitude et la phase

de I'erreur d'orbite varient. Cela signifie que I'analyse harmonique classique par transform6e de

Fourier, qui est d6di6e h I'analyse des signaux stationnaires, n'est pas I'outil qui convient i
I'analyse des donndes altimdtriques. C'est pourquoi, nous avons pens6 i appliquer la m6thode
de d6modulation complexe qui permet d'estimer les variations de I'amplitude et de la phase

d'une frdquence fix6e en fonction du temps. Cette mdthode permet d'estimer i partir des

mesures altim6triques le spectre de I'erreur d'orbite dont les frdquences sont prddites
th6oriquement.

Dans ce chapitre, nous d6crirons les donn6es utilisdes ainsi que la m6thode de ddmodulation
complexe que nous leur avons appliqu6e. Les r6sultats de la ddmodulation d'une s6rie simulde
sont exposds afin de convaincre de I'efficacitd de la m6thode. Ensuite, les r6sultats de la
d6modulation d'un an de donndes Geosat sont pr€sent6s et interprdtds en faisant appel b la
th6orie lindaire de " I'eneur d'orbite- formulde par Kaula [1966]. Les contributions des signaux
gdophysiques (surface moyenne et mar6es) et des erreurs rdsiduelles des corrections de
propagation sont aussi dtudides afin d'estimer l'effet de la conection de l'erreur d'orbite sur ces

diffdrents signaux.

IIl.2 - Analyse de Fourier des mesures altimdtriques

Les mesures altimdtriques, qui seront analys6es par inversion, couvrent une p6riode
d'environ 1 an comprenant 22 cycles rdp6titifs de I7 jours (- 375 jours) et qui ddbute en

novembre 1986. Les orbites ont 6td int6grdes par arcs de L7 jours avec le champ de gravitd
GEM-TI [Haines et al., 1990; 1992]. Les corrections des effets de la troposphbre sdche et
humide, des effets de I'ionosphdre ainsi que des mardes terrestres qui sont fournies dans les
Geophysical Data Records (GDRs) [Cheney et al., 1987] ont 6td appliqu6es aux donn6es. La
correction de biais 6lectromagndtique n'a pas 6td appliqude parce que les valeurs fournies sont
peu fiables. De plus, comme les caract6ristiques spectrales des mar6es et de la correction du
biais 6lectromagn6tique sont diffdrentes,la rccherche du signal des mar6es ne devrait pas Otre

trop p6nalis6e. La hauteur calculde de la mer h" par rapport au gdoide peut alors s'6crire sous la
forme:

avec

h"=h-H-N

hu= h" * €sny + tl.l * torb

h la hauteur du satellite par rapport d l'ellipsoide de r6fdrence,
H la distance du satellite h la surface de la mer (c'est-i-dire la mesure altim6trique),
N est la hauteur du g6oide du champ de gravitd GEM-TI par rapport tr I'ellipsoide,
hu est la hauteur de la mer par rapport au gdoide ddduite de I'altim6trie par satellite,
tenv sont les emeurs r6siduelles aprbs con'ections de propagation et instrumentales,
tp Sont les erreurs de commission et d'omission du moddle de g6oide, et
Es6 ost I'erreur radiale d'orbite.

On peut r€lcrke la hauteur de la mer sous une autrc fotme :

(3.1a)

(3.1b)

h"=TSO(p)+TSO(v)+M (3.2a)
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hu=TSO(p)+TSO(v)+M+ tenv * tp + te15 (3.2b)

of TSO(p,v) repr6sentent respectivement les parties peilnanente et variable de la topographie de

la surface ocdanique et M les mar6es oc6aniques. Dans la suite,le terme donndes altim6triques
(DA) sera utilis6 pour hu. L'exploitation coffecte de I'altim6trie par satellite ndcessite de sdparer
les diff6rents termes du second membre de 1'6quation (3.2b). En principe, cet objectif n'est
rdalisable qu'i condition que les caract6ristiques spectrales des diff6rents termes ne se
recouvrent pas. Il est donc opportun, dans un premier temps, d'estimer le contenu spectral des
DA avant de tenter d'isoler la composante qui nous int6resse ici, c'est-l-dire I'erreur d'orbite.

Les algorithmes classiques de Transformde de Fourier (Fast Fourier Transform) exploitent
l'dquidistance de l'dchantillonnage des donndes et ne peuvent donc pas Otre appliquds aux s6ries

temporelles de mesures altimdtriques, car elles pr6sentent de nombreuses intenuptions en raison
des passages au-dessus des continents et du mauvais fonctionnement occasionnel de I'altimbtre.
Toutefois, il existe des algorithmes sp6cialement congus pour I'analyse de Fourier de donndes
non-dquidistantes [Scargle, 1982] dont Laudet [1988] s'est inspir€ pour 6crire le code que nous

utilisons. Cependant, il faut Otr.e conscient que les spectrcs calcul6s sont fortement -polluds- par

I'effet de 1eakage". Rappelons que les spectrcs calcul6s numdriquement sont les r6sultats d'une
convolution entre le spectre vrai et le spectre de la fonction d'6chantillonnage qui prend la valeur
I aux dates des mesures et 0 ailleurs. Dans le cas de sdries discrbtes i 6chantillonnage
6quidistant, la fonction d'6chantillonnage est une fenOtre rectangulaire dont le spectre est un
sinus cardinal. Le spectre subit en quelque sorte une diffraction parce que la sdrie temporelle a

une dur6e finie. Dans le cas des sdries altimdtriques, ce spectle de - diffraction - est la
transformde de Fourier d'une suite de fonctions rectangulaires et est donc bien plus riche
qu'une simple fonction sinus cardinal. Les spectles calculds sont alors enrichis artificiellement
et comportent des raies spectrales non existantes dans le signal rdel. Thdoriquement, on peut e

partir de la connaissance de l'6chantillonnage temporel des donn6es calculer le spectre
-diffractant" et s'en servir pour nettoyer le spectrc "polIu€f par une mdthode de ddconvolution.
En pratique, des difficultds num6riques surgissent, car la ddconvolution est un problbme mal
pos6. Nous avons tent6 de d6convoluer les spectres des DA : la m6thode que nous avons mise

au point ainsi que les causes des rdsultats peu satisfaisants sont exposdes dans I'Annexe.

Le spectre de Fourier des mesures altimdtriques du premier cycle de I7 jours de Geosat se

r6vb1e exhOmement riche (Figure III.1). Les spectres de tous les autrcs cycles sont analogues :

1'6nergie spectrale est maximale autour de 1 cycle par rdvolution (cylrev) dquivalent d 14.3

cycles par jour et le reste de 1'6nergie est r6partie autour des sous-harmoniques 2,3, 4 ...
cylrev. Bien que les spectres des diff6rents cycles pr6sentent de grandes similitudes quant h la
structure, on observe de grandes variations de I'amplitude et de la phase des principaux pics.

Par exemple, I'amplitude du I cyhev varie suivant les cycles de 40 cm tr 140 cm. Dans un
premier temps, nous avons vdrifid que ces fluctuations n'dtaient pas le fait de l'6chantillonnage
qui varie ldgbrement d'un cycle h I'autre. Pour cela, une fonction test, formde de la somme de 6

sinusoides dont les fr6quences sont comprises entre 15 et 110 cycles par jour, a 6td

6chantillonn6e aux dates des mesures altim6triques des diffdrents cycles. Les spectres
d'amplitude et de phase de cette fonction test calcul6s pour chaque cycle varient d'b peine
quelques pour-cent ddmontrant le r6le secondairc que jouent les diff6rences d'6chantillonnage
sur les fluctuations des caractdristiques spectrales observ6es dans les DA. Par ailleurs,
1'6talement des pics spectraux ne peut pas Otre expliqu6 que par le leakage et suggere une non
stationnarit6 des harmoniques b I'int6rieur mOme des cycles, comme le prouvent les r6sultats
des spectres calcul6s sur des p6riodes de trois jours (Figures III.3). Le choix d'une pdriode de

trois jours n'est pas fortuit, il correspond i la durde du sous-cycle de Geosat, c'est-i-dire d une
couverture compldte du globe. De ce fait, les fonctions d'6chantillonnage (panne de I'altimdtre
exclue) sont pratiquement les mOmes d'un cycle i I'autre de telle sorte que I'effet de leakage est
presque le mOme d'une sous-sdrie i 1'autrc permettant de comparer leurs spectres respectifs.
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Ces signes de non stationnaritd des harmoniques b f int6rieur des cycles ont motivd le recours i
la d6modulation complexe.

trI.3 - D6modulation complexe

III.3.1 - Principe

Soit x(t) une s6rie temporelle qui est formde de la somme d'un signal p6riodique perturbd et
d'un bruit e(t) :

x(t) = A(t) cos[cot + 0(t)] + s(0 (3.3)

avec {A(t)}et {0(t)} des variations lentes de I'amplitude et de la phase. Extraire les s6ries
temporelles {A(t)}et {0(t)}, tel est le but de la d6modulation complexe [Bloomfield, 1976]. On
peut interprlter la ddmodulation complexe comme une version locale de I'analyse harmonique :

c'est harmonique, puisque I'on d6crit I'amplitude et la phase d'une oscillation; et c'est local,
puisque seules les donn6es confindes autour du temps t sont impliqudes dans le processus de

ddtermination de I'amplitude et de la phase de I'oscillation. Ecrivant (3.3) sous forme
complexe, on a

x(t) = 1 eCtl lsitrot+0(t)l .. r-i[cot+Q(t)]] + e(t) (3.4)

Multipliant par e-iolt

yO= ; n6; ei0(t)4 1 e ttl 
"-it2ort+Q(t)l 

+ elt; s-iot (3.5)

Le premier terme du second membre est celui que I'on veut d6terminer. Il peut 0tre s6pard

des deux autres sous les hypothdses suivantes :

(1) {A(t)}et t0(t)} sont des fonctions lisses et, par consdquent, le premier terme aussi,
(2)Le spectre du troisibme terme du second membre ne contient pas d'6nergie aux basses

frdquences, c'est-d-dire que le spectre de e(t) ne contient pas d'dnergie autour de la
frdquence ol.

Si ces conditions sont remplies, le premier terme varie plus lentement que les deux autres et
peut 6tre extrait en appliquant un filtre passe-bas i la sdrie y(t).

I.ll.3.2 - Cas particulier des mesures altim6triques

L'application de la mdthode de ddconvolution aux DA pose des problbmes 1i6s tr
l'irrdgularitd de l'6chantillonnage. En effet, on ne peut pas appliquer les m6thodes de filtrage
classiques qui sont r6serv6es aux sdries temporelles dont le pas d'dchantillonnage est constant.
Afin de s'affranchir de ce problbme, nous procddons en trois dtapes :

(1) Calcul du spectre de Fourier des DA d'un arc d'intdgration complet avec I'algorithme de

Scargle t19821.
(2) Filtrage et interpolation des DA sur un ensemble de points dquidistants i I'aide d'une

analyse objective. Un choix judicieux des covariances du signal et du bruit permet de

construire un filtre dont la bande passante (Figure III.2) est bien adapt6e d notre probldme.
La fonction de covariance du signal est simplement un cosinus de fi€quence 6gale i la
fr6quence de d6modulation, tandis que la covariance du bruit est form6 d'une somme de

cosinus, dont les fr6quences sont les frdquences principales r6vdl6es par le spectre d la
premidre 6tape hormis la fi€quence d6modul6e, plus un bruit blanc. Aprds filtrage, on
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obtient une s6rie 6chantillonn6e sur un pas r€gulier qui ne contient plus que la frdquence
choisie et ses modulations.

(3) D6modulation complexe et filtrage d I'aide d'un filtre construit par moindres carrds,
spdcialement 6tudi6 pour attdnuer les effets de Gibbs [Bloomfield,1976].

Ces trois 6tapes doivent 6te r€itlr€es pour chaque frdquence d6modulde. Cette procddure
donne de bons rdsultats i condition que la longueur des interruptions dans les donndes ne soit
pas trop grande par rapport h la longueur d'onde du signal recherchd et que le signal et le bruit
ne soient pas trop corrdl6s. Ces conditions sont respectdes dans le cas des sdries de DA que
nous avons trait6es.

III.3.3 - D6modulation d'une sdrie simul6e

La procddure de d6modulation d6crite dans le paragraphe pr6c6dent a 6td test6e sur une s6rie
simulde. Cette sdrie est formde du premier cycle des DA auquel on a additionnd une fonction
sinusoidale de frdquence 2I cyljour modulde en amplitude et en phase. La frdquence choisie
corespond d une bande de fr6quence faible en dnergie ce qui permet de tester la mdthode dans

des conditions rdalistes. Dans les Figures III.3 sont compardes les modulations de I'amplitude
et de la phase telles qu'elles ont 6t6 spdcifides (lignes continues) et les r6sultats de la
d6modulation (lignes pointill6es). Les points rcprdsentent les rdsultats des spectres calcul6s sur
une fenOtre glissante d'une longueur de trois jours. Les diff6rences entre les lignes continues et
pointilldes proviennent des modulations de la fr6quence2I cyljour ddjh prdsentes dans la sdrie
originelle des DA. Nous I'avons v6rifi6 en ddmodulant la s6rie originelle, les rdsultats
correspondant exactement I la diffdrence entre les lignes continues et pointill6es. Nous
considdrons donc ce test comme une bonne validation de la m6thode.

III.3.4 - D6modulation complexe des mesures altim6triques

Un peu plus d'une annde (22 cycles) de donndes Geosat initialement 6chantillonndes toutes
les secondes ont 6td moyenndes sur une minute. Les effets de I'emeur radiale d'orbite ont des
p6riodes supdrieures i 25 minutes, justifiant ce moyennage. Il en r6sulte une s6rie de 258 000
donn6es couvrant 375 jours.

La d6modulation complexe des 3 fr6quences principales (I,2,3cy/rev) a permis de mettre
en 6vidence dans les DA des variations des amplitudes et phases non seulement d'un cycle h

I'autre mais aussi h I'int6rieur mOme des cycles.

I cycle par r4volution

Les sdries temporelles des modulations en amplitude et phase de la frdquence 1 cylrev du
premier cycle des DA sont reproduites dans les Figures III.4. Les lignes pointill6es sont les
rdsultats bruts qui ont6tE lissds en y appliquant un filtre passe-bas dont la fr6quence de coupure
est de 2 cyljour (lignes continues). Afin de valider ces rdsultats, les amplitudes et phases
(points) de la fr6quence 1 cylrev ont 6td ddtermindes par une analyse de Fourier sur des sous-
sdries de trois jours; les abscisses des points conespondent au temps milieu des sous-sdries. On
peut constater le bon accord entre les deux mdthodes.

Le fait le plus remarquable est la forte variation de I'amplitude dont les valeurs sont
comprises entre 20 cm et 200 cm. La phase varie entre 70 et270 degrds. De plus, on observe
bien l'effet -papillon- [Engelis, 1987, par exemple] qui est caractdris6 par I'amplification de
I'amplitude de la modulation aux deux extrdmitds de I'arc d'intdgration de I'orbite. Cet effet est
attribud i des forces perturbatrices d longues p6riodes qui pr€sentent une composante d 1 cylrev
dont I'amplitude croit lin6airement en fonction du temps. Dans la proc6dure du calcul d'orbite,
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Figures III.5 : Illustration de I'effet papillon : (a) reprdsente une e.rreur d longue
pdriode qui se manifeste sous la forme d'Ltne sinusoilde d'une frdquence de I cylrev et
dont l'amplitude croit lentement (et donc, au premier ordre, lindairement) en fonction
du temps; (b) est la sdrie obtenue en ajustant par moindres carrds d la sdrie (a) une
sinusoide de mAme frdquence, mais d'amplitude constante; (c) est le rilsidu (a)-(b)
exhibant I'effet papillon, c'est-d-dire une amplitude maximum aux extdmitds et
minimum aumilieu de la sdrie.
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ces perturbations sont rdduites en ajustant par moindres carrds une sinusoide d'une frdquence
de 1 cylrev d'amplitude et de phase constantes. Comme I'amplitude ajustde de cette sinusoide
correspond plus au moins b I'amplitude moyenne du signal, les erreurs r6siduelles aprds

correction seront minimales au milieu de I'arc d'intdgration et maximales aux extr6mitds (voir
I'illustration dans les Figures trI.s).

Les rdsultats de la d6modulation complexe d'un an de DA de Geosat sont prdsentds dans les

Figures III.6. Les sdries sont lissdes afin de montrer des figures lisibles. Mentionnons que les

22 cycles ont 6t6 concatdnds et ddmodul6s ensemble. Par cons6quent, les fortes discontinuit6s
qui peuvent exister aux raccords entre deux arcs d'intdgration sont lissdes. Il eut 6t6 plus correct
de d6moduler les cycles les uns aprds les autres, mais de toute fagon,le signal eut 6td perdu aux

extrdmitds des cycles i cause de la largueur du filtre passe-bas.

[,e caractdre pdriodique des modulations est trds clairement 6tab[ par le spectre de Fourier de

la s6rie brute des modulations (Figure III.1la) qui n'est pas sym6trique puisque la sdrie
d6modul6e est une fonction complexe. La rdpartition des diffdrents pics spectraux sera discut6e
et comment6e dans le paragraphe suivant. Prdcisons, toutefois, que les spectres des

modulations calculds cycle par cycle prdsentent tous cette m6me r6partition mais les amplitudes
et phases varient dans de larges proportions. En effet, les orbites de chaque cycle ont 6td

d6termin6es s6pardment de sorte que les 6l6ments initiaux moyens sont complbtement diffdrents
modifiant les amplitudes et les phases mais pas les fi€quences de I'erreur d'orbite.

2 et 3 cycles par rdvolution

Le signal I 1 cylrev ainsi que ses modulations peuvent Otre rctranchds des DA i partir des

rdsultats de la d6modulation. Les Figures III.7 montrent les spectres des DA avant et aprds

soustraction. On peut constater I'ext€me efficacitd de la mdthode. La nouvelle s6rie a ensuite
6t6 d6modul6e en 2 cylrcv et ces modulations ont 6td retranchdes avant ddmodulation en 3
cyhev.

Les r6sultats de la ddmodulation des DA en 2 et 3 cylrev (Figures III.8 - 9) montrent une

forte variation des amplitudes tandis que les phases sont relativement plus stables sauf aprds le

/gQidme jour (uillet 1987). Ces perturbations de la phase sont vraisemblablement dues i
I'intense activitd solaire et gdomagndtique durant cette p6riode (voir Figures III.10). Les

spectres des modulations en 2 et 3 cylrcv (Figures III.11) sont aussi riches que le spectre des

modulations du 1 cylrcv avec toutefois des amplitr.rdes plus faibles.

III.4 - Caract6ristiques spectrales de I'erreur d'orbite

La th6orie analytique de Kaula [1966] relie lindairement les perturbations de la composante
radiale de la position du satellite sur son orbite aux erreurs du moddle du potentiel gravitationnel

terrestre. Plusieurs auteurs [Wagner, 1985; Engelis, 1987] ont montre que cette th6orie est

suffisamment pr6cise au premier ordre pour d6crire les erteurs d'orbite des satellites ddcrivant
des orbites quasi-circulaircs, comme les satellites altimdtriques. Dans cette th6orie, seules les

erreurs du moddle du potentiel terrestre sont considdrdes. Nous ne ddrivons pas ici les

6quations de Kaula qui sont aujourd'hui des plus classiques en orbitographie [Kaula, 1966;
Colombo, 1984; Wagner, 1985; Engelis, 19871. Nous ne rappellons que les formules
th6oriques qui servent i interprdter les r€sultats de la d6modulation.

Dans le cas des orbites k6pl6riennes, la distance radiale entre le centre de masse de la Terre et
le satellite est
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Fieure III.12 : Eldments kCplCriens moyens de Geosat

El6ments k6pl6riens Valeur

demi grand axe
excentricit6
inctnaison
argument du p6rigde
longitude du noeud ascendant

anomalie moyenne

fr v
Point

Vernal

7166.555 km
0.000797
108.044 deg.
0.001 deg. par jour
2.0517209 deg. parjour
515L,749956 deg. par jour

sens du mouvement

P6rig6e

a

e

i
CD

o
M

o

P6le

o$.s)

ascendant

6quateur
N

orbite
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r=a(l -ecosE) (3.6)

oi a est le demi grand axe de l'orbite elliptique, e I'excentricit1, et E I'anomalie excentrique. En

d6veloppant E en fonction de I'anomalie moyenne M [Kaula, 1966], on obtient :

r=a[l -ecosM -1e2tz1(cos2M- 1)+o(e3;1 Q.7)

Au premier ordre, pour un e trds petit, la perturbation suivant la composante radiale est :

Ar = Aa - (aAe + eAa) cosM + aeAM sinM (3.8)

Dans ce rdsultat ext€mement simple, il apparait d6jd que quelle que soit I'expression exacte des

diff6rents termes du second membre de l'dquation (3.8), le signal de I'erreur radiale d'orbite est

fondamentalement une oscillation d'une fi€quence de 1 cylrev modulde en amplitude et phase.

La th6orie de Kaula permet d'exprimer I'ereur radiale d'orbite le long de la trace du satellite en

fonction des coefficients ACn6 et ASn6 du d6veloppement en harmoniques sph6riques des

erreurs du potentiel gravitationnel terrestre [suivant Rosborough and Marshall, 1990] :

ACnrn
-ASn-

n-m parr

n-m impair

+

.cos \tnmpqoonn(

Ar=I Anmpg (3.e)

n=l m=0 p=0 q=-oo

[fsx]:::;;"" "n 
vn-pq

oi les coefficients AnmpQ sont fonctions des 6ldments orbitaux moyens et inversement
proportionnels h I'argumeirt ryrotrpq qui ddfinit les fi€quences spectrales de I'erreur d'orbite :

Vn-pq = (n-2p+q) (o+M) - qo + m(C2-O) (3.10)

oi or est I'argument du pdrigde, Cl la longitude du noeud ascendant et O le temps siddral de

Greenwich (Figure III.12). Le spectre de l'erreur d'orbite contient donc th6oriquement un

nombre infini de frdquences. Diff6rentes combinaisons de nmpq peuvent engendrer les mOmes

frdquences qui sont combinaisons lin6aires de cD+M, la fr6quence orbitale (ou.1 cylrev), o: la
fr6quence apsidale correspondant i une rdvolution compldte du pdrig6e, et Q -r) la frdquence
nodale correspondant i une rotation compldte de la Terre par rapport au plan de pr6cession de

I'orbite. L'dquation (3.9) est une somme de fonctions sinusoidales dont les amplitudes et

phases sont constantes. Cette 6quation est, en gdndral, valide pour de courtes p6riodes de

temps, car la ddt6rioration progressive de I'orbite du satellite sous I'action des forces de surface

modifie les caractdristiques de I'orbite. Dans le cas des orbites quasi-circulaires, la sommation
sur I'indice q, puissance de I'excentricit6, peut 0tre limit6e i I'intervalle [-1, +1].

Parmi le nombre infini de frdquences caractdristiques de l'erreur radiale d'orbite (6q. 3.10),
certaines se distinguent car elles pr€sentent des amplitudes plus fortes que les autres, d6notant

un ph6nomdne de r6sonance. Celle-ci survient quand la perturbation a une fr6quence identique

ou proche d'une des fi€quences propres des dquations diffdrentielles du mouvement. Plus

conirdtement, une rdsonance appara?t quand le satellite est soumis de fagon r6p6titive au mOme

champ de force provoquant des oscillations i longue pdriode voire des variations sdculaires de

la trajectoire du satellite. On appelle r6sonance parfaite les variations sdculaires tandis que les

oscillations d longue pdriode sont dites r6sonance faible ou forte. Num6riquement, une
r6sonance se manifeste par un ddnominateur dgal i zdro ou trbs petit dans I'expression des

solutions analytiques des dquations lin6aires. L'existence d'un ddnominateur tres petit
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Table III. t : Types de perturbations dues au potentiel terrestre

Indices Coefficients Type de
perturbation

Commentaires

n-2P+q=Q, m=0, Q=0

Q=11

Q=Jl

m*0

harmoniques zonaux pairs

harmoniques zonaux pairs

harmoniques zonaux
impairs

harmoniques tesseraux

sdculaires

longues p6riodes

longues pdriodes

moyennes p6riodes

p6riodes sous multiples pairs de

la p6riode du p6rigee
pdriodes sous multiples imPairs
de la p6riodc du p6rigde

pdriodes sous multiples du jour

n-2p+q#0, m=0

m #0, t***0

t**=g

harmoniques zonaux

harmoniques tesseraux

harmoniques tesseraux

courtes pdriodes

courtes p6riodcs

courtes p6riodes

p6riodes sous multiples de la
p6riode orbitale du satellite

quasi-r6sonance
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n'implique pas que les amplitudes des perturbations sont infinies, mais refldte simplement que
les solutions analytiques ne sont plus valides. C'est ce qui arrive lorsque l'argument ty=0,
puisqu'il apparait au d6nominateur des Anmpe.

Lorsque n-2p+q = 0 et m = 0, et si g = 0, il y a annulation compldte de (3.10) et les
harmoniques zonaux pairs (car n = 2p) provoquent des variations sdculaires de l'erreur
d'orbite, c'est-i-dire une rdsonance parfaite et, par contre, si q = +1, il y a dans ce cas une
quasi-rdsonance forte et les harmoniques zonaux impairs (car n = 2p+l) provoquent des

perturbations I longue p6riode. Les p6riodes de ces perturbations sont supdrieures h 200jours
et sont donc tGs longues par rapport tr la durde des arcs d'intdgration (de I'ordre de la dizaine de
jours). Leurs amplitudes sont consid6rables et la th6orie lin6aire de Kaula n'est plus valable.
L'ajustement des conditions initiales lors du calcul d'orbite permet d'en rdduire les effets. Une
partie des contributions est aussi absorb6e dans I'ajustement des parambtres des forces de

frottement. Les erreurs rdsiduelles sont responsables de I'effet papillon que nous avons d6ji
6voqu6 prdcddemment.

Un autre cas de r6sonance est rencontr6 quand les diff6rents termes impliquds dans (3.10)

s'annihilent. Ainsi, par exemple, lorsque la frdquence orbitale (ol+tu) est 6gale h un nombre
entier de fois le fi€quence nodale (o -i)), le satellite passe toujours au-dessus de la mOme rdgion
g6ographique oi il est soumis aux mOmes effets gravitationnels. Il en rdsulte une accumulation

frolreisiv6 des perturbations conespondantes de fi€quence qcb. Si q ou ril sont 6gaux h z6ro, il
y a r6sonance parfaite, sinon, c'est un cas de quasi-r€sonance. En r6,alit6, ol ne peut jamais Otre

identiquement nul d cause de la d6rive de I'orbite (l moins de la corriser h I'aide de moteurs
auxiliaires). De m0me, o+M ne peut Otre rigoureusement multiple de Q -O, e cause des

interactions entre les perturbations pdriodiques et les effets des forces de surface. Ainsi, les

deux cas de rdsonance parfaite et forte discut6s ci-avant adoptent la forme de r6sonances dites
faibles. Par exemple, dans le cas de Geosat dont la frdquence orbitale est 14.3 cycles par jour,
une premibre rdsonance faible apparait pour m=14 eidonc Vnr'nn = 0.3 cylrev, une seconde
lorsque m=28-29, ...

Lorsque n-2p+q = 0 et m * 0, les frdquences dominantes se r6duisent h m to-r)) - qril; elles
ne s'annulent jamais puisque q<2 mais sont petites pour les petites valeurs de m. Ce type de

rdsonance est dite rdsonance "pluri-journalidre -, car c'est le facteur mr) qui est dominant dans

I'exprcssion de la fr6quence.

Lorsque n-2p+q + 0, les frdquences principales sont des multiples entiers de la frdquence

orbitale, modul6es par les termes pluri-journaliers et la fi€quence apsidale. I1 y a quasi-
r6sonance, lorsque les frdquences induites par les perturbations pluri-journalidres sont proches

d'un multiple entier de la fi€quence orbitale. La fi'6quence orbitale de Geosat 6tant de +14.3

cyljour, il y aura des effets de rdsonance attribuables aux coefficients du d6veloppement en

harmoniques sphdriques du potentiel gravitationnel terrestre d'ordre 14 et 15, 28 et29, ainsi
que 42 et 43, qui sont responsables respectivement des r6sonances faibles premibres,
secondaires et tertiaires. Ces r6sonances provoquent des modulations de *0.3, +0.7, +I.3,
+I,7 ,...cyljour des fi€quences multiples entibres du 1 cylrev .

La ddmodulation complexe des DA en 1 cylrev montre et pemet d'estimer I'effet papillon
qui est une erreur rdsiduelle attribuable d une quasi-r6sonance forte. On peut observer dans les

spectres des modulations (Figures III.11) pratiquement toutes les frdquences pr6dites par la
thdorie analytique de Kaula. En particulier, on distingue trbs clairement les termes pluri-
journaliers modulds par la frdquence apsidale, mais aussi les effets des r6sonances faibles qui
produisent des modulations en 10.3 cylrev,... Cependant, les spectrcs sont bien plus riches que

ne le laisse supposer la thdorie lindaire de I'ereur d'orbite.
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[I.5 - Autres contributions aux modulations apparentes

Dans cette section, nous cherchons quels sont les autres signaux qui contribuent aux
modulations observdes et nous tentons aussi de les quantifier. L'enjeu est clair, il faut 6viter
d'6liminer du signal ocdanographique en m6me temps que l'on r6duit les erreurs d'orbite.

UI.5.1 - Th6orie

Dans un premier temps, il faut insister une fois de plus sur les limites de validit6 de la thdorie
lindaire de I'erreur d'orbite. Les rdsultats th6oriques sont issus d'une lin6arisation des dquations
non lin6aires du mouvement prenant en compte uniquement les erreurs du moddle de potentiel
gravitationnel terrestre tout en ndgligeant les erreurs des modbles des forces de surface
(frottement atmosphdrique, pression de radiation solaire) et les effets de I'ajustement des

observations de poursuite pour obtenir les conditions initiales des 6l6ments orbitaux du satellite.
Malgrd ces restrictions importantes, on peut raisonnablement supposer que si les erreurs du
modble du champ de gravit6 sont la source principale des erreurs d'orbite, alors les
caract6ristiques spectrales prddites par la thdorie lin6aire restent valables en premidre
approximation.

III.5.2 - La surface moyenne oc6anique

Le signal oc6anographique permanent le plus important en amplitude est la Surface Moyenne
Oc6anique (SMO) qui est d6finie par rapport tr I'ellipsoide de rdf6rence comme la somme du
g6oide et de la Topographie Dynamique de 1'Oc6an (TDO) induite par la circulation gdndrale
permanente. Afin d'estimer les caractdristiques spectrales de la SMO, nous avons utilisd un
moddle inddpendant des donndes altim6triques de Geosat qui a 6t6 calculd par Marsh et al.

t19S6l d partir des donndes altim6triques de Seasat. Bien que ce modBle fut obtenu I partir de

donndes trbs bruitdes, il devrait nous indiquer s'il est opportun ou nou d'dliminer les
modulations des frdquences en L, 2, et 3 cylrcv. Le spectre (Figure III.13a) de la SMO de
Marsh, I laquelle le modble de g6oide GEM-TI a 6t6 soustrait et qui 6t6 ensuite 6chantillonnde
sous la trace de Geosat, pr6sente 3 fi€quences principales en I, 2 et 3 cylrev qui ont
respectivement des amplitudes de 26 cm, 33 cm et 39 cm. Comme le g6oide GEM-TI a 6t6

soustrait, ce spectre est en fait le spectre de la TDO et de ses erreurs associ6es dont les effeurs
du g6oide. Ces dernibres peuvent Otre estim6es i partir des erreurs formelles du modble de

g6oide qui peuvent effe cartographi6es et ensuite dchantillonn6es le long de la trace du satellite.
Le spectre des eneurs formelles du gdoide (Figure III.14) a des amplitudes qui ne ddpassent
pas les 10 cm.

Le spectre des DA moins la SMO de Marsh est moins 6nerg6tique que le spectre des DA
originelles I toutes les frdquences en dehors des fr6quences autour du 1 cylrev oi
paradoxalement l'6nergie augmente. A premiBre vue, une partie du signal ocdanographique a 6t6

enlev6 tr toutes les fr6quences sauf autour du 1 cylrev oi du bruit a 6td rajout6. L'origine de ce

bruit peut 6tre associd i la perte de I'orientation absolue, par rapport au g6oide, de la SMO qui
est calculde par minimisation des dcarts aux points de croisement [Schrama,1992]. Le bruit
correspond i la projection dans la SMO de la partie invariante des rdsidus de I'eneur d'orbite de
Seasat. En effet, Colombo t19841 et Schrama t19891 ont montrd que les effeurs communes aux
arcs ascendants et descendants, que I'on ne peut estimer par les mdthodes de diffdrences aux
points de croisement, ont des signatures spectrales dont la frdquence principale est pr6cisdment
I cylrev.

Les spectres des ddmodulations des pics principaux de la SMO de Marsh moins le g6oide
GEM-TI ( = TDO) sont dessinds dans les Figures III.11. On ne peut rien dire en ce qui
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concerne les modulations du 1 cylrev, car comme nous I'avons vu, elles sont extrOmement
bruit6es. Dans les modulations des 2 et 3 cylrev, on observe les termes pluri-journaliers ainsi
que les r6sonances faibles dont les amplitudes sont en bon accord avec celles observ6es dans les
DA. Il semblerait donc que la SMO conhibue de manidre significative aux modulations des 2 et
3 cylrev. La concordance est bien meilleure pour les modulations du 3 cyhev car I'erreur
d'orbite a certainement une petite contribution d 2 cylrev. La contribution de la TDO i 1 cylrev
peut 0tre estim6e d partir du spectre de la TDO d6duite de l'atlas hydrographique de Levitus
(Figure Itr.15) calcul6 par Houry et al. [1993]. On voit que 1'6nergie spectrale de la TDO autour
du lcylrev peut 6tre ndglig6e par rapport i celle de I'ereur d'orbite.

III.5.3 - Les mar6es oc6aniques

Les mardes oc6aniques sont aprBs la SMO le signal d grande dchelle le plus 6nerg6tique. Ir
signal de la marde ocdanique totale, calculdle long de la trace du satellite i I'aide du modBle de
Schwiderski [1980a-b], a 6t6 ddmoduld enl,2 et 3 cylrev. Les Figures III.11 montrent les

spectres des rdsultats de ces diff6rentes ddmodulations. On peut constater que les frdquences
des modulations dues i la marde sont dans I'ensemble bien s6par6es de celle de la TDO et de

celles prddites par la th6orie lindaire de I'errcur d'orbite. En outre, elles apparaissent avec des

amplitudes comparables i celles observdes dans les DA de Geosat. Les mar6es oc6aniques
prdsentent donc une signature spectrale bien distincte de la TDO et de I'eneur d'orbite.

III.5.4 - Autres contributions

Par autres contributions, nous entendons les erreurs rdsiduelles aprds application des

principales conections de propagation. Il s'agit des conections de troposphdre sbche et humide
ainsi que des corrections ionosphdriques. Les spectres de ces diverses corrections sont
reproduits dans les Figures IIL16. Leurs dnergies sont rdparties sur les fi€quences multiples
entidres du I cylrev avec des amplitudes d'une dizaine de centimdtres. Les spectres des erreurs
r6siduelles aprds corrections doivent vraisemblablement avoir la mOme structure avec des

amplitudes ceftainement inf6rieures au centimdtre. On peut donc affirmer que la contribution des

erreurs rdsiduelles des corrections de propagation aux modulations observ6es dans les DA sont
ndgligeables.

Par ailleurs, notons que la modulation d'un jour du 1 cylrev pourrait Otre expliqude, selon
Chelton and Schlax [1993], comme un effet rdsultant de la proc6dure qui consiste, dans le
calcul d'orbite d ajuster tous les 1 ou 2 jours un coefficient de trainde pour rdduire les effets de

force de frottement agissant sur le satellite.

[I.5.5 - Conclusion

En r6sum6, les modulations du 1, 2 et 3 cylrcv observdes dans les DA de Geosat
proviennent principalement du signal de I'erreur d'orbite, de la Topographie Dynamique de

I'Oc6an et des mar€es oc6aniques. La contribution de I'erreur radiale d'orbite est concentrde
autour du 1 cylrev alors que les modulations du 2 cyhev sont principalement dues h la TDO
avec une faibte contribution de I'erreur radiale d'orbite. Par conhe,les modulations du 3 cyhev
sont induites par la TDO et les mar€es ocdaniques.
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Tahle III.2 : Ecarts types (ourms) calcul4s surdes sCries d'une durde d'unan(de novembre
1986 d novembre 1987) couvrant tout le globe.

Signal rms
(cm)

DA

DA - modulations I cylrev

DA - modulations 1 &2 cy/rev

DA - modulations 1,2 &3 cy/rev

modulations l cy/rev

164.8

t50.7

146.4

144.7

69.0

DA = hauteur de la mer par rapport au gdoide GEM-TI conigde des mardes oc6aniques.

Table III.3 : Ecarts types (ou rms) de la variabilitd ocdanique par rapport au niveau moyen de
la mer de novembre 1986 d novembre 1987 et moyennis dans une boite situde dans la partie
Ouest de I'Atlantique Cquatoriale entre 20 " Ouest et l0'Ouest et 20 " Sud et 10 " Sud.

Signal fins Variance 7a

(cm) (c*)2

DA

DA - modulations 1 cylrev

DA - modulations I &2 cylrev

DA - modulations 1,2 &3 cy/rev

66.4

18.8

19.5

20.6

4409

353

380

424

100

8.0

8.6

9.6

DA = hauteur de la mer par rapport au g6oide GEM-TI corrigde des mar6es ocdaniques.
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III.6 - La d6modulation et r6duction de I'erreur d'orbite

L'efficacitd avec laquelle la ddmodulation complexe permet de rdduire I'erreur d'orbite a 6td

testde globalement et localement.

Tout d'abord, il a 6t6v6rifi6 que la variance globale des DA diminue au fur et i mesure que
I'on retranche les modulations des 3 pics principaux (Table III.2). La Figure trI.17 montre les
valeurs des 6carts types cycle par cycle avant et aprds 6limination des modulations du 1 cylrev.
La sdrie des dcarts types a priori est reprdsentative de l'6volution temporelle de la qualit6 de
l'orbite. On peut remarquer, comme nous I'avons d6jd not6, la ddgradation progressive des

6ph6m6rides i partir du mois de juillet 1987 (cycle I7 et 18) i cause de I'activit6 solaire et
gdomagn6tique. La variance a posteriori est pratiquement unifofine, comme on doit s'y attendre
si I'erreur d'orbite est bien 6liminde. La faible variabilitd des dcarts types a posteriori est
expliqude en grande partie par la diffdrence de l'dchantillonnage d'un cycle i I'autre. Pour le
ddmontrer, nous avons calcul6 les 6carts types cycle par cycle de la SMO, qui par d6finition est
une surface stationnaire. Les fluctuations observdes des 6carts types de la SMO sont trbs
condldes avec les fluctuations de la variance des DA et ne peuvent provenir que de la diffdrence
d'dchantillonnage.

Passons maintenant au test i une 6chelle plus locale. L'en€ur rdsiduelle aprbs correction de

l'erreur d'orbite est estimde en calculant la variabilitd des DA dans une r6gion de I'ocdan of le
signal ocdanographique est extl€mement faible. La variabilitd, ddfinie comme le r.m.s. des DA
par rapport au niveau moyen de la surface oc6anique, dans une boite carr6e de 10" de c0t6 est
report6 dans la Table III.3. La variance attendue est de I'ordre de 4 cm r.m.s. [Zlotnicki et al.,
19891. Aprbs dlimination des modulations du I cylrcv,la variabilitd chute de 66 cm h 18.8 cm
et la variance aprds correction ne repr6sente plus que 8 Vo de Ia variance a priori. Ce r6sultat
suggdre que les modulations du I cylrev repr6sente 90 Vo de I'erreur radiale d'orbite non
stationnaire. Lorsque les modulations des 2 et 3 cylrev sont retranchdes, la variabilit6 ne

diminue plus et a tendance i augmenter l6gbrement. On peut donc conclure qu'il n'y a

pratiquement pas de signal non stationnaire de I'eneur d'orbite I ces deux fi€quences.

III.7 - Les orbites GEM-T2

Les orbites calculdes i partir du moddle du potentiel gravitationnel GEM-T2 [Haines et al.,
19921 ont permis de tester la mdthode de ddmodulation sur des dphdm6rides plus prdcises. La
Figures III.18 montrent les amplitudes et phases des modulations du 1 cylrev pour les trois
premiers arcs d'intdgration, chacun d'une dur6e de 6 jours. L'amplitude moyenne de la
modulation passe de 88 cm i 68 cm lorsque GEM-T2 est utilis6 i la place de GEM-TI pour la
mOme p6riode. Cette diminution est due i deux facteurs : le champ GEM-T2 est meilleur que le

champ GEM-TI [Haines et al., 1989] et I'effet papillon est consid6rablement r6duit au point de

ne plus apparaitre, car la dur6e de I'arc d'intdgration est rdduite d'un tiers. Par contre,
I'amplitude des fluctuations de la modulation est du mOme ordre de grandeur pour GEM-T1 (40

cm r.m.s.) et pour GEM-T2 (36 cm r.m.s.).

La comparaison des spectres des modulations (Figures III.19) montre que: (1)
I'interprdtation des r6sultats prdsentCs dans la section pr€cddente reste appropri6e puisque I'on
retrouve bien dans les orbites GEM-T2 les termes pluri-joumaliers ainsi que les r6sonances
faibles; (2) Ia rdduction de I'effet papillon transparait au niveau des specffes puisque pour les
orbites GEM-T2, il y a peu d'dnergie autour de la frdquence zdro par rapport au spectre des

orbites GEM-TI; (3) la fr6quence dominante dans les orbites GEM-T2 n'est pas le I cylrev pur
mais sa modulation en 1 cyljour, ce qui explique la ddrive de la phase dans la Figure trI.18b.
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Figures III.18 : Risultats de la ddmodulation du I cylrev du premie.r cycle des donndes
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ru.8 - Conclusions

Nous avons montr6 que la d6modulation complexe est un outil mathdmatique
particulidrement bien adapt6 pour estimer les amplitudes et phases des principales raies
spectrales de I'erreur d'orbite prddites par la th6orie lin6aire de Kaula. Ces r6sultats s'avbrent
trbs utiles pour dliminer ou du moins r6duire I'erreur d'orbite dans les donndes altimdtriques.
Cependant,la surface moyenne oc6anique prdsente des caract6ristiques spectrales semblables h
celles de I'erreur d'orbite. Nous avons conclu i un effet dominant de I'erreur d'orbite i I cylrev
et une prddominance du signal de la surface oc6anique moyenne d 2 et 3 cyhev, i partir du
moddle de la SMO de Marsh.

Nous avons enlevd le I cylrev et ses modulations aux mesures altimdtriques de Geosat qui
seront utilisdes dans les inversions ddcrites dans les chapitre IV et V. Afin de minimiser les
effets de cette correction d'erreur d'orbite sur le signal de marde que nous cherchons tr restituer,
1'6nergie des mar6es, en 1 cylrev ainsi que ses modulations calcul6es d partir du modBle de

Schwiderski, a 6tE rajoutde.

Nous avons montr6 qu'en enlevant les modulations en 1 cylrev des mesures altimdtriques,
on enl0ve prbs de 90 Vo de la composante non stationnaire de I'erreur d'orbite et que cette
composante n'a pratiquement pas d'dnergie d 2 et 3 cylrev. Les IIVo d'erreur r6siduelle sont
dus en partie aux imperfections des filtres num6riques appliquds aux DA mais aussi aux
composantes de I'erreur d'orbite qui ne se plojettent pas autour du 1 cyhev et que nous n'avons
pas jugdes utile d'estimer (par exemple en 0.3, 0.7,2,...cyljour). En conclusion, le r.m.s. de

la correction d'erreur d'orbite, ddduit par la ddmodulation d'un an de DA pour les orbites GEM-
T1, est de 69 cm.

L'ensemble des rdsultats montrent que la d6modulation reste un outil utile pour r6duire
I'erreur d'orbite m0me pour des 6ph6m6rides plus prdcises que celles calcul6es avec GEM-TI.
La mdthode a €td appliqude aux premiBres mesures altim6triques de Topex-Poseidon dans
lesquelles nous avons trouv6 des modulations pluri-journalibres du 1 cylrev avec des

amplitudes de plusieurs centimdtres (Figures III.20). En comparant ces rdsultats tr ceux obtenus
pour Geosat (Figures III.19), on peut constater une diminution d'un facteur 10 de l'erreur
d'orbite. Enfin, signalons aussi que la ddmodulation a 6td utilis6e r€cemment pour analyser les

diffdrences entre des orbites de Topex-Poseidon calculdes par des 6quipes diffdrentes : elle a
permis de mettre en dvidence une modulation journalibre du 1 cylrev probablement due h des

variantes dans les techniques d'ajustement des parambtres des modbles des forces de surface

[S. Houry, communication personnelle, 1993].





CHAPITRE IV
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CHAPITRE IV: METHODES INVERSES ET RESTITUTION DES
MAREES OCEANIQUES

IV.t - Introduction

Dans le chapitre II, nous avons insist6 sur la trbs grande compl6mentaritd des mesures
mardgraphiques, gravimdtriques et altimdtriques pour restituer les mardes oc6aniques. Le
problbme, que nous abordons dans ce chapitre, est la conception d'une mdthode d'analyse
afin d'exploiter I'ensemble de ces mesures. La thdorie des problbmes inverses (norme L2)
fournit le cadre mathdmatique rigoureux qui permet de gdndraliser et d'dtendre la thdorie
classique de I'analyse du signal. Les avantages de la thdorie inverse sont de pouvoir traiter
conjointement des lots de donn6es hdt6rogbnes, de tenir compte de I'ensemble des erreurs qui
affectent les donn6es et de produire des solutions avec une estimation interne (ou formelle) de

leurs erreurs.

Selon la thdorie classique des moindres carr6s, la solution inverse tire parti explicitement
de toutes les informations a priori disponibles sur le signal des mardes et sur les diverses
effeurs affectant les mesures. Un ensemble de fonctions d'auto et d'intercovariance quantifie
de manibre statistique les propri6t6s spatiales et spectrales des mardes ocdaniques. Les
propri6t6s statistiques des autres composantes des donn6es, qui sont consid6r6es comme des

erreurs, sont aussi spdcifides en termes de fonctions de covariance. La solution des mar6es

s'obtient alors par une inversion de I'ensemble des donndes; les caract6ristiques des erreurs
sur les solutions sont d6cdtes par les fonctions de covariance a posteriori.

Notre objectif n'est pas d'apporter une contribution i la thdorie des problbmes inverses,
mais plut6t d'en tirer parti pour restituer les mar6es ocdaniques. Nous n'en donnons donc pas

une prdsentation mathdmatique rigoureuse que I'on peut trouver, par exemple, chez Tarantola

[1987], mais nous privildgions plutOt une approche intuitive. Dans le premier paragraphe,
nous ddduisons la formule classique d'interpolation par moindres carr6s afin d'illustrer, au

travers d'un exemple trBs simple, les mdthodes inverses. Cet exemple fait apparaitre
naturellement les fonctions de covariance; la structure de la formule d'interpolation qui en

rdsulte est fondamentalement identique pour tous les probldmes inverses que nous avons
trait6s. Ensuite, nous donnons les formules d'inversions seules et conjointes de mesures
mardgraphiques, gravimdtriques et altimdtriques. Puis, nous justifions le choix des diffdrentes
fonctions de covariance que ce soit du signal des mardes ou des erreurs sur les mesures.

Enfin, nous abordons le probldme de I'aliasing dans le contexte de I'altimdtrie par satellite et
nous terminons sur I'aspect num6rique de la mdthode inverse.

Le probldme de la restitution des mardes ocdaniques i partir des observations, formuld
dans le cadre de la thdorie des problbmes inverses et tel que nous le pr€sentons ici, a b6ndfici6
des travaux prdcurseurs mends par Houry et Mazzega [Houry, 1989], qui concernent la
restitution de la surface moyenne ocdanique par inversion de mesures altimdtriques, et des

travaux deMazzega et Jourdin Uourdin et al., 19911 sur la restitution de la mar6e le long des

frontiBres ouvertes de moddles hydrodynamiques de mardes.
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lV.2 - Interpolation par moindres carr6s

Une des mdthodes d'interpolation la plus couramment utilisde en gdophysique est une
m{thode statistique bas6e sur le th6ordme de Gauss-Markov [Rao, 19731que I'on appelle
krigeage- en gdologie [Krige, 1951], -analyse objective- en m6tdorologie et en

ocdanographie [Bertherton et al., 19761, ou encore -collocation- en gdoddsie [Moritz, 1978).

Le th6orbme de Gauss-Markov donne l'expression de I'estimateur non biaisd des valeurs
interpoldes qui minimise I'erreur quadratique moyenne sur I'ensemble des donndes. Ce type
de mdthode n6cessite, comme nous allons le voir, une connaissance a priori de

caract6ristiques statistiques sur le signal que I'on cherche i restituer ainsi que sur les donndes.

Prenons I'exemple d'une fonction continue h que l'on veut estimer aux points x I partir
des valeurs connues de cette fonction en un nombre fini de points h(x) = di' L'estimateur
lindaire le plus gdndral sans biais s'6crit sous la forme [Mclntosh, 1990]:

f,'1*1= rr(x) + wr(x) (d - O (4.1)

of I'accent circonflexe repr6sente une valeur estim6e, la barre I'espdrance math6matiqus ou
la moyenne; d est le vecteur des donn6es; wr est un vecteur transpos6 de fonctions inconnues
que nous allons ddterminer dans la suite sous des conditions qui seront prdcisdes. L'erreur e

commise en utilisant cet interpolateur satisfait h :

s2(y)=lrtt*l-fit*l]t (4.2)

Cao = d- d d- d (4.4)

et Cr,a est la matrice de covariance croisde (ou intercovartance) entre les donn6es et le signal i
restituer :

snu= fr-fl(d:fl (4.s)

Ces deux matrices sont symdtriques et ddfinies positives. L'estimateur est dit optimal lorsque
la variance de I'erreur est minimum, c'est-i-dire quand w est choisi de telle manibre que le
dernier terme non n6gatif du second membre de l'6quation (4.3) disparaisse :

q' = Qair Cna (4.6)

Ainsi, I'estimation de h(x) qui, en moyenne, a I'erreur quadratique la plus petite est
I'estimation de Gauss-Markov :

En utilisant (4.1) et apGs quelques manipulations, on obtient:

"r=(t 
-V-Cil. Cal Cno+ (w-CoorCna)tCoo (w-Coor Cna)

oi Coo est la matrice de covariance des donndes,

f,'1*; = ['(x) + cfr c;l (d - O

En outre, l'erreur quadratique (6q. 4.3) associde i I'estimation se simplifie et s'6crit :

",=(r,-tP-cila 
c;L cno

(4.3)

(4.7)

(4.8)
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ou encore,

e2 = Cr,r, - Ctf, C;to C* (4.e)

On en ddduit que les dl6ments indispensables pour utiliser les rdsultats (4.7) et (4.9) du
thdordme de Gauss-Markov sont une connaissance a priori de la moyenne du signal i restituer
(h), de la moyenne des donndes, ainsi que de la covariance des donndes et de
l'intercovariance entre le signal et les donn6es.

Nous avons d6velopp6 in extenso les formules de I'interpolation par moindres carr6s, car
la recherche de la solution de ce probldme inverse est simple et fait apparaitre tout
naturellement les fonctions de covariance. Notre objectif est de ddmystifier le r61e et l'emploi
des fonctions de covariance : elles ne sont pas un artifice mathdmatique que I'on introduit
pour obtenir des solutions d6sir6es aux problbmes inverses, mais elles sont intrinsbques aux
mdthodes de r6solution par moindres carrds.

IV.3 - Solution g6n6rale des problbmes inverses lin6aires par moindres carr6s

La th6orie inverse nous fournit les outils mathdmatiques les mieux adaptds pour estimer
les mardes oc6aniques tr partir d'un ensemble de donn6es h6t6rogdnes . Nous avons suivi le
formalisme ddveloppd par Tarantola et Valette [982] en raison de ses deux grands avantages
qui sont simplicit6 et gdndralitd. A partir de considdrations simples sur la th6orie des
probabilitds et de I'information, Tarantola et Valette ont 6crit la solution g6n6rale des
probldmes inverses lin6aires et non lindaires. Nous ne reproduisons ici que la solution des

problbmes inverses lin6aires par moindres carr€s. Ce sont les probldmes dont les informations
de nature statistique sont d6crites par des fonctions de densit6 de probabilit6 gaussiennes.

IV.3.1 - Solution g6n6rale

Le probldme inverse que nous traitons est celui de la restitution d'une fonction continue
p(r) d partir d'un ensemble fini de donndes discrdtes di. Ce probldme est un probldme sous-
ddtermind, car le nombre de parambtres (pour ddcrire la fonction continue p(r)) est
thdoriquement infini alors qu'on ne dispose que d'un nombre fini de donn6es. L'dquation
d'observation, qui relie entre eux les paramdtres et les donn6es, s'6crit en toute g6n6ralitd
sous la forme :

d = g(p) (4.10)

oi g est une fonctionnelle. En parliculier, au point des donndes rep6r6 par ri, on peut 6crire :

di = g(p(ri)) = gi(p(r)) (4.11)

Comme nous consid6rons un probldme lindaire, on peut dcrire (4.11) sous la forme explicite
suivante :

Id G'(r) .p(r) dr (4.r2)

oi Gi(r) est un noyau "d'observation-. L'ensemble des informations a priori sont les donndes
d6, la fonction de covadance de leurs erreurs C,1s4s, une solution a priori ps(r) et sa fonction
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de covariance Cpopo. Considdrant le cas le plus courant, of les incertitudes sur les donn6es ne
sont pas corr6l6es avec les paramBtres i restituer, la solution ainsi que la covariance a
posteriori sont donndes par les expressions suivantes [Tarantola, 1987] :

0(t) = po(r) + (4.t3)

C66(r,r') = Cpopo (t,t' ) -

or' i # "**o,r').c' 
(r'). (S-')'. 

{- 
-ldr".Cy' (r" )'po (r" )}

o.' 
$ * /dr"'.cpop6 

(r,r" )'Gi(r" ). (s'')'

avec

.G (r"' ).G*o (t"',t' )

| 
.'lSI = (Caooo)u + dr" Gi(r' ). Coondr',r")' CiJ(r")

(4.r4)

(4.1s)

La matrice S est une matrice pleine dimensionnde par le nombre de donndes N. Comme
elle ne ddpend que de la position relative des donndes, elle peut Otre construite et inversde une
fois pour toutes. I1 n'y a aucune contrainte sur l'6chantillonnage des donn6es. La qualitd de la
solution, qui peut Otre 6valu6e au travers de la fonction de covariance a posteriori C66, ne
ddpend que de la rdpartition des donn6es et de I'ensemble des covariances a priori.

La seule hypothdse qui a 6td faite consiste d considdrer les variables comme des variables
al6atoires dont les densitds de probabilitds sont gaussiennes. Cette hypothdse n'est que trbs
rarement vdrifi6e dans la nature, mais elle est gdndralement satisfaite en premibre
approximation. Travailler avec des densit6s de probabilitd gaussiennes et une norme L2
(moindres carr6s) conduit i des algorithmes numdriques simples e mettre en oeuvre. Cet atout
est contrebalanc6 par une sensibilit6 des solutions aux valeurs aberrantes. Travailler avec une
norme d'ordre inf6rieur, par exemple la norme L1, conduit d des algorithmes plus robustes,
mais bien plus compliqu6s i mettre en oeuvre d'un point de vue num6rique.

IV.3.2 - Les fonctions de covariance

Avant d'appliquer la thdorie inverse, il est opportun d'dnoncer quelques propri6tds
math6matiques des fonctions de covariance ainsi que de ddcrire le r6le qu'elles jouent dans la
rdsolution des probldmes inverses.

On peut d6montrer qu'une fonction de covariance est symdtrique :

C(r,r') = C(r',r) (4.16)

et ddfinie positive :

rr $(r) . C(r,r') . Q(r') dr dr' ) 0, pour tout Q(r) (4.17)
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De plus, il existe une relation d'6quivalence entre la fonction d'autocondlation et le
spectre de puissance. En effet, prenons le cas particulier d'une fonction f(t) dont on calcule la
fonction d'autocorr6lation C(t) d6finie par:

C(t) = f(r-r) . f(r) dt (4.18)

On ddmonffe aisdment que la fonction d'autocorr6lation est 6gale i la transform6e inverse
du spectre de puissance de f(t) :

C(t) =2nr F(ro) . F*(ro) . eior dor (4.re)

oil. F est le spectre de Fourier de f et F* son spectre conjugud. Cette dernigre propri6t6 permet
d'interprdter I'information que l'on introduit au triv6rs des covariunces comme 6tant
6quivalente d une information sur les spectres de puissance.

Les covariances a priori sp6cifient le spectre de puissance du signal que I'on recherche
ainsi que.le spectre de puissance des effeurs des donn6es. Elles jouint ui r6le d6terminant
dans la r6gularisation des probldmes inverses sous-d6termin6s qui admettent une infinit6 de
solutions. Les fonctions de covariance permettent d'extraire, dans la famille des solutions
compatibles avec les donndes, celle qui correspond le mieux au problbme en fusionnant dans
un critdre uni-Que une mesure de la fid6lite de la solution par rapport aux donndes et une
mesure de sa fiddlitl d.I'apriori. Cependant, colnme dans toute technique de r6gularisation , ilfaut ffouver un compromis entre deux facteurs antagonistes que iont la fr6cision et la
stabilit6. Concrdtement, cela signifie que I'on est parfois amend a surestime? les erreurs et
donc h d6grader la solution afin d'obtenir une solution num6riquement stable.

Les covariances a posteriori qui ne d6pendent, comme nous l'avons d6ji fait remarquer,
que de la r6partition des donndes et des covariances a priori, sont aussi les transform6es
inverses des spectres de puissance des ereurs de la solution. Les variances donnent une
estimation des erreurs sur les solutions, tandis que les covariances expriment le taux de
corrdlation des incertitudes sur les valeurs des parambtres. Si la covariance a priori est 6gale i
la covariance a posteriori, cela signifie que les donn6es nlont apport6 aucirtre inforrnation
suppl6mentaire sur les paramdtres. Par contre, plus la covariancb a posteriori diffdre de la
covariance a priori, meilleure est la rdsolution; en d'autres termes 1a quantit6 d'information
acquise sur les parambtres est importante.
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IV.4 - Formule dtinversion des mesures mar6graphiques

Les mesures mar6graphiques dont nous disposons sont les constantes harmoniques de la
marde en des sites rdpartis de fagon inhomogbne sur tout le globe. Notre objectif est de
cartographier ces constantes harmoniques sur une grille r6gulibre couvrant I'ensemble des

ocdans.

Dans la suite, les quantitds physiques restitudes ne sont pas les amplitudes (A) et les
phases (<p) des constituants de la mar€e, mais les composantes en phase (A cosg) et en
quadrature (A sing). L'dquation d'obseryation (4.12) s'dcrit:

U1(r'i) =
L,_

Ur.(r) 6(rir) dr + erl(ri) k=\,2 (4.20)

avec
Ur(r) = A(r) cos<P(r)
Uz(r) = A(t) sing(r)

(4.21)

of ri(<pi,l,i) est la position g6ographique des mardgraphes; Ur (k=1,2) les parambtres inconnus
qui sont des fonctlons continues de la position g6ographique r(<p,},) (<p 6tant la longitude et I
la latitude), et etf l'erreur sur les mesures rnardgraphiques qui inclut les erreurs
instrumentales, de lecture, de r6duction et d'analyse des obselvations. Le noyau d'observation
6(rir) est la fonction de Dirac. Les solutions a priori des composantes en phase et en
quadrature de la mar6e sont supposdes 6tre les moyennes thdoriques du champ des mar€es sur
tout le globe: elles sont donc identiquement nulles en raison du principe de conservation de la
masse; les mar'6es ocdaniques sont des ddplacements de masse d'eau, qui ne s'accompagnent
d'aucune cr€ation ou destruction de masse.

Dans cette premidle exp6rience, seules les composantes en phase et en quadrature de

1'onde principale M2 ont 6td invers6es inddpendamment I'une de I'autre. Concrdtement, cela
signifie que les fonctions de covariance du signal de mar6e ne prennent en compte que les

autocorr€lations spatiales de I'onde et de la composante consid6rde; les intercorr6lations entre
les composantes en phase et en quadrature sont poul'I'instant ignor€es ainsi que celles avec

les autres ondes. Dans ces conditions et 6tant donn6 l'6quation d'observation, les 6quations
4.I3 d4.15 deviennent:

U1(r) = Cu-u(r,ri ) (sii ;-t Up(rJ) (4.22)

(4.23)

avec

Sij = Cu*u*(ri,r,i) + Cgilsi"(ri,r,j, ,O.rO,

Comme nous ne disposons pas d'information rigoureuse et prdcise sur une hypoth6tique
corrdlation entrc les eneurs des mesurcs des diffdrents mardgraphes, nous avons supposd que

les erreurs sur les donn6es sont non corrdl6es entre elles. Dans ce cas, la fonction de

covariance est la distribution de Dirac. Son exptession discr6tisde est :

NNIT
i=l j=l

NN
C66Jr,r' ) = CLr*Lr*(r,t' ) - I I "u-uJt,t') 

(s':)-1 Cu*u(rj,r' )

Cgl"ep(ri,rti ) = o2 6(ri-r'j) (4.2s)
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oi o2 est la variance des effeurs sur les constantes harmoniques de I'onde M2 que nous avons
raisonnablement fixde i (2 cm)2. Les fonctions de covariance du signal de mar6e homogdnes
et isotropes ont 6td ddduites tr I'aide d'une mdthode classique en g6oddsie [Moritz, 1980] I
partir du moddle de Schwiderski [1980a,b]. Les fonctions d'autocovariances sont donn6es par
I'expression :

360

Cu-uJVt:) =I okln; tn(cosry11) (4.26)
n=1

oir V,i est la distance angulaire entrc les points ri et rj; les Pn sont les polyn6mes de Legendre
et les oK(n) sont les variances de degr€ n du d6veloppement en harmoniques sphdriques des
cartes cotidales de I'onde M2 d'aprbs le moddle de Schwiderski, respectivement de la
composante en phase (k=l) et en quadratule (k=2). Le d6veloppement a 6td calculd jusqu'au
degr6 180 et prolongd par une loi empirique jusqu'au degr€ 360, afin de mieux repr6senter les
courtes longueurs d'onde du signal des mar€es dans les mers littorales of est localisde la
plupart des mesurcs mardgraphiques.

IV.5 - Formule dtinversion des mesures gravim6triques

L'analyse harmonique des mesurcs gravim6triques (par moindres carrds et filtrage par la
m6thode de Venedikov) fournit les constantes harmoniques des mardes terrestres que I'on
peut repr6senter sous la forme de vecteurs. Les vecteurs observ6s peuvent Otre ddcompos6s en

gne somme de trois vecteurs: un vecteur R rcprdsentant la mar€qsolide th6orique, un vecteur
L de I'effet de surchalge ocdanique et un vecteur ddsaccord X (Figure IV.1). Ce vecteur
ddsaccord contient: (1) les erreurs du moddle thdorique qui ne peuvent en affecter que la
partie en cosinus, (2) les errcurs du calcul des effets de surcharge et, (3) les effets locaux et
d'origine m6t6orq,logique non corrigds. Les donn6es que nous avons invers6es sont les
vecteurs rdsidus B qui contiennent les effets dus aux mar€es ocdaniques mais aussi les
vecteurs ddsaccords. L'6quation d'observation est :

L,_
(4.27)B1(ri) - Ur.(r) G(lrirl; dr + ef(ri) k=I,2

avec
B1(r) = B(r) cosB(r) (4.28)
B2(r) = B(r) sinB(r)

le noyau G(lri-rl) est la fonction de Green que nous avons d6jI rencontr€e au $I.3 (6q. 1.19) et
efl {t=t,Z) sont les erreurs sur les mesures gravim6triques comprenant les signaux
g6ophysiques non mod6lis6s. Comme dans le cas des inversions des mesures mar6graphiques,
seules les composantes en phase et en quadrature de I'onde M2 ont 6t6 restitu6es de manibre
inddpendante. La solution ainsi que la covadance a postedori sont :

(4.2e)
NN

0r.(r) = I > cu*Bdr,ri)(slIt Bs(ri)
i=l j=l

NN

C6*6Jl,r'' )= Cu*u*(r,t') - I I Cu*u(t;')(Si:)t Cu*sdrj,r' )
i=l j=l

(4.30)
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avec

SU = Cn*B*(ri,r..i)+ Cgpdri,rri) (4.31)

Une fois de plus, en mison de la mdconnaissance des errcurs sur les mesures gravim6triques,
nous avons choisi une fonction de Dirac comme fonction de covadance avec une variance de
(0.5 microgal)2. Les Cu*u* sont les mOmes fonctions d'autocovadance que celles d6duites
pour les inversions de mesures mar6graphiques. Les Cg*s*, Cs*B*sont respectivement les
intercovariances entre le signal de la mar6e oc6anique et des effets de surcharge et les
autocovariances des effets de surcharge ocdanique. Les expressions de ces deux covariances
ont 6t6 ddduites, comme prdcddemment, en ddveloppant en harmoniques sphdriques les cartes
cotidales du moddle de Schwiderski et les cartes globales des effets gravfm6triques, de
purcharjerque nous avons calcul6es [Francis et Mazzega, 1990]. Ainsi, si ( Rh-, ShJ et
(Rf-, Sfi^Jrepr6sentent les coefficients du d6veloppement de la mar6e oc6anique et des effets
de surcharge de I'onde M2 composante en phase (k=1) et en quadrature (k=2), les
autocovariances et intercovariances homogdnes et isotropes sont :

180

Cs*n*(Vij)=) #1n1 P,,(cosy1;) @.32)
n=1

180

Cu*"-(Vt:)=I okln; P,,(cosryli) @.33)
n=L

avec

dr 1)

1)

(flf- frh", . sh" sh") (4.34)

ok(n) (flf,,, oh," * sh* sn") (4.3s)

Les spectres de puissance du ddveloppement en harmoniques sphdriques des mar6es
oc6aniques et des effets de surcharge ocdanique pour I'onde M2 ainsi que les fonctions
d'autocorr€lation assocides sont reproduites pour comparaison dans les Figures IV.2. On peut
remarquer que le spectre des effets de surcharge pr6sente une ddcroissance rapide en fonction
du degr€ n du ddveloppement. Par contre, le spectre de la mar6e oc6anique est iL d6croissance
plus lente et est pratiquement plat pour les degrds 6levds. Les effets de surcharge sont reli6s
aux mardes ocdaniques par un opdrateur intdgral et par consdquent les effets des courtes
longueum d'onde (degr6s dlevds du ddveloppement) des mardes oc6aniques sont attdnu6s par
rapport aux grandes longueurs d'onde (bas degrds du ddveloppement). L'opdrateur agit
comme un filtre passe-bas et implique que les effets de surcharge sont corr6l6s sur de plus
grandes distances que le signal des maldes ocdaniques (voir Figule IV.2.A).

)n T
rn=0

llI
rn=0

(2n+

(2n+
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Figures IV.2 : (A) Spectes de puissance de la composante en phase de l'onde M2 des marfes
ocianiques (a) et des effits gravimdtrtques de surcharge (b) normalisds par le.s variances du
degrC 4, qui sont les plus 4nelgdtiques. Les variances totales sont (22 cm)z pour les marCes
ocCaniques et(3.3 microgal)z pour les effets de surcharge.L'axe des abscisses reprisente le
degrd n du dCveloppement en harmoniques sphiriques, et celui des ordonnds est une dchelle
logarithmique sans dimension; (B) Fonctions d'autocondlation de Ia composante en phase
de l'onde M2 des marCes ocdaniques (a) et des effets gravimdtriques de surcharge ocdanique
ddduites des spectres de puissance reproduits en (A) (en abscisse : distance angulaire en
degrds).
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IV.6 - Formule dtinversion conjointe des mesures mar6graphiques et gravim6triques

Un grand avantage des m6thodes invelses est qu'elles permettent d'inverser conjointement
des lots de donndes de nature diffdrente. Les mesures mar€graphiques et gravim6triques
offrent I'opportunitd d'6prouver I'inversion conjointe dans un cas encore relativement simple.
En effet, bien qu'6tant de natures diffdrentes, les donn6es mar€graphiques et gravim6triques
sont des constantes harmoniques et appartiennent de ce fait au mOme espace spectral que les
parambtres recherchds qui sont les constantes harmoniques de la mar€e oc6anique. La
formulation math6matique du probldme inverse en est grandement simplifide. En utilisant les
notations introduites pr€c6demment et en adoptant une notation matricielle, la solution et la
covariance a posteriori de l'inversion conjointe de mesures mar6graphiques et gravim6triques
pour une onde et une composante donndes sont :

0k =[cu*u*cu*s*] t' I H: ] ,o.ru,

cC-A = cu*u* - [cu*u*cu*s*] S-r [3::|;] @37)

avec

S- CePefl

0
0 I , lCunu*Cu*s*l

Cenepl - LCr*u*Cs*e*l
(4.38)

+ eu(ri,ti) (4.40)

On a supposd que les erreurc sur les mesures mardgraphiques et glavimdtriques sont non
con€16es. De toute fagon, il n'y a pas d'arguments physiques justifiant une telle con€lation.

IV.7 - Formule dtinversion des mesures altim6triques

Les mesures altim6triques ne sont pas, comme dans le cas des mesures mardgraphiques et
gravimdUiques, des constantes harmoniques: ce sont des s6ries spatio-temporelles. L'6quation
d'observation est de ce fait plus compliqu6e, car les donndes et les paramdtres sont ddfinis
dans deux espaces diffdrents, 1'un est spatio-tempolel et I'autre est spectral. Une mesure
altim6trique h au temps ti et au point rilrpil,i) peut s'dcrirc sous la forme d'une somme de

deux termes :

t(rr,t,)= ! an(r,)cos(ronti +Xp+qn(rt))+eu(ri,ti) g3g)
P=1

le premier compofte les 11 ondes principales de la mar€e oc6anique (Mz, 52, K2, N2, 01, P1,

Kt, Qt, M,o, Mf, Sro) et le second est l'erreur comprenant I'ensemble des autres signaux
ocdanographiques :

h(ri,ti ) =
An(r)cos rpn(r) cos (rrrot + 1n)S(r-ri)6(t-ti)

An(r) sin qn(r) sin (cr5t + 1n) 6(r-ri)6(t-ti)

expression que I'on peut dcrire de manidre plus compacte :

11 2_
h(ri,ti)= t I [c;n{',t) upt(r)]+ eu(d,ti)

P=l k=l

[,.L,":{ \
I

(4.4r)
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en ddfinissant les opdrateurs Gir

rGfr(r,t)= dt dr (.) cos (cont + 1n)6(r-r-)6(t-tt)

of D est la covariance des eueurs sur les donn6es,
explicit6es ci-aprds et clk' I'op6rateur adjoint de
(4.42) et (4.43). Les covariances a postedori sont :

(4.43)

et

Upr(r) = Ap(O cos gn(r) (4-44)

Unz(r) = Ap(0 sin gn(f

La solution inverse s'6crit en adoptant la convention d'Einstein pour les sommations sur
les indices (s,p,k",k"'):

NN
06(r) = > I Giu,, (r',t') cnik"(r,r') (su)-r h(r:i,u) (a.a5)

i=l j=l

avec

Sij - D(ri,ti;fi,1j) + Gri,, (t,0 c$ii 1r,r'; o *"'11',r') (4.46)

qY
G,r"

'les covariances des mar6es qui seront
qui sont 6gaux d'aprbs les 6quations

Giz(r,t) = 
Lo, L* 

dr (.) sin (crrnt + 1o) 6(r-rt) 6(t-ti)

I,__
(4.42)

ef['{t,t') = C#'(r,r') - I :, Gi1,,(r",t") corJk"(r,r") (si:r-t crnlk'1r',r"') Gi 'k'(r"',t"') (4.47)
NN

i=l j=l

De ce tenseur complet, on peut en extrairc I'estimation de I'dcafi type a posteriori au point
r

dn(r) = fqf1,,rli (4.48)

(4.4e)

ainsi que le pourcentage de la variance expliqude de la solution de mar€e (p,k) ddfinie par

?on(,)=1oo(tffi)

qui est une mesure relative de I'amdlioration de la connaissance de la composangg^fp,k) des

mardes. Dans le cas d'un probldme parfaitement rdsolu, la variance a posteriori Ctii(r,r) est
nulle et donc la variance expliqude vaut 100%. Dans le^gps conttaiSe, si les donn6es
n'apportent aucune information sor te signal recherch6 ators e![(r,r) = Cll(r,r) et la variance
expliqude est identiquement nulle.

On d6finit aussi la rdsolution spatiale de 0pr.(r) comme la distaqc^g,Q".oo.tpondant d une

diminution d'un facteur exp(-1) de la covai'iance a posterioli C;i(r,r'). Cette valeur est
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reprdsentative de la distance sur laquelle les erreurs sur la solution inverse sont
statistiquement con6l6es. Aplbs inversion, on peut estimer le pourrentage de corr€lation entre
les solutions des composantes d'indices (p,k) et (q,k') (p=1 correspond d Mz, Q=2 d 52, etc...)
par:

^1['(r,r)6ii'fif'tr,o=loo.- Lleif(,,';;i1,1;F 
(4'so)

Si les g.gdes (p,k) et (q,k') sont complbternent d6corr6l6es aprbs I'inversion des donn6es,
alors Cli est nulle, de mOme que le pourcentage de corrdlation. Si les donn6es sont
inopdrarites pour sdparer les signaux de marde, alors le pourcentage de corr6lation vaut 1007o.

Remarquons que le pourcentage de corrdlation ne ddpend que des covariances a posteriori,
alors que la variance expliqude d6pend I la fois des covadances a priori et a posteriori.

Signalons pour teminer, que les constantes harmoniques, estirndes au travers de 1'6quation
(4.39) d partir des mesures altimdtriques, sont les constantes harmoniques de la marde dite
g6ocentrique. La mar€e gdocentrique est la somme de la mar6e oc6anique, de la mar6e de la
Tene solide et de la mar'6e des effets de surcharge oc6anique. En pratique, les mesures
altim6triques sont colrigdes de la mar6e de la Terre solide au niveau du prdtraitement. La
mar€e de surchalgo est calculde I partir de la solution inverse en faisant I'hypothbse qu'elle
est simplement propol'tionnelle i la marde ocdanique; le coefficient de ploportionnalitd vaut
-0.0667. Dans I'avenir, cette approximation assez grossidrc, que nous avons d6ji critiqude au

$I.4.3, sera remplac6e par I'algorithme plus rigoureux d6taill6 dans Francis et Mazzega

[1990] qui pr€serve la naturc lindaire du probldme.

lV.7.l -Le tenseur des covariances a priori des mar6es

Compte tenu de la nature mOme de la mesure altimdtrique, les covariances ne sont plus

simplement les covariances d'une onde de mar6e dont les composantes en phase et en
quadraturc sont considdr€es comme inddpendantes, mais bien I'ensemble des autocovariances
et intercovariances entre les 11 ondes principales. Les cartes des composantes en phase (k=1)
et en quadrature (k=2) pour chaque onde p des solutions globales de Schwiderski [1980a,b]
ont dtd ddcompos6es en halmoniques sph6riques :

(4.s1)

oi Pn- sont lps fonctipns de Legendre assocides normalisdes. Les coefficients du
ddveloppement (Rffh, Sfffl) sont calculds jusqu'au degr€ 180, ce qui correspond d la longueur
d'onde minimale que I'on peut estimer, 6tant donn6 que le maillage des solutions de

Schwiderski est de 1'x1". A partir de ces coefficients, on en d6duit les autocovariances (p=q)
et les intercovariances (p*q) sous la forme d'un ddveloppement en polyn6mes de Legendre :

180

180 n

Upr(r) = I t (nff[ cosl*]") + s,l[ sinftn],)]P,* cos(rp)
n=0 m=0

cf['tv) = I 
"[['Cn) 

P,,cos(y) (4.s2)
n=l

"$'t"i = (2n+1) I (o* nfiH * s*, sffi)

avec

rn=0

(4.s3)



r14

Table IV.1 :Tenseur des covariances a priori entre les diffdrents co.nstit.uants des mardes

V;;r *mposantes en phase (c) et ei qu-adrature (s). Dans les triangles supirieurs des
'matrices 

soni reproduites-les variances (cm2) tandjs que les triangles infdrieurs contiennent
les corrClationi calculies selon la formule (4,50). Les cases vides correspondent aux

intercovariances qui ont 6tC omises.
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oi V est la distance angulaire entre la paire de points pour laquelle la covariance est estim6e.
Les intercovariances entre les diff6r'entes espdces se sont r6v6l6es extrOmement faibles et
seront donc ndglig6es dans la suite des calculs ainsi que toutes les intercovariances entre les
parties en phase et en quadrature. Tenant compte des sym6tries, il reste 52 fonctions de

covariance que I'on peut disposer dans un tenseur qui compote 22 autocovariances sur la
diagonale. Afin de r6duire le co0t informatique, les fonctions de covariances ont 6td
remplac6es par des fonctions analytiques simples du type cosinus amorti:

cfif'tv) - 
";['exp(-v/n[['l 

cos(Fff'v) @-s4)

Ces fonctions analytiques rcssemblent aux fonctions de covariance originelles (4.52), elles
ont des spectres positifs et vdrifient les propri6t6s des fonctions de covariance [Julian et
Thiebaux, 19751. Les trois palamdtres, qui sont la variance (v), la longueur de corr6lation (R)

et la p6riode du cosinus (F), ont 6td ddtermin6s pour chacune des covariances par Jourdin

119891. Les valeurc calculdes des variances de chaque constituant des mar€es ont 6td utilis6es
alors que les valeurs moyennes (voir Table IV.2) des deux autres paramdtres pour chaque
espBce ont 6t6 adoptdes afin d'all6ger les calculs.

Les variances du tenseur Cll'(V=O) ainsi que les corr6lations entre les diffdrents
constituants des mardes sont repr6duites dans la Table IV.1. Les variances sont une mesure
statistique de I'dnergie de chaque constituant. Les corr€lations quantifient statistiquement les
-similitudes" des cartes cotidales des diffdrents constituants. Par exemple, les parties en phase

de N2 et K2 sont semblables d 987o et99Vo et donc, si I'on parvient I lestituer I'un de ces

deux constituants, I'autrc est connu h,98-99%t. La com6lation entre les ondes semi-diumes est

en moyenne de 74Vo alors que la moyenne des corr6lations entrc les ondes diurnes est de

87Vo. Le moins bon taux de corr6lation entre les ondes semi-diurnes est peut-Ctre d0 e

l'existence de fr6quences de rdsonance dans la bande des fr6quences semi-diurnes qui
provoquent des distorsions de I'admittance.

La Figure IV.3 montre des exemples de spectres et de covariances M2xM2, M2 xS2 et
S2xS2. On peut constater que le tenseur des mardes pr6sente une forte corrdlation spatiale sur
une grande distance angulaile de I'ordre de 10 i 20 degrds. Cette corr6lation i grande distance
est une mesure statistique de la longueur spatiale des ondes de mardes telles qu'elles se

propagent en plein oc6an. Comme les fonctions de covariance ont 6td ddduites d'un modble
global, elles sont repr6sentatives plutOt des ph6nomdnes p6lagiques, car les mers littorales, vu
leurs faibles dtendues, sont sous-rcpr6sentdes.

L'information contenue dans le tenseur des covariances a priori peut se ldsumer en trois
points:
(1) Le tenseur sp6cifie que le signal de marde recherchd a un spectle constitud d'un ensemble
de raies dont on connait les fi€quences; les covariances entre deux frdquences qui ne font pas

partie du spectre des mardes sont nulles.
(2) L'dnergie moyenne de chaque onde de mar6e est spdcifi6e au travers de la variance a

priori; I'estimation des variances dL partir d'un moddle hydlodynamique indique que celles-ci
sont trbs proches des valeurs de la mar€e d'6quilibre.
(3) Les longueurs caract6ristiques des corrdlations entre les diff6rents constituants sont
sp6cifi6es par les covariances normalisdes (c'est-d-dire par les fonctions de corr6lation).

La m6thode des moindres carr'6s gdndralisds permet, par I'intermddiaire des fonctions de

covariance, d'exploiter I'ensemble des propri6t6s remarquables des mar6es oc6aniques.
Comme les mdthodes des concordances et de convolution, la fonctionnelle qui relie les
constantes harmoniques aux donn6es est suppos6e lindaire et les fr6quences des mar6es sont
consid6r€es comme connues exactement. Les covariances a priori des mar6es quantifient la
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Figures IV.3 : Exemples de spectres de puissance normalisCs (points) et de fonctions de
corrdlations a priori (lignes continues) entre les parties en phase de (M2, M), (Sz, 9il, (Mz,

S). Les abscisses indiquent le degr| du ddveloppement en harmoniques sphiriques des
spectres et les distances angulaires (en degrds) desfonctions de corrdlation [tird de Mazzega
et Jourdin, 19911.
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coh6rence spatiale I glande distance de la mar€e; cette caractddstique avait d€jb,6td exploit6e
dans les mdthodes d'analyse par concordance. Par ailleuls, les intercovariances entre les
diffdrentes ondes permettent de tenir compte de la nature lisse de I'admittance ou plus
simplement de la similitude de la r6ponse du systbme ocdan sollicit6 par des foices
p6riodiques dont les fi€quences sont proches; ce credo du caractire lisse de I'admittance est e
la base de la m6thode de rdponse. La mdthode inverse est en quelque sorte une gdndralisation
des m6thodes existantes. Cette apploche n'est devenue possible que grdce aux puissants
moyens informatiques dont nous disposons aujourd'hui et aux moddles hydrodynamiques
globaux qui permettent d'estimer les statistiques indispensables i la mise en oeuvre-des
m6thodes inverses.

nl.7.2 - Covariances a priori des erreurs sur les donn6es

Nous avons d6crit dans le $IL2.4 I'ensemble des collections qui ont 6td appliqu6es aux
mesures altim6triques. Les erieurs rdsiduelles ont des amplitudes de plusieurs centimbtres et
leurs spectres couvrent de larges bandes de fr6quences temporelles et de longueurs d'onde
spatiales. Les informations sur les spectres de ces en'eufs, qui pourraient permettre d'estimer
les covariances associ6es, ne sont gdn6ralement pas fournies. En I'absence de ces
informations, on en est rdduit i ddduire les fonctions de covadance i partir de donndes
ind6pendantes (pal exemple, des sorties de moddles nurndriques, ...) ou d'aprBs des
considdrations th6oriques.

Usuellement, les mesutes altirndtriques sont des moyennes calculdes sur 1 seconde, dont
les eneurs instrumentales ne sont pas corr'616es d'une mesule d l'autre. L'erreur de l'altimdtre
est donc un bruit blanc dont la covariance a priori est reprdsentde par

D1(ttj; = oir 6(rij) (4.55)

oi tij est I'interyalle de temps entrc la iii:rne s1 la jiErne mesure, ol1, est la variance de I'erreur.
Dans notre application, les donndes que nous utilisons ont 6t6 moyenn6es sur 15 secondes
(=105 km) dliminant ainsi une partie des erreurs I courtes longueurs d'onde. La variance est
estim6e A (10 cm)z : elle repr€sente non seulement les erreurs de I'altimdtre mais aussi une
partie des erreurs ldsiduelles des cor'rcctions.

Les mesures altim6triques sont r6f6renc6es par rapport au g6oide GEM-TI d6velopp6
jusqu'l l'ordre 36. Ce g6oide est pris comme modble a priori de la surface moyenne.-La
covariance homogdne et isotrope du signal rdsiduel est ddduite du spectre de puissance des
erreurs de GEM-TI compl6t6 par le moddle de gdoide de Rapp[1986] jusqu'i I'ordre 360. La
fonction de covariance analytique ajust6e est de la forme:

Dz(vu)=o3,'o.o.(rn#'^r[ (n5,,"J] ,o.ru,

of o!,oo (= 210 cm)2 est la variance, Zrrno (=2000 km) est la pdriode du cosinus et Rsm. (=
300 km) le rayon de corr€lation de l'eLreur du moddle de la surface moyenne oc6anique.

La variabilit6 ocdanique m6sodchelle est 6galement considdr6e comme une source d'ereur.
Le signal h la mdsodchelle est corr6l6 typiquement sur une distance d'une centaine de
kilomdtres et les tourbillons disparaissent au bout de quelques semaines [voir par exemple,
DeMey et Robinson, 1987]. Ces caract6ristiques inspirent le choix d'une covariance isotrope
du type :
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Figure IV.4 : Fonction de corrClation de I'erreur radiqle d'orbite dont la frCquence
caractdristique est I cycle par rCvolution (I0l minutes) et le temps de ddcorrClatiin isf de 5
pCriodes de rCvolution (505 minutes) [tird de Mazzega et Houry, ]9891.
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D3(ryij,1ij; = o,?,, *r[ k**)l "-rl ("*-=l_rJ1 @.s7)

of oJu, (= 10 cm)2 est la variance de la variabilit6, Ru* (= 130 km) le rayon de corr€lation de
la variabilit6 et ATu* = 25 jours le temps de d6colr€1ation. Les valeurs des parambtres ont 6t6
choisies afin de repr6senter au mieux statistiquement les caractdtistiques de la variabilit6 sur
I'ensemble des ocdans. Dans I'avenir, les estirnations des spectres de puissance de la
variabilitd, rdgion par rdgion [LeTraon et al., 1990], devraient permettre de raffiner la
covariance de la variabilit6 m6sodchelle.

La fonction de covariance ddcrivant les erreurs r6siduelles aprBs application des
corrections de propagation a 6t6 estim6e par Benveniste [1989] I partir de I'analyse de
donn6es et de rdsultats de moddles. La fonction analytique qu'il a ddduite est de la forme :

'#)"-4-*]"-'[ ffir] (4s8)Da(rYii,1'j; = og?o coslZn

oi duo (= 10 crn)2 est la variance, dg6o G 3200 krn) est la p6riode du cosinus, Rg6o (= 1700
km) 6t Treo (= 5 jours) sont les 6chelles spatiales et temporclles caractdristiques.

Le choix de la covariance de I'erreur d'orbite est plus d6licat. L'erteur radiale d'orbite est la
principale source d'erreur des mesures altim6triques de Geosat. Nous avons d6crit dans le
chapitre III les caractdristiques spectrales de I'erreur d'orbite qui est due essentiellement tr

I'incertitude du rnoddle du champ de gravit6 utilisd poul calculer les dph6m6rides. La plus
grande partie de 1'6nergie spectrale de I'erleur d'orbite est concentrde autour de la p6riode
orbitale du satellite, ce qui a conduit Wunsch et Zlotnicki [1984] d proposer une fonction de

covariance de la forme :

D5(t,j; = o3., cos(2n # *rl (f+)'l to.tnl

of 4ru (= 100 cm)2 est la valiance de l'erreur d'olbite et AT (= 5 Toru) est le temps de

d6con6lation (Figure IV.4). Le spectre a priori de l'erreul d'olbite tel qu'il est ddcrit par cette
covariance est une fonction gaussienne centrde sur la pdriode orbitale. Or, nous avons vu que

le spectre de I'eneur d'or:bite est composd d'un ensemble th6oriquement infini de frdquences
discrttes. De plus, ce spectre n'est pas stationnaire; il varie d'un at.c d'int6gration I I'autre et
les forces de fi'ottement modifient progressivement I'orbite et ses caractdristiques spectrales.
Les premiers r'6sultats d'inversion de mesures altirn6triques ont montr6 trds clairement que
c'est I'erreur d'orbite et donc la manidre dont ses propri6t6s sont sp6cifi6es au travers des
fonctions de covaliance qui ddtelmine la qualitd des solutions inverses. Les r6sultats
prdcddemment obtenus n'dtant pas pleinement satisfaisants au regard de la pr€cision que nous
voulons atteindre, nous avons 6t6 amend tr concevoir la m6thode d6crite au chapitre III pour
rdduire I'erreur radiale d'olbite dans les mesures altirn6triques. Afin d'estimer la fonction de

covariance de I'erreur d'orbite rdsiduelle aprds application de la comection d'erreur d'orbite
par la mdthode de d6modulation, les errculs du champ de gravitd GEM-T2 jusqu'au degr6 et
ordre (10,10) ont 6t6 intloduites dans le plograrnrne SELECT (du Bureau Gravimdtrique
International, Mme Vales) qui est basd sur le folmalisme de Kaula. Ce programme permet de

calculer le spectre des perturbations orbitales du satellite suivant la composante radiale. P.

Mazzega a sdlectionn6 les fr6quences dont I'amplitude est sup6rieure d 1 cm excluant les
fr6quences autour de un cycle par rdvolution, qui ont 6td 6lirnindes par la d6modulation
complexe. I1 a ensuite calcul6 la transform6e de Fourier inverse du spectre de puissance
obtenant ainsi la fonction de covariance des erreul's d'orbite rdsiduelles. Cette fonction a la
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Table IV.2 : Rdsumd des principales caractdristiques des paramiffes pour les fonctions
d'autocorr1htion des erreurs sur-Ies donndes et des constituants des mar,ies.

Type d'erreur Fonction de
covariance analytique

.bcart
type (cm)

Longueur de corr6lation (L),
Temps de cordlation (T) ou
P6riode (P)

Bruit instrumental Dirac lo
Erreur radiale
d'orbite

Produit d'un cosinus
et d'une fonction
gaussienne

100 P = 1 cycle par rdvolution
T = 5 r6volutions

150 P=1jour
T = 2 iours

Variabilit6
mdso6chelle

Produit de fonctions
gaussiennes

t0 L= 130 km
T = 25 iours

Erreurs r6siduelles
sur les corrections
de propagation

Produit d'un cosinus
amorti et d'une
fonction gaussienne

l0 L = 1700 km
T = 5 jours
P = 3200 km

Erreur sur la
surface moyenne
oc6anique

Produit d'un cosinus
et d'une fonction
gaussienne

2to L=310km
P = 2040 km

Mz Cosinus amorti 23,4
L = 14" (1550 km)
P = 108' (1200 km)

Sz Cosinus amorti 9:3
Nc Cosinus amorti 4.9
Kz Cosinus amorti 2.6
Kr Cosinus amorti E.5

L = 15" (1660 km)
P = 142" (15850 km)

Or Cosinus amorti 6.1

Pr Cosinus amorti 2.7

Qr Cosinus amorti 1.3

M* Cosinus amorti 0.6 L = 122' (14000 km)
P = 220" (24425 km)Mr Cosinus amorti 0.7

S"o Cosinus amorti l.l
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mOme forme analytique que D5 mais avec des paramdtres diff6renB : {,16 = (150 cm)2, AT =
2 jours et Tsrs = I jour. Cette p6riode de 1 iour corrcspond I une p6riode de rdsonance "pluri-
joumalibre- (cfr. $III.4) particulidrement forte dans le cas de Geosat.

La fonction de covariance a priori des erreurs qui affectent les mesures altimdtriques, en

fonction de la distance angulaire et de I'intervalle de temps qui s6parent deux donn6es, est:

D(yij,xrj; = Dr(ri) + D2(ryrjl + D3(ylj,xrj) + Da(y'j,t'j1 + Or1cUl (4.60)

Les principaux parambtres des fonctions d'autocovariance du signal de mar€e et des erreurs
sont rassemblds dans la Table IV.2. Si on ne tient compte que des autocovariances de la
mar6e, la variance totale (lorsque V'j=0) de la marde est (28 cm)2 alors que la variance totale
des erreurs (V'j=0, tij=0) est (260 cm)2. La solution inverse est la solution optimale, 6tant
donn6 toutes les informations a priori que nous venons de d6crjre.

Malgr6 le rappolt signal sur bruit ddfavorable (de I'ordre de 0.01), une solution d'une
pr6cision meilleure que la dizaine de centimdtres peut Otre obtenue, car les caractdristiques
spectrales en fr6quence et en longueur d'onde du signal de mar6e sont distinctes des

caractdristiques spectrales des erreurs.

IV.7.3 - Le problbme de I'aliasing

Plusieurs jours s6parent les passages r6pdtitifs du satellite Geosat au dessus d'un mOme

point gdoglaphique, de sorte que les mar6es diulnes et semi-diurnes sont "vues" par le
satellite comme des oscillations I basse frdquence de la surface de la mer (principe de

I'aliasing ou repliement du spectre). Le signal de malde, dont I'amplitude est bien plus
impor"tante que celle de la plupart des signaux de valiabilit6 oc6anique, doit 6tre rctranchd des

mesures altim6triques brutes afin de ddtelminer trbs pldcisdment les autres signaux. Le
repliement du spectre des mardes vers les basses fr6quences (ou aliasing) complique la
s6palation du signal des mar6es de celui des signaux de variabilitd b longue p6riode. En
particulier, dans le cas de I'orbite hdliosynchrone du satellite ERS1, les constituants luni-
solaires K2 et K1 sont aliasds aux fi€quences de 2 et I cycles par an et les constituants solaires
P1 et 52 apparaissent en 1 cycle par an et tr la frdquence nulle (Table IV.3). Cet exemple
montre que non seulement les constituants des mardes se confondent avec les variabilitds
ocdaniques annuelles et interannuelles, mais qu'il est trds difficile de les distinguer entre eux,
mOme dans le cadre de rnissions altimdtriques s'dtalant sur plusieurs ann6es.

Le probldme de I'aliasing, tel qu'il vient d'Otre pr6sent6, repose sur une vision de I'analyse
unidimensionnelle classique des sdlies temporelles. Jusqu'I pr6sent, elle a guidd les
recommandations sur les choix les plus judicieux des orbites des satellites altimdtriques,
d6di6s I I'dtude de la cilculation ocdanique et des mar6es [Parke et al., 1987]. Cependant, il
faut modifier cette vision unidimensionnelle dans le cas des analyses spatio-temporelles par
mdthodes invelses. La distribution g6ographique de l'dchantillonnage spatio-temporel
particulier du signal des mar€es appelle d reconsiddrer le problbme de l'aliasing. Les cartes
globales des mardes oc6aniques montrent que les amplitudes et phases des diffdrents
constituants de la mar6e sont des fonctions spatialement lisses. Bien plus, les cartes cotidales
d'ondes de frdquences proches sont similaires (voir Table IV.1). Ces propri6t6s spatiales et en

frdquence sont quantifides statistiquement par les fonctions d'auto et d'intercovariances qui
sont introduites comme informations a priori dans les inversions. Plus simplement, cela
signifie que les mesures proches d'un point ori I'on ddsire prddire la mar6e fournissent des

informations statistiques sut'la mar€e en ce point (apportd pal les autocovariances) mais aussi
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Table IV.3 : Pdriodes apparentes des principaux constituants de Ia marde enfonction de la
pdriode de rCpititivitC des satellites altimitiques ftird de Jourdin, 1992].

Ondes P6riodes apparentes (ours)

Constituants Pdriode
(heures)

GEOSAT
Prep I 17.0505

JOurs

ERS 1

PreF = 35 jours
Topex/Poseidon
PreP.= 9'9156

JOUrS

K2
Sz
Mz
Nz

K1
P1
Or
Qr

t1.967
r2.000
t2.421
t2.653

23.934
24.066
25.819
26.868

88
r70
317
52

t76
4450

113
74

1 81
oo

94
90

363
365
75

r33

87
62
59
50

1 73
89
46
69
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que la restitution prdcise d'un constituant dominant de la marde aide i la restitution d'uns
constituant plus faible ou aliasd (grdce aux intercovariances).

Mazzega [1989] a montrd i I'aide de simulations que les pr6cisions des solutions de
mar€es par inversion de mesules altimdtriques sont insensibles au type d'orbite. En d'autres
termes, la pr6cision des solutions est inddpendante des fr6quences auxquelles les mardes sont

alias6es. On peut mOme dans le cas d'une orbite h6liosynchrone parvenir i restituer I'onde
solaire 52 alias6e i la fi€quence nulle. Le parambtle le plus important, qui contrOle la qualitd
des solutions inverses, est le rapport signal sur bruit (fonction essentiellement de I'erreur
d'orbite) et moins la longueur des s6ries temporelles analysdes. En conclusion, I'inversion des

mesures altimdtriques est une mdthode d'analyse indiff6rente au phdnomdne de I'aliasing,

IV.8 - Formule d'inversion conjointe des mesures mar6graphiques et altim6triques

Jusqu'i pr6sent, dans les inversions des mesules mar'dgraphiques, nous n'avons pris en

compte que les autocovariances du signal de mar6e. Nous ddsirons estimer en une 6tape les

constantes harmoniques des 11 constituants principaux des mardes oc6aniques h partir de la
combinaison des mesures mar€graphiques et altirn6triques. Pour ce faire, nous introduisons
une nouvelle 6quation d'observation pour les mesures mardgraphiques, plus complbte et
compatible avec l'dquation d'observation des mesures altim6triques :

uo,,(ri)= 
Ir*," 

,1,. i f unntr) 6(r-r') 6(p-q)5(k-n) + e{},(r') @.6t)

que I'on peut r66crire sous une forme plus compacte :

11 2

uo"(tt) (4.62)

(4.63)

(4.6s)

avec

P=l k=1

Cg*r*

I,,',_
e8h'i (t) = dr (.) 6(r-r') S(p-q) 6(k-n)

La solution de I'inversion coniointe des mesures mar6graphiques et altim6triques, compte
tenu des notations pr€c6dernment introduite ainsi que les opdrateurs qui ont €td dlfini, s'6crit
sous forme matricielle :

0=c. lc' s'l.t'i$l @.64)

e=c.[c'sr].s'.1:] " (4.6s)

avec

S_ 0Ceueu

0 l.IGCGr GCgr

gCGr gCgr

On a suppos6 que les erreurs sur les mesures mardgraphiques et altimdtriques sont non
corr6l6es. Les fonctions de covariances des erreurs sont comme pr6c6demment des fonctions
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de Dirac. Les variances des erreurs altimdtriques et mardgraphiques ont 6t6 fixdes d la m0me
valeum de (10 cm)2. Cette valeur qui peut paraitre excessive pour les mesures mar€graphiques
s'est imposde dans la pratique, caL des valeurs plus faibles rendent la matlice S singulibre
pour des lots d'environ 15000 I 18000 donndes.

IV.9 - Rdsolution num6rique

Les paragraphes prdcddents ont traitd essentiellement des formules d'inversion ainsi que
de la description des termes qui les composent. Il est un sujet que nous n'avons pas encore
abord6 et qui concerne la partie num6rique et plus particulidrement I'inversion de la matrice
S. Cette matrice est pleine, dimensionnde par le nombre de donn6es d inverser et, de plus,
comme elle est construite i partir de fonctions de covariance, elle est symdtrique ddfinie
positive.

La solution des probldmes inverces comporte une multiplication matricielle de I'inverse de

la matrice S par le vecteur des donn6es D. Calculer explicitement I'inverse de S revient i
rdsoudre N (nombre de donndes) systdmes lin6aires. Il est donc bien plus 6conomique de

rdsoudre le systOme lindaire S X = D, dont la solution est X = S-1 D. La r6solution de ce

systbme lindaire se fait par la mdthode classique de Cholesky congue pour r6soudre les
systdmes lindaires dont la matrice est symdtrique ddfinie positive. Cette mdthode consiste I
calculer la factorisation S = BT B de Cholesky oD B est une matdce triangulaire infdrieure et
puis h r€soudre successivement les deux systdrnes lindailes i matrices triangulaires : B w = D
et Br X = w. Au total, la mdthode de Cholesky ndcessite de I'ordle de N3/6 additions, N3/6
multiplications, N2/2 divisions et N extlactions de Lacines, alors que la mdthode gdndrale de
rdsolution de systdme lin6aire de Gauss requielt N3/3 additions, N3/3 multiplications, N2/2
divisions [Ciarlet, 1988].

La sous-programme de r6solution par la mdthode de Cholesky que nous utilisons provient
de la librairie LINPACK. Un test men6 sur la r'dsolution d'un systdme (18 000 x 18 000) a

montr€ que les solutions inverses sont encore stables sul de tlds glos systdmes. En ddfinitive,
la dimension des matrices qui ont 6t6 invers6es est conditionn6e par la puissance des moyens
de calcul dont nous disposons, c'est-i-dire pal la place en mdmoire centrale de I'ordinateur et
le temps de calcul des inversions. Pour calculer les solutions de I'atlas OMP1/2 qui est ddcrit
dans le chapitre suivant, la dimension des matrices inversdes est de I'ordte de 11500x11500.
Cette dimension est un un bon complomis entre le temps calcul dont nous disposions et le
nombre de lots de donndes (et par cons6quent le nombre total de donndes) qui peuvent 0tre
invers6es. Enfin, signalons que le conditionnement des matrices est de I'ordre de 104.

Nous avons vu que pour obtenir les solutions, il ne faut €soudre qu'un systdme lindaire.
Par contre, le calcul des covariances a posteriori C(r,r) n6cessite la r6solution d'un systdme
lindaire par point r oi on la calcule. En effet, I'inverse de la matrice S multiplie la fonction de

covariance a priori qui diffdle d'un point d I'autre. On comprendra donc pourquoi les cartes
de covariances a posteriori que nous prdsentel'ons ont des rdsolutions beaucoup plus
grossidres que celles des solutions.
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IV.10 - Conclusions

Dans ce chapitre technique, nous avons explicit6 les formules d'inversions des mesures
mardgraphiques, gravim6triques et altim6triques avec lesquelles les modbles globaux de
mardes oc6aniques prdsentds dans le chapitre V ont dtd calculds. La th6orie des probldmes
inverses fournit ull outil d'analyse qui permet de traiter simultandment des mesures de nature
diffdrente. De plus, elle permet de prendre en compte des caractdristiques spatio-temporelles
du signal des mardes et des erreurs affectant les donndes au travers des fonctions de
covariance et de g6ndralisel les mdthodes plus anciennes comme les mdthodes des
concordances ou de convolution.

Une grande part du travail consiste i choisir les diff6r'entes fonctions de covariance. Nous
avons vu la grande utilitd des moddles hydrodynamiques de mardes ocdaniques grOce

auxquels les fonctions de covariance du signal des mar6es peuvent €tre quantifides. Les
mdthodes inverses permettent aussi de calculer des estimations des erreurs formelles; nous
verrons dans le chapitre suivant leur grande utilitd dans I'interpr'6tation des rdsultats. Par
ailleuls, le probldrne du repliement du spectre des mar6es, que I'on rencontre dans les
m6thodes classiques d'analyse des mesures altirn6triques, est fortement r€duit dans le cas
d'analyse par mdthodes inverses.

Enfin, le prix de cette gdndralisation des mdthodes de d6termination des constantes
harmoniques des mardes ocdaniques i partir de mesures hdtdrogbnes est un coOt de temps de
calcul bien plus 6lev6 que pour les m6thodes existantes.
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CHAPITRE V: MODELES INVERSBS DES MAREES OCEANIQUES

V.1 - Introduction

Ce chapitre est consacrd d la prdsentation des modbles de mardes oc6aniques qui ont 6t6
obtenus par inversion des mesures mardgraphiques, gravimdtriques de mir€e t6rrestre et
altimdtriques. Ces modbles ont la particulaiitd-d'Otre des modbles globaux et bas6s sur
I'analyse des mesures uniquement, sans aucune contrainte hydrodyiamique, c,est-d-dire
qu'ils sont a classer parmi les moddles du type -purement empirique-. L6s r6sultats sont
prdsentds suivant I'ordre chronologique dans tbquefits ont 6t6 obienus. Cet ordre correspond
d une complexitd croissante des sch6mas d'invbrsion en fonction du type et du nombie de
plus en plus important de donndes invers6es. I1 a permis aussi d'affiner io fur et d mesure les
fonctions de covariance et de d6terminer la combinaison optimale de mesures pour restituer
les mardes oc6aniques.

Avant ce travail, atrcune carte globale des amplitudes et phases des mardes oc6aniques n,a
6t6 dress6e de manibre empirique i partir de l'analyse des mesures mar6graphiques ou
gravim6triques de mar6e terrestre. Par contre, il existe un nombre consit6rible de
publications sur des cartes empiriques des mardes oc6aniques trac6es d partir de mesures
mar6graphiques sur de petites zones. En ce qui concerne, I'obtention de cartes de mardes
oc6aniques par inversion de mesures de mar6e gravimdtrique, il n'y a eu jusqu'd pr6sent
qu'une seule tentative conduite par Kuo et Jachens 119771qui ont dressd des cartes cotidales
dans_I.'Atlantique nord et le Pacifique nord-est. Ce n'eit que r6cemment que certains
mod6lisateurs en mar6e ocdanique ont port6 d nouveau un certain intdr6t pour leJmesures de
marde qravimdtrique suite d la publication de nos premiers r6sultats d'inversions pourdin et
al., 19921. c'est le cas, par exemple, de zahel trggzl qui a d6velopp6 un sch6ma
d'assimilation des mesures gravim6triques dans son moddle hydrodynamique.

Les mesures altim6triques ont suscit6 de nombreux travaux qui ont relanc6 une approche
purement empirique de mod6lisation des mar6es oc6aniques. Parmi tous ces travaux, ie plus
accompli est celui de Cartwright etRay [1990,1991J qui ont analysd deux ans de mesures
altimdtriques de Geosatpar la mdthode de convolution. A partir dei fonctions d'admittance,
ils ont dressd les carles cotidales des ondes principales de la mar6e. La comparaison pour
I'onde M2 avec le moddle de Schwiderski r6vdle dei divergences qui peuvent aiteindre 5 e 10
cm sur de vastes r6gions. Les comparaisons de ces deux modOies sur un jeu de mesures
m_ardgraphiques montrent qu'ils sont de pr6cision dquivalente. Parallblement d leur travail,
Wagner a publi6 une solution pour I'onde Mz d paitir des mesures de Geosat t19901 qui
d'aprds ses tests fWagner, 1991] est d'une prdcision voisine de celle de Cartwrigfrt 

"t 
niy.

Comme ces auteurs, nous avons obtenu des solutions de mar6es d partir des mesures
altim6triques. Un pas suppldmentaire a 6t6 franchi en utilisant conjoint.*"nt des mesures
mar6graphiques et altim6triques.

Nos r6sultats d6montrent la grande compldmentarit€ des mesures mar6graphiques et
altimdtriques. Ces deux types de mesures forment la combinaison optimale pour restituer les
larde_s oc6aniques. L'utilisation des mesures de marde gravimdtrique se heurte h un problbme
de mdconnaissance du contenu exact de la mesure. Nius montio.rs qu'elles apportent des
informations sur les mar6es en grande partie redondantes avec celles contenues dans lesmesures mar6graphiques. Les solutions des mw1e$ pff inversion conjointe des mesuresmaftgraphiques et a.l-timdtriques sont quantitativ"-"nt bonnes. Elles ne sont pas encore6quivalentes aux meilleures Jolutions aituelles. Les raisons en sont essentiellement la plusfaible prdcision des mesures altimdtriques que nous avons utilisdes et re manque de donn6esinversdes localement. Dans I'avenir, une ieconde itdration sera effectu6e. Cette nouvelle



ba
r30

BO

40

-40

-80

00

BO

4A

-40

-80

80

dc

40

-40

-80

0

-80

-80 -30 20 -80 -30 20

Figures V.l : Cartes cotidales de l'onde M2 obtenues par inversion des mesures
marigraphiques (indiquies par les points) dans I'ocdan Atlantique. Amplitudes en cm (a),
phases en degrds (b),4carts types en cm des composantes enphase. (c) et en quadrature (d).

/---- 339

-0-

'@

@
1$

Jb

o
t4

O



131

solution servira de solution a priori pour les inversions des mesures altim6triques de
Topex/Poseidon.

V.2 - R6sultats des inversions mar6graphiques et gravim6triques

L'objectif de ces premiers essais d'inversions des mesures mar6graphiques et
gravimdtriques de mar6e terrestre est de mettre en oeuvre la mdthode inverse dins des
configurations simples et peu co0teuses d'un point de vue informatique. C'est une 6tape
prdalable h un sch6ma d'inversion plus complexe comprenant des mesures d'altimdtrie par
satellite. Seules les constantes harmoniques de I'onde principale M2 ont 6td invers6es. Les
composantes en phase et en quadrature de la mar6e ont 6t6 calcul6es ind6pendamment et
ensuite combin6es pour obtenir des cartes en amplitude et phase

Y.2l - Inversions des mesures mar6graphiques

Les solutions inverses de I'onde de mar6e M2 i partir des mesures mardgraphiques seules
ont 6td calculdes sdpardment dans les oc6ans Atlantique, Pacifique et Indien. Cette sdparation
naturelle permet de tenir compte de manibre artificielle des continents, en ne considdrant pas
les corr6lations des donndes situ6es dans des oc6ans diff6rents. Dans ces premidres tentatiires
d'inversion, nous n'avons pas imposd la continuitd des solutions aux ?rontibres entre les
diffdrents oc6ans. Celle-ci sera assurde ult6rieurement en effectuant des inversions globales.

La plupart des mesures mardgraphiques sont cdtidres; il y a quelques mesures p6lagiques
en grande majoritd dans I'Atlantique nord. Afin de rdduire le nombre de donn6es i analyser et
surtout d'6viter une redondance dans les mesures, nous avons choisi de faqon aldatoire au
maximum une donn6e par degr6 carr6. Environ 500 donndes ont 6t6 s6lectionn6es dans
1'oc6an Atlantique ainsi que dans 1'oc6an Pacifique et200 dans I'oc6an Indien.

L,es solutions pour les trois ocdans et les cartes des 6carts types a posteriori sont prdsent6es
dans les Figures V.1-3. Les solutions sont qualitativement bonnes en comparaison avec le
moddle hydrodynamique de Schwiderski [voir Figures I.6, p. 24] m€me en plein oc6an oi les
donn6es sont 6parses. Les principaux points amphidromiques sont bien loca1is6s et les forts
gradients des amplitudes, par exemple, le long des cdtes du Pacifique en face de l'Amdrique
centrale et du Canada sont bien reproduits.

En toute logique, les 6carts types des solutions ont des amplitudes trds faibles prds des
donndes (inf6rieures d 5 cm) et ont des valeurs maximales (de I'ordre de 20 cm), proChes des
dcarts types a priori, dans les r6gions oi il n'y a pas de donn6es. Ce qui signifie tout
naturellement que, ld of il n'y a pas de donn6es, il n'y a pas eu d'am6lioration noiable en ce
qui concerne la connaissance de la mar6e. Dans le cas particulier de I'inversion des mesures
mar6graphiques, la solution trouv6e est une pure interpolation entre les donn6es avec une
contrainte de norme minimale sur les 6car1s aux donn6es. Aux emplacements des donndes, la
solution inverse adopte plus ou moins les valeurs des donn6es suivant le degr6 de confiance
s.urleurs valeurs sp6cifi6 par la fonction de covariance des effeurs sur les donndes. Ailleurs,
I'information sur le signal des mar6es est propag6e des donn6es vers le point oD la mar6e est
interpol6e par la fonction de covariance a priori sur le signal de mar6e. Lorsque la distance
entre le point d'interpolation et la donn6e la plus proche augmente, la quantit6 d'information
propag6e diminue; la solution inverse tend vers la solution a prioir. Cette transition vers la
solution a priori est d'autant plus lisse que la longueur de iorr6lation de 1a fonction de
covariance du signal est grande.

l,es covariances a_posteriori de la composante en phase ont 6t6 calculdes dans deux boites
de 10' x 10' situ6es dans I'Atlantique (voir leurs localisations dans la niguie-V.el. ra valeui
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au centre des boites (Figures V.4.a-b) est la variance a posteriori en ce point, tandis que les
valeurs non centrales sont les covadances entre I'erreur en ces points et I'erreur au point
central. La premibre boite, dans I'Atlantique sud, est la covariance typique d'une rdgion oi il
y a peu de donn6es : la variance au centre (20.5 cm)2 est proche de la variance a priori (24.3

cm)2; la covariance est lisse et I'erreur est corr6l6e sur de grandes distances; et la solution
n'est que faiblement contrainte par les donn6es. Par contre, dans la seconde boite situde dans

I'Atlantique nord et qui contient trois donndes (dont les emplacements sont indiqu6s par des

gros points dans la Figure V.4b), la variance n'est que de (4.9 cm)2, la covariance a posteriori
est non isotrope et la longueur de corrdlation est infdrieure d I degr6. La solution est bien
contrainte dans cette rdgion. Dans chacune des boites, les covariances ont 6td 1chantillonn6es
suivant des profils rectilignes dessinds dans les Figures V.4a-b. Le spectre de Fourier du
profil de la premibre boite (Figure V.4c) est domin6 par les grandes longueurs d'onde
refl6tant le caractdre lisse et la grande longueur de corr6lation de la fonction de covariance
des erreurs sur la solution. A I'inverse, le spectre de Fourier du profil de la seconde boite
(Figure V.4d) est plutOt plat et peu dnergdtique; c'est celui d'un bruit al6atoire. Dans ce cas,

la longueur de corr6lation de la fonction de covariance des erreurs sur la solution est quasi
nulle, caractdristique d'un problbme bien r6solu.

La solution inverse est en bon accord avec le modble hydrodynamique de Schwiderski
dans les rdgions oi il y a des donn6es. Ce rdsultat n'est pas surprenant, puisque le moddle
semi-empirique de Schwiderski est dgalement contraint par des mesures mar€graphiques. Les
diffdrences les plus importantes apparaissent dans l'hdmisphbre sud en raison du peu de

donndes. La solution inverse est donc moins fiable comme I'indiquent les 6carts types a
posteriori qui sont 6gaux I l'6cart type a priori. Par ailleurs, on peut s'attendre I ce que la
solution inverse soit localement plus pr6cise que le moddle hydrodynamique dans certaines
r6gions. Ainsi, par exemple, au milieu de I'Atlantique nord, la solution inverse prddit une iso-
amplitude de 20 cm sur la base de mesures p6lagiques r€centes, alors que le moddle de

Schwiderski, qui n'a pas dt6 contraint par ces donn6es, donne une iso-amplitude de 30 cm.
Sur ce point pr€cis, la solution inverse est en accord avec le moddle aux 6l6ments finis pour
l'Atlantique nord de LeProvost et Vincent [1991].

La solution inverse a aussi 6td compar6e aux donndes non incluses dans f inversion.
L'histogramme (Figure V.5a) des dcarts entre la solution inverse et les mesures insulaires et
p6lagiques montre que les ddsaccords sont en moyenne inf6rieurs tr 5 cm. Par contre,
I'histogramme (Figure V.5b) des dcarts entre la solution inverse et les mesures de

mar6graphie cOtidre sont bien plus importants. En effet, si on n6glige les r6sidus supdrieurs b

30 cm, on obtient une distribution quasi gaussienne d'une moyenne de 0.1 cm et de variance
(10.9 cm)2 pour la composante en phase (les r€sultats pour la composante en quadrature sont
similaires). Les raisons de ce moins bon accord entre la solution inverse et les mesures
c6tidres sont triples. Primo, la fonction de covariance a priori du signal de marde, qui est

ddduite i partir d'une moyenne statistique, a tendance i lisser les forts gradients des

amplitudes de la mar€e que I'on rencontre dans les mers littorales. Dans ces mers,le signal de

mar6e est plus 6nerg6tique et corr616 d moins grande distance qu'en moyenne sur tous les
oc6ans, comme on peut s'en assurer en calculant la fonction de covariance du signal de mar6e

i partir des mesures de mar€graphie cdtidre [Jourdin, communication personnelle]. Secundo,
les donndes de mar6graphie c6tidre sont, A I'inverse des donndes pdlagiques, nombreuses et
de qualit6 in6gale. La s6lection d'une mauvaise donn6e contamine localement la solution,
mais inversement la comparaison avec une mauvaise donn6e donne une fausse id6e de la
qualitd de la solution inverse. La tloisidme cause est le risque de contamination des constantes
harmoniques le long des c6tes par des phdnomdnes dynamiques locaux (atolls, port,...) qui ne

sont pas pris en compte dans la solution inverse.
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Figure V.7 : Ecarts rypes (en cm) de la solution de l'inversion des mesures gravim'itriques de

marde terrestre pour la composante en phase de I'onde Mz.
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Les tests de comparaison avec les mesures mardgraphiques que nous venons de discuter
doivent 6tre considdr€s avec prudence. Les estimations sont certainement trop optimistes
puisque, comme nous avons s6lectionn6 au moins une donnde par degrd can€, il y a toujours
une donn6e qui contraint la solution dans le voisinage immddiat (i une distance angulaire
infdrieure i 1 degr6) de la donn6e test. De plus, celui-ci n'est pas global puisque la couverture
des mesures ne I'est pas.

L'inversion des mesures mar6graphiques seules est riche en enseignement. Tout d'abord,
elle a permis de valider la m6thode inverse et a montr6 que I'emploi de covariances
homogbnes et isotropes est bien adaptd i une restitution i 1'6chelle globale des mar6es
ocdaniques. Les rdsultats montrent que les mesures de mar6graphie c6tibre contiennent de

I'information sur la mar6e en plein ocdan qui peut €tre exploit6e au travers d'une mdthode
inverse. Le calcul des covariances a posteriori rdvdle que les mesures mar6graphiques sont de

bonnes contraintes pour dvaluer les mar€es ocdaniques, mais ne sont pas suffisantes en raison
du manque de mesures dans certaines rdgions. Enfin, il faut temp6rer notre optimisme face d

ces r6sultats en raison de la mdconnaissance de la qualit6 des donndes qui ddtermine in fine la
prdcision des solutions inverses.

V.2.2 - Inversion des mesures gravim6triques

La Banque de donn6es ICET contient les constantes harmoniques de la mar6e terrestre de
plus de 300 stations. Parmi celles-ci, nous en avons s6lectionn6 233. Nous avons 6limin6les
stations les plus anciennes, ceftaines stations c6tidres et celles dont les rdsultats sont douteux
en raison de pannes instrumentales.

Les solutions de I'inversion des mesures de mar€e gravimdtrique (Figure V.6) reproduisent
les principaux traits caractdristiques de l'onde de mar6e Mz. Elles sont cependant moins
rdalistes que celles obtenues par I'inversion des mesures mardgraphiques. La plupart des
points amphidromiques connus sont bien localisds et leurs sens de rotation sont corrects. Par

contre, les amplitudes sont trop faibles. Les meilleurs r€sultats sont probablement obtenus
dans I'Atlantique nord-est gr0ce aux nombreuses stations gravimdtriques europdennes. On
peut constater que la solution en amplitude est bien plus lisse que la solution de I'inversion
des mesures mardgraphiques. Les mesures gravimdtriques contiennent une information
globale sur les mar6es oc6aniques; de ce fait, I'information sur les courtes longueurs d'onde
est r6duite, comme le confirme la fonction de covariance du signal des effets de surcharge
oc6anique dont la longueur de corr6lation est plus grande que celle de la fonction de

covariance des mar€es ocdaniques (cfr. Figures IV.2). L'6cart type a posteriori (Figure V.7)
montre que les mesures gravimdtriques ne contraignent la solution de la mar6e ocdanique
pratiquement que le long des c6tes et autour des iles oi des mesures ont 6t6 effectu6es. En
dehors de ces r6gions, la solution tend vers la solution a priori (z6ro), ce qui explique les
amplitudes trop faibles.

La cause principale de ces rdsultats relativement modestes est la distribution gdographique
des mesures de mar6e gravim6trique. I1 n'y a pratiquement pas de mesures de qualitd sur le
continent nord amdricain et, par consdquent, la rcstitution de la mar€e ocdanique dans le
Pacifique nord-est et dans I'Atlantique nord-ouest n'est pas satisfaisante, comme le montrent
les 6carts types a posteriori. Dans I'h6misphdre sud, il n'y pas de lacune en ce qui concerne la
rdpartition gdographique des stations, mais c'est la forme des continents qui empOche une
bonne distribution spatiale des stations. Les 6carts types a postedori nous enseignent que les
mesures gravimdtriques peuvent contraindre les mardes ocdaniques dans un rayon d'une
dizaine de degr€s autour de la station (voir les 6carts types autour des iles) et donc les
mesures gravimdtriques sur les continents seuls ne peuvent pas contraindre la marde en haute
mer. La seconde cause de ces rdsultats mitigds est que les vecteurs rdsidus invers6s
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Figure V.8 : Carte cotidale de I'onde M2 obtenue par inversion des vecteurs des effetf d!
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Figure V.9 : Amplitude (en cm) de la dffirence ente les cartes cotidales de I'onde M2
oitenues par inversions des mesures gravimdtriques de marde terrestre et des effets
gravimdtriques de surcharge ocdanique (Figure V.8).
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contiennent non seulement les effets de surcharge ocdanique mais aussi une contribution
(probablement de I'ordre de L}Vo du signal total) provenant de ph6nomdnes d'origine
gdophysique non mod6lisds car mal connus comme ceux dus aux h6tdrogdn6itds locales ou
d'origine tectonique [Yanshin et al., 1986; Melchior et Ducarme, 1991; Rydelek et a1., t99L;
Robinson, 1991]. Ces effets que nous consid6rons dans I'inversion comme des erreurs sont
reprdsentds en terme de covadance par une fonction de Dirac, car nous ne disposons d'aucune
information pr6cise sur leurs spectres de puissance. Il en r6sulte que les solutions inverses
sont les constantes harmoniques de la mar€e plus une partie des erreurs projetdes sur ces
constantes. Enfin, le dernier facteur qui influe sur la prdcision des solutions est la manidre
dont les erreurs instrumentales (influences thermiques, sensibilit6, effets barom6triques, ...)
sont mod6lis6es. Nous avons fait I'hypothbse que les erreurs instrumentales sont non
corr6l6es entre les diffdrentes stations. Cette hypothdse est certainement contestable, car la
plupart des instruments a €t6 callbr€e i la station fondamentale de Bruxelles [Ducarme, I976)
et des travaux r6cents [Baker et a1., 1991] ont montrd qu'une erreur systdmatique
d'dtalonnage en amplitude est fortement probable.

Afin de quantifier les effets des autres signaux gdophysiques inclus dans les mesures de

mar6e gravim6trique et des erreurs instrumentales sur la solution inverse, nous avons inversd
les vecteurs des effets gravimdtriques de surcharge oc6anique estim6s par la mdthode de
convolution de Farrell h partir du moddle de Schwiderski aux emplacements g6ographiques
des 233 stations de marde gravim6trique. La solution inverse (Figure V.8) restitue mieux la
mar6e prds des continents et n'est pas satisfaisante en plein oc6an. Ce rdsultat est coh6rent
avec les prddictions des 6car"ts types a posteriori. Nous avons ensuite fait la diff6rence entre
cette solution et la solution de I'inversion des mesures gravim6triques (Figure V.9). Le signal
r6siduel repr6sente la projection des eu'eurs instrumentales, des eileurs du modble de
Schwiderski et du signal autre que de marde oc6anique contenu dans les mesures
gravim6triques sous forme d'amplitude de la mar6e oc6anique. A la lumidre de cette
expdrience, il apparait clairement qu'ily a une quantit6 d'information non ndgligeable et non
attribuable aux mar6es ocdaniques dans les mesules gravim6triques. Le probldme de la
s6paration de ces diffdrentes contributions reste ouveft.

Amdliorer les modbles des mar6es ocdaniques par inversion des mesures gravim6triques
semble vou6 i I'dchec tant que le contenu gdophysique des mesures gravimdtriques ne sera
pas complbtement dlucid6. Toutefois, I'inversion des mesures gravim6triques pourrait
contribuer i la r6solution de ce probldme i condition de ne pas restituer uniquement les
constantes harmoniques de mar6e mais de restituer conjointement d'autres parambtres
comme, par exemple, des coefficients de perturbation des fonctions de Green. Une telle
approche rend le probldme non lin6aire et extr6mement co0teux d'un point de vue
informatique. Cependant, si on arrive i sdparer les effets de surcharge oc6anique des autres
effets g6ophysiques, on devrait pouvoir mettre en dvidence des anomalies locales ou
rdgionales des mar6es terrestres et infirmer ou confirmer les anomalies r6gionales que l'on
observe ddjb dans les r6sidus de la Banque de donn6es ICET [Melchior, communication
personelle L993). Nous n'avons pas pouss6 plus avant les investigations sur ce sujet, car elles
nous dloignaient de notre objectif originel qui est I'am6lioration des modbles de mardes
oc6aniques.
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Figure V.l1 : Ecarts rypes (en cm) de la solution de l'inversion conjointe des mesures
ma-rdgraphiques et gravimdtiques de marde terrestre pour la composante en phase. de I'onde
M2.
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Y.2.3 - fnversion conjointe des mesures mardgraphiques et gravim6triques

Inverser conjointement les mesures mardgraphiques et gravim6triques procbde d'une
double intention : tester la compldmentaritd des deux types de donn6es et leur coh6rence. les
rdsultats (Figure V.10) de I'inversion conjointe sont ddcevants. En effet, on pouvait espdrer
une certaine compl6mentaritd entre les mesures mar6graphiques qui apportent une
information ponctuelle et les mesures gravimdtriques qui apportent une information globale
sur la mar6e. Cette compldmentaritd n'a en pratique pas tenu ses promesses, car les mesures
mardgraphiques et gravim6triques contraignent les mOmes r6gions, c'est-i-dire les zones
c6tidres (voir les 6carts types a posteriori des solutions de I'inversion des mesures
mardgraphiques et gravim6triques seules). Or, les mesures mardgraphiques seules
contraignent ddje fortement la solution inverse et I'information de type intdgral que les
mesures gravim6triques pourraient apporter est redondante eu 6gard i la rdpartition des
mesures mar6graphiques dans les zones c6tibres. La non compldmentaritd des mesures
mar6graphiques et gravim6triques est quantifide par le calcul des 6carts types a posteriori.
Ceux-ci (Figures V.11) sont globalement un peu plus faibles que les dcarts types de
I'inversion des mesures mardgraphiques seules : les 6carts types diminuent puisque
I'information a priori a augmentd, mais ils ne diminuent que trts peu puisque I'information
suppl6mentaire est en partie redondante.

Cette conclusion repose sur I'interpr6tation des 6carts types a posteriori qui ddpendent
uniquement de la r€partition g6ographique des diff6rentes mesures ainsi que des covariances a

priori du signal des mardes et des erreurs (ce terme comprend tout ce qui n'est pas signal des
mardes) sur les diff6rentes mesutes. De ce fait, elle pourrait 6tre remise en question si nous
disposions d'une description statistique plus r6aliste de ces erreurs. On peut s'attendre i ce que
les erreurs sur les mesures mar€graphiques soient engendr6es par des phdnomdnes de

dynamique locale ou r6gionale et que les errcurs sur les mesures de marde gravim6trique
d'origine gdophysique aient des signatures h grandes longueurs d'onde. Ainsi, bien que la
r6partition gdographique des mesures mar6graphiques et gravimdtriques de marde terrestre
soit redondante, la combinaison de ces deux types de mesures devrait quand m6me apporter
une contrainte intdressante pour restituer les mar6es oc6aniques en raison de la
compldmentaritd des spectres des erreurc qui les affectent.

L'analyse sommairc du trac6 de la solution conjointe montrc que I'exactitude des r6sultats
par rapport i I'inversion des mesures mar€graphiques seules est ddgradde. L'incoh6rence
entre les deux lots de donn6es est tr I'origine de cette d6gradation. C'est la m6connaissance du
contenu gdophysique des mesures gravimdtriques, qui ne permet pas une description
cohdrente en terme de fonctions de covariance et qui conduit d des solutions peu probantes.

En conclusion, dans le cadre de ce thdse, nous avons d6cid6 de ne plus utiliser les mesures
de mar6e gravimdtrique dans les inversions. En effet, un effort trds important concernant la
moddlisation du signal g6ophysique que contiennent les mesurcs de mar6e gravim6trique est
ndcessaire afin d'apporter une contribution utile au problbme des mar6es oc6aniques.
Cependant, elles restent d'une grande utilitd pour tester de manibre externe et globale les
moddles de mar€es oc6aniques.
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V.3 - R6sultats des inversions des mesures altim6triques et mar6graphiques

Les rdsultats pr€sentds dans ce paragraphe sont le fruit d'un travail de recherche men6 par
une 6quipe (Mazzega, Berg6 et Francis) dont I'objectif est d'obtenir le meilleur moddle
empirique des mar6es oc6aniques i partir de mesures mar6graphiques et altim6triques de
Topex/Poseidon.

Le premier paragraphe concerne les premiers essais d'inversion des mesures altim6triques
de Geosat pour restituer de manibre globale les principaux constituants des mardes. Ils ont
permis de mettre au point la strat6gie d'inversion conjointe de mesures mardgraphiques et
altimdtriques qui a servi tr dresser les cartes des mar6es ocdaniques d'un premier atlas, appeld
oMPl/2.

V.3.1 - Inversion des mesures altim6triques

L'inversion des mesures altim6triques seules est A considdrer comme une premibre
expdrience grandeur nature avant I'inversion conjointe des mesures mar6graphiques et
altimdtriques. C'est un passage oblig6 afin de tester et de mettre au point le code d'inversion.
En outre, au travers de cette expdrience, I'appolt de la mesure altimdtrique h la mod6lisation
des mardes ocdaniques peut Ctre appr€ci6.

Un an de mesules altimdtriques de Geosat i partir du mois de novembre 1986 a 6td
s6lectionn6. Aprts un moyennage de ces mesures sur 15 secondes et aprBs dlimination des

donndes aberrantes, il en subsiste 106. Inverser simultandment I'ensemble de ces donn6es
n'est actuellement pas envisageable. C'est pourqluoi, 22lots de mesures altimdtriques de
12.000 donndes choisies de manibre aldatoire (c'est-h-dire au total 264.000 donndes) ont 6td
inversds sdpardment, obtenant ainsi 22 atlas de solutions des 8 ondes principales de mar6e
(Mz, Nz, 52, K2, Pt , 01,, Kr, Qr) d'une r€solution de 1ox1o. L'atlas final, baptis6 OMPO, est
calculd en moyennant les solutions des 22 atlas. Le co0t en temps de calcul est de 50 heures

CPU sur CRAY2.

Les solutions de I'atlas OMP0 sont dans I'ensemble satisfaisantes sauf le long des cdtes, oit
la couverture des mesures altimdtriques est g6ndralement trbs mauvaise. Par exemple, la
restitution de l'onde principale de mar€e M2 (Figure Y .12) est h premidre vue qualitativement
bonne. Dans le ddtail, par contre, elle rdvdle un certain nombre d'insuffisances : (1) les
gradients des amplitudes le long des cdtes sont trop faibles et mOme parfois pas du tout
restituds comme au large de la c0te ib6rique; (2) les points anti-amphidromiques (c'est-d-dire
points de maximum d'amplitude) en plein ocdan ont, par rapport au moddle de Schwiderski,
des amplitudes beaucoup trop fortes; et (3) les solutions sont bruit6es, ce qui se traduit par des

lignes d'iso-amplitude et d'iso-phase sinueuses. Malgr€ tout, il faut noter la relativement
bonne restitution mOme pour I'onde Q1 (Figure V.13) qui a une amplitude centimdtrique en
plein ocdan alors que I'eneur radiale d'orbite est de I'ordre du mdtre.

Les solutions des 22 atlas sont individuellement trts bruit6es. Ce bruit n'6tant pas corr6l6
d'un atlas tr I'auue est fortement r6duit par le processus de moyennage mais reste perceptible
(voir point (3) du paragraphe pr6cddent). De nombreux tests ont montrd que les solutions
partielles sont surtout sensibles au choix de la fonction de covariance de l'erreur radiale
d'orbite. Il a donc €td dlcidd de corriger p€alablement aux inversions les mesures
altimdtriques de I'errcur radiale d'orbite par la mdthode de ddmodulation complexe d6crite au

chapitre III. Les Figures V.14 permettent de visualiser, sur les solutions partielles, les
am6liorations qui ont 6t6 introduites progressivement. La Figure V.14a montle le r6sultat de
I'inversion de 3.000 mesures altimdtriques avec la configuration et le choix des fonctions de

covariance avec lesquelles les solutions OMPO ont 6t6 calculdes. On remarque les amplitudes
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trop 6levdes au milieu des oc6ans ainsi que la mauvaise restitution des gradients d'amplitude
le long des cdtes. La Figure V.14b montre le rdsultat de I'inversion de ces m6mes 3.000
mesures altim6triques mais cette fois corrig6es de I'erreur radiale d'orbite par la mdthode de
d6modulation et en introduisant une nouvelle fonction de covariance pour prendre en compte
les erreurs d'orbite r6siduelles aprbs correction. L'am6lioration de la solution est nette; non
seulement les maxima d'amplitude qui dtaient pr6cddemment trop 61ev6s sont att6nu6s vers
des valeurs plus rdalistes, mais de plus les gradients des amplitudes le long des c0tes sont plus
dnerg6tiques et donc mieux restitu6s. Enfin, une troisibme 6tape a consistd i inverser
conjointement aux 3.000 mesures altimdtriques 400 mesures mardgraphiques. On peut
observer une nouvelle amdlioration des r6sultats de I'inversion (Figure V.14c) montrant
I'intdrOt d'inverser simultan6ment des mesures altim6triques et mardgraphiques.

Y.3.2 - fnversion conjointe des mesures mar6graphiques et altim6triques

Compte tenu de I'ensemble des rdsultats d'inversions qui ont 6td pr6sent6s pr6c6demment,
un certain nombre d'enseignements pour am6liorer les solutions inverses des mar6es
ocdaniques a pu 6tre tird. Tout d'abord, I'inversion conjointe de mesures mar6graphiques et
altim6triques donne les meilleurs r6sultats en raison de la grande compldmentaritd de ces
deux types de mesures. Les mesures altimdtriques seules ne permettent pas d'obtenir de

solutions correctes le long des c6tes of pr€cisdment la plupart des stations mardgraphiques
sont situ6es. L'ensemble des tests effectu6s sur de petits lots de mesures altimdtriques pour
am6liorer les solutions de mar6e ont montr6 qu'une bonne dvaluation de I'erreur radiale
d'orbite est indispensable. Toutes les mesures altimdtriques inversdes ont 6t€, corrigles de

I'estimation de l'erreur d'orbite par la mdthode de ddmodulation complexe. Enfin, comme le
nombre de donn6es inversdes conditionne la pr€cision ultime des solutions des mardes, le plus
grand nombre possible de mesurcs altimdtriques (fonction du temps CPU disponible) sera
utilisd dans les inversions.

Y,3.2.1- Atlas OMP1/2

L'atlas des solutions de mardes ocdaniques OMP1/2 est le r€sultat de I'inversion de 88 lots
de donndes constitu6s chacun de 6.000 mesures altimdtriques (soit 520.000 donndes au total)
et de 310 ou 311 stations de mesures mardgraphiques (dquivalentes i environ 5.500 donndes).
I'es 44 premiers lots contiennent le mOme jeu de mesures mardgraphiques qui comprend les
constantes harmoniques des 8 ondes principales de la mar€e de 311 stations mardgraphiques
ainsi que les 3 ondes principales h longues pdriodes pour 122 de ces stations. Les 44 lots
suivants ont aussi en commun un jeu de 310 mesures mar6graphiques constitud des constantes
harmoniques des 8 ondes pour toutes les stations et parmi celles-ci les constantes
harmoniques des 3 ondes i longues pdriodes de 125 stations sont incluses. Ces deux jeux de
mesures mardgraphiques ne contiennent que des mesures de mardgraphie c6tidre ou insulaire
(Figure V.l5) et les mesures pdlagiques ont 6t6 conservdes afin de valider les solutions
finales. La s6lection des mesures mardgraphiques est une opdration laborieuse qui a 6td
effectude -i la main". IJne premidre s6lection a consistd i 6carter toutes les stations
mardgraphiques pour lesquelles on ne dispose pas des constantes harmoniques pour les 8
ondes principales. Ensuite, les constantes harmoniques de chaque station ont dtd compardes
avec celles des stations les plus proches ainsi qu'avec le moddle de Schwiderski. Cette
opdration permet de repdrer et d'6liminer les mesures abenantes ou peu rep€sentatives de la
mar6e dans une zone confinde. Une fois ce criblage des donn6es termin6, les deux jeux de

mesures mardgraphiques ont 6t6 constituds en veillant i ce que la rdpartition g6ographique et
le nombre de stations complenant les constantes harmoniques des ondes d longues p6riodes
soient 6quilibr6s dans les deux jeux.
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L'atlas final est obtenu I partir de la moyenne pond6r€e des deux atlas issus de la moyenne
des solutions inverses calcul6es h partir des 44 premiers et 44 derniers lots de donndes. Les
poids de la moyenne ponddr6e sont fonctions de la distance au mar6graphe le plus proche
dont les mesures sont considdr€es comme trds prdcises. L'atlas comprend les cartes cotidales
des 11 ondes principales de mardes (Mz, Nz, 52, K2, Pr , Or, Kr, Qr, M^, Mf, Sr),la surface
moyenne oc6anique ainsi qu'une estimation de I'erreur radiale d'orbite r6siduelle. La
rdsolution des cartes est de 0.5"x0.5" et les solutions couvrent les ocdans compris entre 67"
degr6 de latitude nord et 67" degrd de latitude sud b I'exclusion des mers fermdes. Environ 4
106 parambtres ont 6t6 estim6s pour un coOt total de325 heures CPU sur CRAY2.

Les cartes cotidales des 11 ondes principales des mardes ainsi que de la surface moyenne
ocdanique sont reproduites dans les Figures IV.16 tIV.27. L'am6lioration des solutions par
rapport i I'atlas OMPO est visible; en particulier, les solutions sont bien moins bruit6es ce qui
se traduit par des cartes beaucoup plus lisses.

La comparaison visuelle des solutions de I'atlas OMPll2 avec celles du moddle de

Schwiderski montrc un accord satisfaisant. En particulier, pratiquement tous les gradients des

amplitudes le long des c6tes ainsi que la majorit6 des points amphidromiques sont bien
restitu6s. Par contre, les amplitudes sont globalement et pour toutes les ondes plus faibles
dans les solutions OMP1/2.

En ce qui concerne les ondes semi-diurnes, les solutions OMPllz pr6sentent quelques
d6saccords par rapport au moddle de Schwiderski. Tout d'abord, les solutions OMPLI?
montrent un amphidrome prds de I'embouchurc de I'Amazone et un gradient des amplitudes i
la pointe de I'Afrique du Sud, qui n'apparaissent pas dans les solutions de Schwiderski.
L'existence d'un pseudo-amphidrome dans I'estuaire de I'Amazone est corrobord par les
mesures mar€graphiques in situ ainsi que par un article r€cent sur les variations du niveau de

I'eau dans I'estuaile de I'Amazone [Minster et al., 1993]. Il semblerait donc que sur ce point
particulier la solution de Schwiderski soit mise en ddfaut. Par contte, la structure observ6e b
la pointe de I'Afrique du sud du c6td de I'ocdan Indien a 6td engendr6e par des valeurs
errondes (dues d un probldme d'unit6) des mesures mar€graphiques qui ont 6t6 utilisdes dans

les inversions. Un autre d6saccord important concerne I'amplitude de I'anti-amphidrome situ6
au milieu de I'ocdan le Pacifique cOtd est; les valeurs des amplitudes des solutions OMP1/2
sont de l'ordre de 50 d 60Vo de celles de Schwiderski. Nous n'avons pas d'explication sur ce
point. Enfin, la structure complexe de la mar€e sur le plateau des Falkland n'est, tr premibre
vue, pas restitude de manidre tout i fait satisfaisante dans les solutions de OMP1/2. Ainsi, par

exemple, des amphidromes qui auraient d0 prendre place du c6t6 de I'ocdan Atlantique
apparaissent de I'autre cdt6 de I'Amdrique latine dans I'ocdan Pacifique. Les causes de cette
migration d'amphidrome et plus globalement de la moins bonne lestitution des mar6es dans

les r6gions de la ceinture circum polaire antarctique par inversion sont l'absence totale de

mesures altimdtriques au-dell de 67" de latitude sud et le nombrc insuffisant de stations
mar6graphiques.

Les solutions pour les ondes diurnes de I'atlas OMP1/2 sont globalement en bon accord
avec les cartes de Schwiderski. Il y a cependant quelques petites diff6rences en ce qui
concerne les emplacements ou les structures des amphidromes. Les petites variations
observdes sont essentiellement dues aux faibles valeurs des amplitudes des mardes diurnes sur
de larges dtendues et, de ce fait, une petite variation des amplitudes peut entrainer des

ddplacements importants des points amphidromiques. D'autre part,les ondes diurnes selon les
modBles de Schwiderski prdsentent un gradient des amplitudes aux abords du continent
Antarctique. Ces gradients ne sont pas restitu6s dans les solutions OMP1/2 en raison du
manque de mesures dans ces rdgions, problbme que nous avons d6jd abord6 au sujet de ondes
semi-diurnes.
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Les solutions pour les longues p6riodes pr€sentent la r6partition zonale caract6ristique de

ce type d'onde. Les amplitudes sont beaucoup trop faibles par rapport ) Schwiderski ainsi que
par rappoft i la mar6e d'6quilibre. On retrouve bien des concentrations de phase aux latitudes
moyennes comme dans les solutions de Schwiderski, mais pas exactement aux m6mes
endroits. Ces r6sultats peuvent 6tre considdrds comme inesp6rds vu que les ondes i longues
pdriodes ont des amplitudes de I'ordre du centimbtre et que I'on cherche tr les estimer h partir
de mesures dont les erreurs sont de I'ordre du mdtre. Nous insistons sur le caractbre trds
prdliminaire de ces solutions pour les ondes d longues pdriodes qui ont 6t6 obtenues en
sp6cifiant un 6cart type de l0 cm pour les erreurs sur les mesures mardgraphiques afin de

rdgulariser le probldme inverse. Dans le futur, lorsque nous disposerons de trds bonnes
solutions pour les ondes semi-diurnes et diurnes, la restitution des ondes i longues p6riodes se

fera dans une seconde dtape en analysant le signal rdsiduel aprbs soustraction des ondes
dominantes, augmentant ainsi le rapport signal sur bruit.

Y.3.2,2 - Analyse des erreurs internes de I'atlas OMP1/2

En raison du coOt informatique exorbitant que requiert le calcul des covariances a

posteriori, seules les cartes des 6carts types des solutions avec une r6solution de 5ox5o et les
fonctions de covariance a posteriori en six emplacements caract6ristiques ont 6t6 calcul6es.

Les 6carts types de la solution d'une des 88 solutions inverses partielles sont reproduits
dans la Figure V.28. Il ne s'agit que de la composante en phase de I'onde M2; les cartes des

dcarts types des autres ondes et des autres composantes ne sont pas reproduites, car elles sont
semblables i un facteur d'6chelle prds. En premibre analyse, on remarque que les 6carts types
sont minima aux emplacements des mesures mardgraphiques, ce qui prouve leur poids
prddominant pour contraindle les solutions de mar€es. Les minima des dcarts types sont quant

i eux situ6s en plein oc6an et loin des mesures mar€graphiques inversdes. Leurs amplitudes
sont de I'ordre de 17-18 cm et sont tr comparer i la valeur de 1'6cart type a priori qui est 23.4

cm. A partir de ces chiffres, on en ddduit que la variance expliqude dans les zones oi la marde

est la moins bien restitude est de I'ordre de 40Vo. Ce r€sultat confirme la n6cessitd d'inverser le
plus grand nombre possible donn6es, que ce soit en une 6tape ou en plusieurs lots. Les dcarts

types de la solution obtenue en moyennant les 88 solutions partielles devraient thdoriquement
pr6senter les m6mes contours mais avec des amplitudes divis6es par la racine carr6e de 88 (=
9.4), e condition que les solutions partielles soient ind6pendantes les unes des autres. Les
dcarts types de la solution OMP1/2 seraient donc inf6rieurs d 2 cm partout. Cependant, ce

n'est certainement pas le cas puisque les 44 premiers et 44 derniers lots de donndes qui ont 6t6
invers6s ont en commun un jeu de donn6es mardgraphiques. De plus, toutes les mesures
altim6triques contiennent des erreurs corrdl6es et des erreurs systdmatiques. En pratique, on
peut obtenir une assez bonne estimation de I'exactitude des solutions en calibrant les dcarts

types a posteriori i partir de mesures mardgraphiques qui n'ont pas 6t6 utilisdes dans les
inversions.

Les fonctions de covariance a posteriori ont 6t6 calcul6es dans six boites carrdes de 20" de

c6t6. Nous pr6sentons le r€sultat pour une boite situde dans le Pacifique sud-ouest et proche
de mesures mar€graphiques qui ont 6td inversdes comme I'indiquent les distorsions des

fonctions de covariance (Figures V.29ac) des ondes diurnes et semi-diurnes. Il n'y a pas de

distorsion de la covariance de I'onde Mi (Figure Y.29e) car, nous ne disposions pas de

constantes harmoniques correspondantes en cet endroit. Les moyennes des covariances a

posteriori dans les six boites et pour les mOmes ondes sont pr6sentdes dans les Figures
V.29.bdf. L'6tude de ces covariances nous r6vdle que les covariances a posteriori sont grosso

modo homogbnes et isotropes et qu'elles pr6sentent des longueurs de corr6lations de I'ordre
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Table V.1 : Comparaison des solutions de maries ocdaniques des mod|ks OMPl12, de

Schwiderski [1980a-bJ et de Carnttright et Ray [199]l avec les observations en 80 stations
mardgraphiques qui nous ont 6ti communiquCes par Ray [1992]. Les premidres valeurs sont

les moyennes des dffirences entre les modlles et les observations; les secondes valeurs sont

Ies Ccarts types (Io).

Moddle Composante

en phase (cm)
Composante

en quadrature (cm)

M2

Schwiderski -0.98 + 3.65 +0.39 + 3.78

OM,PU2 +1.74 + 8.04 +0.55 + 6.88

Cartwrieht et Ray -o.02+ 3.64 +0.40 + 4.03

Sz

Schwiderski -0.01 + 1.82 -0.21+ 1.56

o}''{Pu2 +0.44 + 3.51 +0.93 + 4.47

Cartwrieht et Ray +0.25 + 2.5I -0.13 + 2.81

Or

Schwiderski _0.06 + 1.18 +0.19 + I.62

OM.PU2 -o.80 + 2.52 -0.38 +3.15

Cartwrieht et Ray _0.30 + 1.36 _0.08 + 1.32

K1

Schwiderski -0.31 + 1.55 +0.12 + 1.51

OM'PU2 -o.4t + 4.29 +0.04 + 3.20

Cartwrieht et Ray -0.68 r 1.99 -0.26+ 1.84
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de 80Vo des longueurs de corr6lation du signal a priori des mar€es. On en d6duit que les
moyennes et courtes longueurs d'onde du signal des mar6es n'ont pas 6td restitu6es.

V.3.2.3- Comparaison externe de I'atlas OMPllz

La prdcision des solutions de mar6e du moddle OMP1/2 des ondes principales a 6t6 testde

sur deux jeux de mesures mardgraphiques qui n'ont pas 6t6 utilisdes dans les inversions. Les
m$mes comparaisons ont 6t6 effectu6es sur les moddles de Schwiderski [1980a-b] et de
Cartwright et Ray [1991] afin de situer le niveau de prdcision de I'atlas OMPII2 par rapport e
ces deux moddles qui sont I I'heure actuelle les deux meilleurs modbles globaux.

Les comparaisons entre les observations et les modbles doivent Otre interprdtdes avec
prudence. Les tests ne sont pas significatifs i l'dchelle globale et peuvent 6tre statistiquement
biais6s, car il y a des lacunes dans la couvertule g6ographique des mesures mar6graphiques.
De plus, les erreurs sur les mesures et sur les interpolations des modbles aux points des

observations sont en partie responsables des dcarts entre les constantes harmoniques des

stations mardgraphiques et celles des moddles.

Le premier jeu de stations mardgraphiques est celui avec lequel Cartwright et Ray [1991]
ont valid6 leurs moddles. Ces auteurs ont rassembl6 les mesures de diff6rentes compilations
IAPSO ainsi que des mesures r€centes non publides qu'ils ont retenues pour la trbs grande
prdcision des instruments avec lesquels elles ont 6td enregistr€es. Les stations sont en
majoritd pdlagiques avec quelques stations insulaires choisies dans des rdgions oir le signal
des mardes ne risque pas d'Otre contamind par des effets locaux. Pour ces premidres
comparaisons, on s'est content6 de calculer les moyennes et les 6carts types des diffdrences
entre les observations et les trois moddles (OMP1/2, Schwiderski et Cartwright et Ray) pour
les composantes en phase et en quadratule (Table V.1). On voit que globalement ce sont les
solutions de Schwiderski qui sont en meilleur accord avec la natule. Ce rdsultat est logique
puisque plus ou moins 807o des mesures de ce jeu de comparaison ont servi iL contraindre le
modble de Schwiderski [Cartwright et Ray, 1991]. Les solutions de Cartwright et Ray
pr6sentent des accords avec les observations qui sont trbs proches des accords des solutions
de Schwiderski. Par contre, les solutions OMP1/2 sont globalement moins bonnes avec des

valeurs des dcarts types doubles de celles des deux autres moddles.

Les solutions des trois moddles globaux ont 6t6 compar€es avec un second jeu de mesures

mardgraphiques constitu6 uniquement des mesures p6lagiques de la compilation IAPSO il
[Smithson, 1993]. Seules les stations dont les dur6es d'enregistrement sont sup6rieures h 27
jours ont 6t6 conserv6es. Lorsque plusieurs stations sont localis6es dans le mOme degr6 carrd,
elles sont remplacdes par une mesure synthdtique form6e i partir des moyennes des

constantes harmoniques de ces stations. Cette op6ration permet d'obtenir des constantes
harmoniques compatibles avec la r€solutions des moddles. Il en rdsulte un jeu de I73 stations
pdlagiques dont les emplacements sont repdr€s dans la Figure V.15. Les r6sultats des

comparaisons sont prdsentds dans les Figures V.30-31 oir les valeurs des constantes
harmoniques composantes en phase et en quadrature confondues (car elles sont
statistiquement 6quivalentes) sont portdes en fonction des constantes harmoniques ddduites
des observations. La Table V.2 compldte les graphiques en donnant les paramdtres des droites
de rdgression entre les valeurs observ6es et celles des moddles. Les 6carts types des rdsidus
aprds ajustement -biais plus pente- quantifient les dispersions autour des droites et indiquent
que les solutions OMPII2 -collent" moins bien aux observations que les deux autres modbles
dont les performances sur ce point sont dquivalentes. Les pentes des droites de rdgression
renseignent sur le rapport moyen des amplitudes des composantes en phase et en quadrature
entre les moddles et les observations. On peut constater que les pentes sont inf6rieures i 1

pour les 4 ondes principales des trois moddles et que donc tous les modbles sont moins
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Table V.2 : Comparaison des solutions des mar6es oc6aniques des moddles NSWC, O}IIPL/Z,
et Cart&Ray avec I73 mesures p6lagiques provenant de la compilation IAPSO [I fSimthson,
19931: 6cart type (o), corrdlation (r) et pente de la droit de rdgression (a).

Moddle r ao, cm

NSWC
OMPL12
Cart&Ray

NSWC
oMPt/2
Caft&Ray

NSWC
OM.PI/2
Cart&Ray

NSWC
oM.PU2
Cart&Ray

N =Na Weapons

0.977 + 0.015
0.933 + 0.023
0.937 + 0.014

0963 + 0.014
0.849 + 0.020
0.906 + 0.015

0.928 + 0.009
0125 r 0.014
0.934 + 0.010

0.953 + 0.0i0
0.769 + 0.012
0.929 + 0.009

, 1980a-bl.

tL.77
18.39
11.40

4.05
5.40
4.06

1.46
2.23
1.56

2.17
2.62
2.08

Mz

Oi

K1

0.964
0.911
4.963

0.963
0.921
0.959

0.983
0.939
0.981

0.983
0.963
0.983

c

Sz

Can&Ray = Modble de Cartwright et Ray t19911

Table V.3:Variances expliqudes (enVo) par le moddle OMPl12 aux emplacements des
mesures mnrCgraphiques inversCes, respectivement pour les composantes en phase (c) et en
qwdrature (s).

Mr Sz Nr Kt
c s c s c S c S

85 89 78 77 79 l8 73 77

Kr Or Pr Or
c s c s c s c s

81 89 82 78 80 89 73 51
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6nergdtiques que les observations. En particulier, les pentes de r6gression relatives au modble
OMPll2 sont les plus faibles, confirmant chiffre i I'appui un d6ficit en dnergie dans les
solutions que nous avions ddji 6voqu6 lors de la comparaison visuelle de nos solutions avec
le modble de Schwiderski.

I1 apparait trOs nettement que les solutions du modble OMPllz ont des amplitudes trop
faibles. Deux autres tests ont permis de confirmer ce point. Le premier test a consist6 tr

calculer les variances expliqu6es (= 100 [1-[variance(aprbs)/variance(avant)]l) des
composantes en phase et en quadrature des constantes harmoniques aux emplacements des

mesures mardgraphiques qui ont 6td invers6es. Les valeurs des variances expliqudes (Table
V.3) pour les 8 ondes principales sont comprises entre 70 et 80Vo, i I'exception de la
composante en quadrature de I'onde Q1 probablement h cause d'un rapport signal sur bruit
trbs ddfavorable. On en d6duit donc que 20 d 30Vo du signal des mar6es aux stations
mar6graphiques qui ont contraint les modbles OMP1/2 n'a pas 6t6 restitud. Dans le second

test, la mar6e totale a 6t6 calculde sous la trace du satellite Geosat sur une p6riode d'un an tr

partir du moddle de Schwiderski et du modble OMP1/2. Les variances de la marde totale
prddite par ces deux modbles sont respectivement (30.25 cm)2 pour Schwidersk.t et (24.54

cm)2 pour OMP1/2. Le rapport des variances est de 0.66 et donc globalement le modble
OMPtl2 prdsente un d6ficit en terme d'dnergie de I'ordre de 35Vo par rapport i Schwiderski.
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Table V.4 :R.m.s des divers signaux, composant lamesure altimdtrique, calcul4s sltr une

sCrie de un an de mesures de Geosat.

Signal Moyenne
(cm)

r.m.s.
(cm)

DA

Surface moyenne oc6anique
de I'atlas O]!{PIZ

Pr6diction de la marde avec
1'atlas Ol\/IPl/z

DA - Surface moyenne
oc6anique de I'atlas O\IPI/2

DA - Surface moyenne
ocdanique de l'atlas Ol\/IPllz
- Prddiction de la mar6e avec
I'atlas Ol\/lPllz

9.92

8.54

-0.40

1.37

1,.77

t42.96

r12.98

24.54

s9.90

55.31

DA = hauteur de la mer par rapport au gdoide GEM-TI corrig6e
de I'erreur d'orbite par la m6thode de d6modulation et de l'erreur
d'orbite rdsiduelle estim6e (OMP1/2)
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V.4 - Conclusions

Le modBle OMPllz, qui comprend les solutions globales des mar6es ocdaniques obtenues
par inversion conjointe de mesures mardgraphiques et altimdtriques, n'a pas atteint le niveau
de prdcision des meilleurs moddles actuels. L'analyse des erreurs formelles et les
comparaisons avec d'autres moddles et des mesures mar6graphiques ind6pendantes r6vblent
que les moyennes et courtes longueurs d'onde du signal des mar6es sont trop liss6es dans les
solutions OMP1/2, ce qui se traduit par des solutions pas assez 6nerg6tiques. Il y a deux
causes i ce lissage excessif. Primo, la distribution g6ographique des donn6es inversdes est

trop l6che i 1'6chelle r6gionale, ce qui ne permet pas de restituer les courtes longueurs
d'ondes du signal des mardes. Secundo, le rapport signal sur bruit dans les mesures
altim6triques est trbs faible. Les larges barres d'erreur sur les donndes et leur petit nombre
font que la solution inverse est contr0l6e par la fonction de covariance du signal. Si la
longueur de corrdlation est trds grande, comme dans le cas des mardes (de l'ordre du millier
de kilombtres), I'information contenue dans les donn6es se propage b grande distance lissant
fortement les solutions inverses au ddtriment des moyennes et courtes longueurs d'onde du

signal des mardes. Si, par contre la longueur de con6lation est trds petite, la solution inverse
tend rapidement vers la solution i priori, lorsque la distance d la donnde la plus proche

augmente.

Dans I'avenir, les solutions de mar6es ocdaniques et la surface moyenne ocdanique de

OMP1/2 ainsi que la solution inverse de I'erreur radiale d'orbite seront soustraites aux
mesures altimdtriques pour augmenter leur rapport signal sur bruit. La Table V.4 donne les
r.m.s. aprbs soustraction des diffdrentes composantes de la mesure altimdtrique. Les rdsidus
qui ont un r.m.s. de 55.31 cm seront analysds pour extraite les moyennes et courtes longueurs
d'onde du signal des mar6es et de la surface moyenne ocdanique encore pr6sentes. La
mdthode d'analyse sera la mdthode inverse qui ne sera plus appliqu6e tr un grand nombre de

lots de donn6es r€parties sur le globe entier, mais i un grand nombrc de donndes confindes
autour de chaque point de la grille des solutions. Cette densification des mesures d 1'6chelle
rdgionale devrait permettre de restituer les longueurs d'ondes manquantes. Les fonctions de

covariance de cette seconde it6ration, qui portera sur I'analyse des r6sidus, seront les
fonctions de covariance a posteriori des solutions OMP1/2. Celles-ci sont, comme nous
l'avons montr6, de la mOme forme que les fonctions de covariance du signal des mar6es mais
avec des longueurs de corr6lation plus courtes. Cette approche it6rative a 6t6 6prouv6e pour
restituer les couftes longueurs d'onde de la surface moyenne oc6anique et s'est r6vdl6e trbs

efficace [Blanc et a1., 1991]. Elle permettra aussi de sp6cifier des fonctions de covariance en

fonction de la dynamique locale; on pourra, par exemple, augmenter la variance et diminuer
la corelation de la fonction de covariance du signal dans les mers littorales oi I'on sait que le
signal des mardes est bien plus 6nerg6tique qu'en haute mer et se d6cortdle bien plus vite.

Les solutions de cette seconde it6ration seront ajoutdes aux solutions de I'atlas OMPl/2
pour former un nouvel atlas, OMPI. Celui-ci comprendra les solutions des mardes et de la
surface moyenne ocdanique amdliordes avec I'ensemble des cartes d'erreurs. Ces dernidres
sont indispensables pour toute exploitation ultdrieure des ces solutions comme, par exemple,
leur assimilation dans un modble hydrodynamique.

Le ddveloppement de la seconde itdration devrait non seulement permettre une
amdlioration rapide et sensible des solutions OMP1/2, mais il fournira I'outil qui permettra

d'introduire au fur et h mesure les mesures altimdtriques des missions en cours (ERS1 et
Topex/Poseidon).
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CONCLUSION

L'objectif de cette thbse 6tait d'appliquer les mdthodes inverses, trds rdpandues en

sismologie, au problbme de la mod6lisation des mardes ocdaniques d partir d'un ensemble de

mesureJhdt6rogdnes. Les rdsultats obtenus contribuent I d6montrer la grande potentialitd des

techniques inverses 6tendues d un domaine de recherche dans lequel les approches statistiques

sont trEs peu ddveloppdes. Les m6thodes inverses permettent d'estimer non seulement la
solution optimale eu 6gard i I'ensemble des donn6es mais fournit aussi une description
ddtaill6e de I'erreur sur la solution. Cet 616ment nouveau en recherche sur les mar6es donne

une estimation quantitative des amplitudes et surtout du spectre des erreurs sur les solutions.

Ces informations sont indispensables pour exploiter les rdsultats. Elles permettent aussi de

dfcider des sites oi il serait judicieux de faire des observations ou de d6terminer quel type de

mesures est le plus susceptible d'amdliorer les solutions, c'est-l-dire des mesures dont le
spectre des erreurs est distinct de celui des erreurs sur les solutions.

L'inversion conjointe des mesures mar6graphiques et altim6triques a fourni les meilleures
solutions de mar6es ocdaniques. Cette combinaison de mesures est actuellement la

combinaison optimale tant que le contenu des mesures gravim6triques de marde terrestre ne

sera pas compldtement clarifid. Les solutions de mardes oc6aniques que nous avons obtenues

par inversion de mesures mar6graphiques et altimdtriques ne sont pas assez dnergdtiques.

Nous avons estimd qu'environ 70Vo du signal de mar6e a 6t6 restitu6 et que le manque

d'6nergie est d0 i un fissage excessif des courtes et moyennes longueurs d'onde du signal des

mar6eJ. Il en r6sulte que la pr6cision subd6cim6trique n'a pu Otre atteinte. Nous avons discutd

les deux causes principales qui sont le faible rapport signal sur bruit (environ 0.1) et un

$chantillonnage trop ldche des donn6es invers6es. La voie h suivre pour amdliorer tr court
terme les premidres solutions a 6t6 esquiss6e. Elle repose sur une seconde itdration
comportant I'analyse des r6sidus aprbs soustraction de la surface moyenne oc6anique, de

I'err^eur radiale d'orbite et des mardes ocdaniques et une densification de l'6chantillonnage
des donn6es inversdes pour rdcupdrer le signal de marde e courtes et moyennes longueurs

d'onde. Ultdrieurement, une nouvelle itdration sera opdr6e avec les donndes de

Topex/Poseidon afin de bdndficier de leur meilleur rapport signal sur bruit.

Le sch$ma d'inversion que nous avons adopt6 prdlude h de nombreuses sophistications.

Dans un premier temps, les fonctions de covariance, que nous avons choisies homogdnes et

isotropes;peuvent Otre remplac6es par des fonctions de covariance ddpendant de la position

g6ographique afin de mieux tenir compte des particularitds dynamiques de la mar6e

ocdinique ln haute mer et dans les mers littorales. On peut aussi songer d assimiler les

solutions inverses dans un modble hydrodynamique, les erreurs formelles des solutions
inverses fournissant des renseignements prdcieux et ndcessaites au sch6ma d'assimilation. Un
schdma encore plus complet consisterait i op6rer en une seule dtape une moddlisation
hydrodynamique et une assimilation des diff6rents types de mesure, dans lequel non

seulement 1'6quation de continuitd serait perturbde mais aussi les valeurs de la bathymdtrie et

les coefficienis de frottement sur le fond. En fait, I'ensemble des possibilitds qui nous sont

offertes ne connait qu'une limite, celle de notre imagination; et leur rdalisation ne ddpend que

de la puissance de calcul dont nous disposons.
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ANNEXE : DECONVOLUTION DE SPECTRES DE FOURIER

Gdndralitds

La transformde de Fourier (ou spectre de Fourier) d'une fonction f(t) quelconque (assez

rdgulidre pour que sa transformde de Fourier existe) est d6finie par la fonction complexe :

r
oi or est la pulsation s1s-i<ot= cos ot + i sin crlt. Comme les sdries trait6es numdriquement sont
toujours finies, les bornes de I'intdgrale le sont aussi. Supposons, sans perte de g6ndralit6, que

la fonction f(t) est discr6tis6e avec un pas r6gulier sur I'intervalle de temps compris entre -T et
+T, alors (A.1) devient:

L

F(o)= f(t) e-irot 61 (A.1)

(4.2)

(A.3)

ou encore

F(or) = f(t) e-iot 61

rFlco;= {f(t) . pr(t)}s-iot 61

oil pr(t) est la fonction " fenOtre " rectangulaire ddfinie par :

Pr (A.4)

Le thdordme de convolution permet de r66crire (A.3) sous une autre forme :

Pr(ro -ol') F(co') dcrl'
(A.5)

= ,l-tr{r,r) 
* F(co)

avec P1la transformde de Fourier d. pr et * qui repr6sente le produit de convolution. Cette
nouvelle dcriture montre clairement que les spectres calculds num6riquement (d6not6s par un
accent circonflexe) ne sont pas les spectres - vrais -, mais bien les spectes vrais convolu6s par
le spectre de la fonction fenOtre ou fonction d'6chantillonnage qui vaut 1 sur f intervalle de

mesure et 0 ailleurs. Dans le cas simple d'une s6rie d6finie sur un intervalle de temps [-T,+T] et

sans intemrption, le spectre de la fonction d'dchantillonnage est :

pr(rlr) = ^t* 
(A.6)

qui est la fonction sinus cardinal. Ainsi, en raison de la nature finie des sdries, les pics des

spectres calculds num6riquement sont diffractds : c'est ce que I'on appelle le leakage" dans la
litt6rature anglo-saxonne. Si, comme c'est le cas dans la plupart des applications, la s6rie
temporelle des donn6es ne contient pas d'interruptions, le leakage ne prdsente qu'un
inconv6nient mineur, car les effets sont confinds autour des raies spectrales du signal r6el et on
peut les att6nuer en multipliant le s6rie temporelle par une fonction d'apodisation appropri6e.
Par contre, si, comme dans le cas des sdries altimdtriques, les sdries temporelles prdsentent un
nombre important d'interruptions qui ne peuvent Otre combldes par une interpolation, alors la
fonction du spectre d'6chantillonnage est la somme des spectres d'une suite de fonctions

t
t

+rFlco;=

{0 si
=l llsi

>rl
<Tl
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rectangulaires qui est bien plus riche qu'une simple fonction sinus cardinal et peut pr6senter un
6talement assez consid6rable (voir Figures A.1). La cons6quence est un enrichissement artificiel
des spectres calcul6s qui prdsentent des raies spectrales non existantes dans le signal r6el
engendr6es dans le voisinage immddiat des pics r6els mais aussi loin de ceux-ci.

Les spectres des mesures altim6triques ne sont donc pas reprdsentatifs du contenu spectral
r6el. Le problbme qui se pose i nous est de trouver une mdthode pour -nettoye{ ces spectres et
obtenir les spectres vrais.

La ddconvolution

Soient F(ol) le spectre de I G(ol) le spectre de la fonction d'dchantillonnage (que I'on peut
calculer, puisque I'on connait l'dchantillonnage des donn6es) et H(ol) le spectre ca1cu16; ils sont
li6s entre-eux par le th6orbme de convolution (faisant abstraction des constantes) :

F(ol) x G(rrl) = 1116,1; (A-7)

Le probldme i rdsoudre est le suivant : connaissant H et G, ddduire F. R6soudre ce problbme
revient i d6convoluer 1'6quation (A.7) que I'on peut r66crire sous la forme complexe :

(pR(or)+irr(or))*1cR(ro)+iCllrrr;;=HR(o)+i#(o) (A.8)

oi les exposants R et I ddsignent respectivement les parties r6elle et imaginaire des diff6rents
spectres. Ddveloppant (A.8), on obtient :

nRlol;*6R1co)-rr(ol)*ct(ol)+i{r'*(co)*GI(ol)+rr1ol;*6R1rrl) }=HR(co)+iFtI(co) (A.9)

fuuivalent au systdme :

lpltrl * cl(o) - dfrl * cl(o) = sl(ro) (A.10)
Lf'"(ol) * G'(crt) + ft(co) * G"(trl) = H'(rrl)

explicitement,

1 rnlrrl).GR (crl-rrl') - pI16';. 6r(c,l-r,l') ) dcrl'= HR(ro) (A.11)

-oo

l.: t FR(o).Gl(orrrl') + FI(o').GR1co-{D') } dol'- HI(ol)

Soient F*(i), rlli;, GRli), GI(i), H*(i), HIli; pour i e [-N, N] les spectres discrets de f(t), g(t)
et h(t), le systdme prdcddent devient, pour tout i:

j=+N

) rn6l.cR(i-j) - Fl0).c\i-j)) = HR(i)
j=-N
j=+N

) rR6l.c(i-j) + FIC).cR(i-j;1 = n\i1
j=-N

(4.12)
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Puisque les fonctions f(t), g(t) et h(t) sont r6elles,les relations suivantes sont v6rifi6es

pR(-i) = rR(i) c*(-i) = cR(i) H*ci) = HR(i)

rrt-il = -rlCil dt-il = -ct(i) rt'Cil = -nt(i)

pemettant d'6crire le systbme sous forme matricielle en fonction des indices de sommations i
positifs (6quivalents aux frdquences positives) uniquement :

H\Nl

HR(o)

HR(r)

nkol
nkrl

oi

GRl =

crt =

cR(N)
c\N-r;

rR(o)
rR(r)

d(o)
n\rl

dN)

cR(N)
cR(o) cR(r)
cR(r) cR(o)

cR(N)

cI(o)
cI(r)

cR1 +cR2 +cR3

cI1+cI2-cI3

cR(o)
cR(r)

0

cRN)

- 1cI1 - cI2 + cr3;

6R, -6R2-6R3

o cR1r1 cR(z)
o cRlzy

cR(N)

0

o cRlN;
cRCNI cRlN-r;

cR(z)
cR(z) cR(r)
o0

o cllr; ckzl
o cllz;

o clrNl
c\Nl cltN-r)

cR(N)

0

o*<r>
cR(o)

0

0

0

0

-cItNl
_cl(N_r)

GR2=

c]2=

0

cI0o

0

0

0

0

cIrNl
0

0

0

GR3 =

-cl<rl -ckzl
cl(o) -cl(r)

cl(o) -c\rl
cl(r) cl(o)

0

;
0 0

cIrNl
cItNl

0

cI(z)
cI(r)

0

c\zl
0

0

0

0

0

0

cla =

cItNl
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Comme nI1ol=6I19)=HI(0)=0 (car ce sont les spectres de fonctions rdelles), ls 1.ul ieme

ligne de F, de G et de H ainsi que lan+2 ibme ss161ne de G sont superflues. Le systbme final tr

rdsoudre se r6duit d un systDme de 2N+1 dquations tr 2N+l inconnues.
Convoluer deux spectres F et G revient i calculer une moyenne glissante de F en utilisant G

comme fonction de poids. Cela signifie que la convolution H de F et G, pour une fr6quence
donnde, est le produit de F par G centrd sur cette mOme frdquence. Ce produit est I'opdration
qui est effectude quand une ligne de la matrice G est multiplide par le vecteur colonne F donnant
un scalaire qui est dgal d un des 6l6ments du vecteur colonne H. Ainsi, lorsque le spectre G est
d€pIac1 sur I'axe des fr6quences pour calculer les moyennes successives de F (ou 6l6ments
successifs de H), on peut d6finir trois rdgions comme illustrdes dans la Figure A.2 : une r6gion
comprise entre [0,ro*] oi crl* est la frdquence de Nyquist, une seconde r6gion entre l-oo,0], et
une troisibme rdgion entre [or*,+-[. A chacune de ces rdgions et ] chaque moyenne
correspondent des valeurs du spectre de G formant trois matrices d'indices diff6rents. Les
matrices GR1 et GI1 sont respectivement sym6triques et antisymdtriques, car la fonction g(t),
dont les spectres sont issus, est r6elle. Les matrices GR2 etGr2 sont triangulaires supdrieures,
car les spectres (parties r6e11e et imaginaire) sont finis; lorsque le spectre G est d6plac6 vers les
fr6quences positives durant la convolution, il y a de moins en moins d'6l6ments dans la rdgion
2 et donc sur les lignes des matrices d'indices 2. Inversement, il y a de plus en plus d'6l6ments
dans la r6gion 3 et sur les lignes des matrices d'indice 3 qui sont dds lors triangulaires
inf6rieures. Ces matrices, GR3 et GIr, ont 6td rajoutdes pour tenir compte du repliement du
spectre (ou aliasing) au-deli de la fr6quence de Nyquist, i condition que cette frdquence soit la
dernidre frdquence du spectre calcul6.

Rdsolution numdrique

Le probldme de la ddconvolution se rdduit i la rdsolution d'un systdme lin6aire qui se r6sume
e

G.F=H (A.13)

of F(2n+1) est le vecteur des inconnues, G(2n+1,2n+1) est la matrice "fenOtre" (ou

d'dchantillonnage) et H(2n+1) est le spectre brut i d6convoluer. On recherche la solution de

norme L2 minimum par m6thode des moindres carrds qui s'obtient en r6solvant 1'6quation
normale:

(crc)F=GrH (A.14)

p = (GrG)-l cr H (A.15)

La d6convolution est un problbme mathdmatiquement mal posd [Tikhonov, 1976], ce qui se

traduit par des instabilitds numdriques, c'est-d-dire que de faibles perturbations sur les donn6es
provoquent de grandes variations sur la solution. Les m6thodes de rdgularisation permettent
d'obtenir des solutions numdriques stables. Parmi celles-ci, une des m6thodes les plus
couramment utilis6es consiste h r6soudre le problbme des moindres carr6s par une
ddcomposition en valeuru singulibres. Ce choix est doublement motivd. Primo, il est fortement
conseilld, pour des raisons de stabilite numdrique, d'6viter la formation explicite de l'dquation
normale. Secundo, on peut 6liminer les petites valeurs singulidres ce qui permet, en diminuant
le rang de la matrice, d'augmenter la prdcision de la solution.

Nous rappelons bridvement ce qu'est une d6composition en valeurs singulibres : pour toute
matrice A(m,n), il existe une matrice orthogonale U(n,m), une matrice orthogonale V(m,n) et
une matrice diagonale E(m,n) d'dldments diagonaux or)o22...)on telles que

A=UIVr (A.16)
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schdmatiquement

A

Ce produit matriciel est appel6la ddcomposition en valeurs singulidres de A. Les colonnes de
U (ou de V) sont appeldes les vecteurs singuliers gauches (ou droits) de A gt les o, valeurs
singulibres de A. Les colonnes de U (ou de V) sont les vecteurspropres de AA^ (ou de A^A) et
les valeurs propres correspondantes sont, dans les deux cas, or".

L'interprdtation gdomdtrique de la ddcomposition en valeurs singulibres est que pour toute
transformation lindaire, des bases orthogonales existent i la fois dans I'espace source et
I'espace image (donn6es par les vecteurs singuliers gauches et droits). Sur ces bases
orthogonales, la transformation lindaire est repr6sent6e par une matrice diagonale. En outre,
rang(A)=p si et seulement si o1#0, ...,op+O et op+t= ...=on=0. Si op+l, ...,on sont trds petits
par rapport I or, ..., 6p alors A est num6riquement dquivalente d une matrice de rang p et nous
dirons que A est effectivement de rang p.

Supposons maintenant que la matrice A soit de rang p, alors la solution de norme L2
minimum (ou par moindres carrds) du systBme Ax=b est obtenue en formant l€ggel|gn
normale:

(RrA)i =Arb

et aprds d6composition en valeurs singulidres,

i = Y;,+gr 6

of I+ est la matrice diagonale (n,m) d'6l6ments diagonaux 1/o1,
VI+UT est appelde pseudo-inverse de A, gdndralement not6e Af.

(A.17)

(A.18)

,llop,0, ..., 0. La matrice

La rdgularisation par 6limination des plus petites valeurs propres est justifide bribvement ci-
aprds :

Soit le systime I rdsoudre Ax=b; si e est I'erreur de mesure sur b, le systbme s'6crit alors:

A(x+Ax) = b+e (A.19)

on supposera que les 616ments du vecteur e sont de moyenne nulle non corr6l6s et ont une
m0me variance 62, c'est-i-$dire var(e) = o2I. Sous ces hypothdses et considdrant que le rang
de A est complet, il est possible de calculer la matrice de variance E[Ax.Axl, E d6signant la
moyenne probabiliste :

E[(ArA)-I Ar eer A(ArR;-t1 = 02 (ArA)-1 (A.20)

et donc

E(llAxll2) = o22 1

d
(A.21)

J

D'oi : I'erreur de la solution estimde par moindres carr€s peut Otre considdrable, s'il y a des

valeurs singulidres trds petites; l'6limination de ces dernidres diminue sensiblement la vadance
de cette effeur.

U
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Enfin, il est important de rappeler, dans le contexte pr6sent, les rdsultats du th6ordme deGauss-Markov : si A esj.de rang n alors la solution x par moindres carrds est la meilleureestimation lindaire, non biaisde et de variance minimum ; de plus, rin mii, rang inf6rieur,alors la solution x par moindres carrds de norme L2 minimum est la meilleure estimation lin6aire
et non biais6e orthogonale i I'espace noyau de A.

Exemple

Une fonction f(t) formde de la somme de 5 fonctions sinusoidales dont les fr6quences sontchoisies i intervalle r6gulier est multiplide par une fonction d'dchaniiiionnugr g(t). Celle-cicompo-rte 5 pics irrdg.ulidrement espacd s et 40vo des valeurs prises uu rturuto ont 6t6 mises bzdto afrn de gdn6rerdu bruit. Les spectres des fonctions F et G ainsique-ceiui de leur produit
sont reproduits dans les Figures (A.3). Le rdsultat de la ddconvolution .iu,p"rir" H connaissantle- spectre G par la mdthode ddcrite ci-dessus est montr€ dans la rigure te.go). Si laddconvolution 6tait parfaite les Figures-(A.3a) et (A.3d) seraient identiqueste n,esr pas le cas,parcg que la ddconvolution est un problbme ext€mement mal pos6 et q;" fil d,information apriori pour contraindre la solution, on doit 6liminer un nombie irpor'r-i fi-sur s; de valeurspropres pour stabiliser le r6sultat. Il en rdsulte une attdnuation des 

"rnpliil;; du signal r"riitoJ
de plus de rlvo. Toutefois., les raies spectrales sont bien sdpardes o" fi"it rg.iduel attestant un
succds partiel de la m6thode.

Ddconvolution de s 6ries altimdtriques.

Les tests de d6convolution des spectres de sdries altimdtriques ont port6 sur le premier cycle
Y l7 jours de Geosat.,Ce cycle comporte environ 13.000 donndes to;y";;;; sur une minure.Tous les spectres o.nt *q ffonqu6s i la frdquence de 140 cycles pur j;il;;;"en-dessous de lafr6quence de Nyquist (720 cycre.s par jour)iles spectres contiennent jsoo irdq*nces, ce qui esrun bon compromis entre la r6solution des spectres et le nombre d" J;";;;; {,ilt,on peut traiter.

[,e spectre de la fonction d'6chantillonnage peut Otre obtenu en calculant le p6riodogramme
de la fonction d'dchantillonnage. Cependant, les forte. oi.roniinu-i-t6s- o-" ..r," fonction
engendrent le ph6nombne bien connu Oe CiUUs.-C'est pourquoi, nous uuon, pretered6duire deqa{dre empirique le spectre de la fonction d'6chantillonnage d partir ou periioogramme d,une
l6rie temporelle sinusoidale de fr6quence.l40 cycles/jour dc-hantillonn6e ** out* des mesures.ce dernier est le spectre de la fonction d'dchantillonnage d6cal6-deh rraquence r+o cycres/jour
car le spectre calculd est la convolution entre le sp"rite de la fonction dl6chantlronnage Jiiafonction de Dirac en 140 cyc.les/jour. Aprds -recilage- du spectre, on obtient le spectre de lafonction d'6chantillonnage (Figure A.ac).

Le rdsultat de la d6convolution du spectre d'une s6rie form6e de la somme de 5 sinusoides
6chantillonn6es aux dates des donn6ei est reproduit dans les Figures fa.+ u-ul. n y a uneattdnuation progressive .des amplitudes vers les basses frdquEnces'urrotpugn6e d,unediminution- du rapport signal sur bruit. La ddgradation progiessive des r6sultats est duevraisemblablement d un probldme concernant la iranidre o'intriouire [ il;r;;; de la fonction
d'dchantillonnage dans le code ( probrbme qui a 6t6 dltectlplus tard).

- Une fois le systdme normald'dquadons ddcomposd en valeurs singulibres,la d6convolutiondu spectre de n'importe quel signal 6chantillonn6 sur la meme "gt1i" ." Lit par si-plemultiplication matricielle (voir dqu. A.lg), car le noyau (= matrice 6) 
"rt 

le mOme. Dans lesFigures A-4, on trouve les r6sultats de la d6convoiution du spec;; o" pr"rni.r cycle desdonndes altimdtriques de Geosat. Ces rdsultats sonr i considdrer ;;; b.;;5rp o" pr6cautions
car les amplitudes des basses fr6quences sont foftement att6nu6es comme d;"r'fu cas test.
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I,es investigations n'ont pas 6t6 poussdes plus avant pour plusieur raisons :

(1) le cott informatique de ce type de mdthode de ddconvolution est bien trop 6lev6 : une
d6composition en valeurs singulibres d'une matrice 5.600 x 5.600 requiert prbs de 2 heures
CPU sur Cray 2.
(2) la ddmodulation complexe a mis en 6vidence la non stationnaritd des caract6ristiques
spectrales des s6ries altimdtriques. La transform6e de Fourier n'est plus l'outil ad6quat pour
dtudier les sdries altim6triques et donc, dans ce contexte, le problbme de la d6convolution
devient obsolbte.
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