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Résun® :

Nous donnons une intefation des fonctions or-
dinales invariantes comme fonctions @mkndantes
des échelles pour l'agrgation sur desechelles ordi-
nales finies. Plus pgcigment, nous montrons comment
les fonctions ordinales invariantes agisseatfravers
des repésentants discrets, sur déshelles ordinales
repiesenges par des cliges finies. En particulier, cette
interpiétation permet de justifier d’une fagon naturelle la
propriete de continuié pour certaines fonctions ordinales
invariantes.
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Abstract:

We give an interpretation of order invariant functions
as scale independent functions for the aggregation on fi-
nite ordinal scales. More precisely, we show how order
invariant functions can act, through discrete representa-
tives, on ordinal scales represented by finite chains. In
particular, this interpretation allows us to justify the conti-
nuity property for certain order invariant functions in a
natural way.
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1 Introduction

Une échelle ordinale finie peuétre dfinie
de deux facon€quivalentes; l'une est sym-
bolique et l'autre est nuarique. Symbolique-
ment, uneéchelle ordinale finie est une dha
finie (9, <), i.e. un ensemble fini totalement or-
donrg, dont leselements sont rarg selon un
certain criere. Par exemple [5, 6], urechelle
d’évaluation d’un produit par un consommateur

telle que
S={M < AM < A< PMB < B}

est uneechelle ordinale finie, dont leédements

M, AM, A, PMB, B représentent les termes
linguistiques suivants mauvais assez mau-
vais acceptable plus ou moins banbon
Numériqguement, uneéchelle ordinale finie
est une suite strictement croissante et finie
de nombres &els @finis a l'ordre pes et
repiesentant les répes dévaluation possibles
définis sur un certain cete ; voir e.g. [16]. Par
exemple, les suites

(1,2,3,4,5) et(—6.5, —1.2,8.7, 205.6, 750)

repiesentent deux versiongquivalentes de
I’ échelle dévaluation éfinie ci-dessus.

L' équivalence entre ces deuxéfhitions
découle imnédiatement du fait que Il'ordre
défini sur n'importe quelle chiae finie (S, )
peut toujoursétre nunériquement reg@sené
dans un intervalgel E C R au moyen d’un
isomorphismef : S — FE préservant 'ordre
deséléments et dfini a une bijection croissante
¢ : F — E pres; voir e.g. [7].

Supposonsa present que nous ayons

évaluations expries dans une @meéchelle
ordinale (S, <) de cardinalt = |S| et suppo-
sons que nous voulions d@gyer cegvaluations
et obtenir unéevaluation globale repsentative
dans la néme échelle. Bien &r, nous pou-
vons utiliser une fonction d’aggation discgte



G : S" — S, i.e. une fonction qui trig" n-
uples dang: classes. Nous pourrions tout aussi
bien utiliser une fonction d’aggationa n va-
riables qui soit universelle dans le sens qu’elle
estindépendantale I'échelle ordinale utilise.
Dans ce dernier cas, puisqu’aucurehelle ne
peutétre sgcifiée, la fonction d’agrgation doit
nécessairemenétre une fonction nuérique

M : E™ — E. Par exemple, la fonction @
diane, qui donne la valeur centrale d’'une suite
ordonrée de longueur impaire, est ufaction
indépendante deachellegFIE) qui est capable
d’agréger des valeurs nuamques expriraes sur
n'importe quelleéchelle ordinale.

Dans cet article, nougtudions deux types
de FIE pour I'agegation sur degchelles or-
dinales finies. D’abord, nous congi®ns les
fonctions qui envoient: copies d’'une rame
echelle ordinale vers elleéme (voir Cefinition
4.1). Ensuite, nous cong&ns les fonctions
qui envoientr copies d’'une rameéchelle ordi-
nale vers une&chelle ordinalegventuellement
differente (voir [finition 4.3). Nous mon-
trons que ces fonctions s’identifient afonc-
tions ordinales invariante@Ol), qui ont cja
et étudees et dcrites dans un cadre pu-
rement nurariqgue [10] (voir aussi [8, 12]).
Notre principale contribution ici est donc d’in-
terpeter ces dergres comme des FIE, i.e.
des fonctions nugrigues qui ont toujours des

repesentants symboliques lorsqu’elles agissent

sur deschelles ordinales ggifiées.

Bien qu'a premere vue il semble inapprojri
de demande& une FIE détre une fonction
continue, nous montrons aussi que la contiuit
peut étre interpette d’'une marre tes natu-
relle pour les FIE du premier type.

Cet article est organéde la facon suivante. A la

prieéte de continui pour ces fonctions.

2 Notations et hypotleses de travail

Soit £ un intervalle gel, éventuellement non
borrg, et soienk, := inf F, ¢; := sup E, et
E° = FE \ {ep, e1}. B(E) désigne I'ensemble
des bornes incluses dg i.e.

B(E) :={ep,e1} N E.

Le groupe des automorphismes dg i.e. le
groupe de toutes les bijections croissanieie

FE dans lui-néme, est n@ A(FE). Nous note-
ronségalement 'ensemblgl, . .., n} par[n] et
les ogerations minimum et maximum respecti-
vement parn etV.

Pour tout entierk > 2, une échelle ordinale
(S, <) ak points sera néte

S:{Sl-<82'<"'-<5‘k}

ou s; = s, (resp.s, = s*) est I'element le
plus bas (resp. le plus haut) d&dhelle et<
repesente la partie asyatrique de<.

Puisque la relation binaire est un ordre to-
tal sur un ensemble firf¥, il peut toujoursétre

numériquement re@sengé au moyen d’un iso-
morphismef : S — E tel que

& f(si) < f(s5),

voir [7, Chapitre 1]. Un tel isomorphisme est
défini a un automorphisme < A(E) pres;
i.e., avecf, toutes les fonctiongy” = ¢ o f
(et uniquement ces fonctions) régentent le
méme ordre suf. Ainsi, A(E) repesente I'en-
semble de toutes lefsansformations @&chelle
admissiblesi.e., les transformations d& qui
permettent de passer d’uieehelle nurérique

Sz‘%Sj

Section 2, nous introduisons les notations et les quelconquex uneéchelleéquivalente ; voir e.g.

hypotteses que nous adoptons. A la Section 3,
nous rappelons le concept de sous-ensemble in-

variant, qui est acessaire pourétrire les FIE.
A la Section 4, nous @sentonsé&paément les
deux types de FIE mentioges ci-dessus. Fi-
nalementa la Section 5, noustudions la pro-

[16].

Nous supposerons toujours qyiepréserve les
elements exemes, i.e., skg € E (resp.e; €
E) alors f(s.) = e (resp.f(s*) = e1) pour
toute échelle ordinale(S, ). Ceci revienta
supposer que &ément le plus bas, (resp. le



plus hauts*) d’'une échelle donée est com-
mun a toutes le€chelles consietees et que sa
repesentation nugrique est acessairement,
(resp.e;). C'est la raison pour laquelle nous
consicerons des repsentations nuériques
dans un sous-ensemhiede R, éventuellement
non ouvert, pludt que dansR lui-méme. Par
exemple, si£' = [0, 1], toutes lesechelles or-
dinales considrées ont des eX@mites fixées.

Pour alkger les notations, no@ésrirons respec-
tivemento(x) et f(a) au lieu de

(@(1), -, ¢(xn)) €t (flar), -, flan))-

Finalement, 'ensemble des valeurs possibles
prises par une fonctiofi sera noé ran(f).

3 Sous-ensembles invariants

Dans cette section, nous rappelons le concept de

sous-ensemble invariant ; voir e.g. [1, 10, 12].

Définition 3.1. Un sous-ensemble non videC
E"™ est ditinvariantsi

rel = ¢)el (¢ € A(E)).
Un ensemble invariantest ditminimal s’il n'a
aucun sous-ensemble invariant propre.

La famille Z(E™) de tous les sous-ensembles
invariants minimaux (SEIM) d&™ fournit une
partition deE™ en des classes&uivalence, 0
z,y € E™ sontéquivalents s'il existe € A(E)

tel quey = ¢(x). Une description compte des
élements d&€ (E™) est donike dans la proposi-
tion suivante [1, 12] :

Proposition 3.1.0On al € Z(E™) si et seule-
ment s'il existe une permutationsur [n) et une
suite{<; }_, de symboles; € {<, =}, qui ne
sont pas tous desgalites sieq € E ete; € E,

telles que

I={z € E"|eg <y Tr) <L =1 Zr(n) In e},

ou <y est< sieg ¢ F et<, est<sie; ¢ E.

Exemple 3.1.Le cargé [0,1]* contient exac-
tement onze SEIM,a savoir les triangles
ouverts {(zi,z2) |0 <z <z <1} et
{(z1,22) | 0 < 29 < 2y < 1}, la diagonale ou-
verte {(z1,22) | 0 < 21 = 29 < 1}, les quatre
sommets du ca@; et les quatres segments
ouverts joignant des sommets voisins.

4 Fonctions independantes degch-
elles

Dans cette section, noésudions les deux types
de FIE dont nous avons partans l'introduc-
tion. En fait, nous verrons que ces fonctions ne
sont rien d’autre que les FQGi,savoir : ledonc-
tions invariante®t lesfonctions signifiantes en
comparaison

4.1 Fonctions incependantes deséchelles
identiques

Les preméres FIE que noustudions sont
les fonction d’agégation nurériquesa n va-
riables dont les valeurs d'eée et de sortie
sont expringes sur une émeéchelle ordinale.
Nous les appelonfonctions in@pendantes des
échelles identique@IEl).

Définition 4.1. Une fonctionM : E" — FE
est diteindépendantes deschelles identiques
si, pour touteéchelle ordinale finig.S, <), il
existe une fonction d’ag@gationG : S — S
telle que, pour tout isomorphismg: S — FE
préservant les ex@mes, nous avons

M[f(a)] = fIG(a)]  (a€S"). (1)

Nous disons alors qué&' repesenteM dans
(S, %)

Comme toute transformation admissible des va-
leurs d’entée doit entriner la néme transfor-
mation des valeurs de sortie, il appaigue les
FIEI sont desfonction invariantesu sens Sui-
vant (voir [8, 11, 12, 15]) :

Définition 4.2. M : E™ — E est une fonction
invariantesi



pour toutz € E™ ettoutp € A(E).

La description comgte de ces fonctions &t
donree Ecemment comme suit [10, 12] :

Théoreme 4.1.M : E™ — E est une fonc-
tion invariante si et seulement si, pour tout
I € I(E™), soit M|; = ¢ € B(E) (si cette
constante existe), ou il existec [n] tel que
M|y = P,|; est la projection sur la-éme coor-
donree.

Ainsi, une fonction invariantd/ : E" — E se
réduit, sur chaque SEIM dg", a une constante
Ou une projection sur une coorda® En parti-
culier,on a

M(z) € {x1,...,x,} UB(FE) (x € E").

Nous avons aussi l@&sultat suivant :

Proposition 4.1. La fonctionM : E™ — E est
une FIEI si et seulement si elle est invariante.

D’apres la Proposition 4.1, une fonction
invariante M : E™ — E peut toujours étre
repesenée par une fonction d’aggation
discete G : S™ — S sur n’importe quelle
échelle ordinalg S, <), quel que soit le cardi-
nal de cettechelle. De plus, il est claa partir
de (1) que&s est univoquementatermiré et iso-
morphea la “restriction” deM a S™.

Exemple 4.1.Soientn = 2 et M (z) = x1 A xs.
Alors, le repésentant uniqué&’ de M est cfini
parG(a) = a; A ay pour touta € S2.

Il est facile de voir que, pour unechelle or-
dinale donge (S, <), 'ensemble des fonctions
G :S"™— S representant les fonctions inva-
riantes dangsS, <) se cecrit exactement par la
version discete du Tleoreme 4.1, a £ estrem-
place parS et au la famille des SEIM “discrets”
de S™ est simplementé&finie par

{11 ez(E)},

pour tout f fixé, ou, inéépendamment de tout
f, au moyen de la Proposition 3.1. Biefirs

pour avoir une correspondance 1-1 entfeet

G nous devons avoirf ~!(I) # @ pour tout

I € Z(E™), condition qui est &rifiée si et seule-
ment si

S| = n+|B(E)].
Dans ce castant donas/ € Z(E™) eti € [n],
nous avonsM|; = Pi|; (resp. M|; = ey,

M]|; = e;) si et seulement si7(a) = a; (resp.
G(a) = s, G(a) = s*) pour touta € f~1(1),

f étant fixe. D’'autre part, sjS| < n + |B(E)|,
plusieursM peuvent conduire au @meG. Par
exemple, sin = 2, |S| = 3, E = [0,1] et
I € Z(]0,1]?) est I'un des deux triangles ou-
verts, alorsf~'(I) = & et, pour unG donrg, la
fonction invarianteM peut prendre n'importe
guelle valeur dans.

4.2 Fonctions incependantes deséchelles
d’entr ée identiques

A présent, nougtudions les FIE dont les va-
leurs d’entée sont exprirees dans une @éme
échelle ordinale et dont les valeurs de sortie
dans uneéchelle ordinale. Nous appelons ces
fonctions,fonctions in@pendantes déxhelles
d’entrée identique$FIEEI).

Définition 4.3. Une fonction M E" —
R est diteindépendantes deachelles d’en&e
identiquessi, pour touteéchelle ordinale fi-
nie (S, <s), il existe uneéchelle ordinale finie
(T, <r) et une fonction d’agrgation surjective
G : 8™ — T telles que, pour tout isomorphisme
f S — E préservant les ex@mes, il existe un
isomorphismey; : 7' — R tel que

(ae S™). (2)

Nous disons alors qué&' repiesenteM dans
(Sa 45)

Tout comme les FIEI sont exactement les fonc-
tions invariantes, nous allons voir que les FIEEI
sont exactement les fonctiorsgnifiantes en
comparaisor{voir [8, 10, 13, 14, 17]).

Définition 4.4. M : E" — R est ditsignifiant
en comparaisofa partir d'unegchelle ordinale)



Si

pour tousr, 2’ € E™ ettoutp € A(E).

La description comgite de ces fonctions &té
donrée Ecemment comme suit [10] :

Théeoreme 4.2.M : E™ — R est une fonction
signifiante en comparaison si et seulement si,
pour tout! € Z(E™), il existe unindice; € [n]

et une fonction constante ou strictement mono-
toneg; : P,,(I) — R telle que

M|; = gro Py,

ou, pour tout/,J € Z(E™), soitg; = gy,
ou ran(gy) ran(gy;) est un singleton, ou
ran(gy) < ran(gy), ouran(gr) > ran(gy).

(NB :ran(g;) < ran(g;) signifie que pour tout
r € ran(gr) et touts € ran(gy), onar < s.)

Ainsi, une fonction signifiante en comparaison
M . E™ — R se Eduit, sur chaque SEIM de
E™, a une constante ou une transf@erde pro-
jection sur une coordo@e.

Le résultat suivant montre clairement que la
signifiance en comparaisoréggralise l'inva-
riance :

Proposition 4.2. M : E" — R est une fonc-
tion signifiante en comparaison si et seulement
si, pour toutp € A(F), il existe une fonction
strictement croissantg,, : R — R telle que

M[p(x)] = ¢o[M ()] (z € E"). (3)

Notons qu'il est claira partir de (3) que la
restriction dewy, a ran()) est univoquement
déetermiree.

Nous avons leésultat suivant :

Proposition 4.3. La fonctionM : E™ — R est
une FIEEI si et seulement si elle est signifiante
en comparaison.

D’apres la Proposition 4.3 une fonction si-
gnifiante en comparaisod/ : E™ — R peut
toujours étre repesenée par une fonction
d’agrégation disate G : S™ — T sur n'im-
porte quelleéchelle ordinald S, <5), quel que
soit le cardinal de cettéchelle. De plus, les
étapes @acessaires pouréterminer lechelle
d'arriveeT’ et les fonctions : S* — T etgy :

T — Rsont:

Etape 1. Fixer un isomorphisme particulier
f*: S — E, preservant les ex@mes.

Etape 2.0nal = {t; < --- <tz }, Ol

R = {7“1 < .- <T\R|}

{M[f*(a)] [ a € 5"}

Etape 3.0n aG(a) = o (M[f*(a)]), ol o :
T — R est cfini paro(t;) = r; pour tout
1<i<|R|

Etape 4. Déterminer I'unique fonction), :
ran(M) — ran(M) de la Proposition 4.2.

Etape 5.0n ag; = o1 0 0.

Nous observons clairement quetant dongé
M : E" — Ret(S,<s), I échelleT etles fonc-
tions G : S" — T et g; : T"— R sont univo-
guement étermirees et ne ependent pas du
choix def*.

Exemple 4.2.Soit M : [0, 1]> — R défini par
M(z) = 21 N 9 + 2sign(zy — 7).

Alors, étant doni uneéchelle ordinalé trois
points(S, <s) et un isomorphism¢* : S — E
préservant les ex@mes, nous avons

R={-2<2z-2<0<z<1<2<2+2},

ol z = f*(sy). Ensuite, nous avong’| = 7 et
la fonctionG : S™ — T est donie par

G(a) = o [f* (a1 A ag) + 2sign(ay — a1)],

ou, de facorequivalente, par la table

as\a ‘ 51 S2 83
s1 |ty 1
So | tg tg 13
s |te lr s



Finalement,
o(z), if x €0,1],
Yolz) = oz —2)+2, ifze(23),
plx+2)—2, ifrec|[-2 —1).
et
(fo fr Yo, if i =3,4,5,
gs(t)= (fo fo(t) — 2] +2, if i =6,7,
(fof Dot +2] -2, ifi=1,2.

Notons que la relation entr&/ et G n’est pas
aussi claire que dans le cas des FIEI. En par-
ticulier, reconstruireM a partir deG semble
etre uneache difficile. Nous proposons alors le
probleme suivant :

Probleme ouverf.. Décrire toutes les fonctions
signifiantes en comparaison ayant leeme
repesentant discret.

Notons aussi que, de (2), nous avons igam
diatement le &sultat suivant, qui nous sera utile
dans la derriire section :

Proposition 4.4. Soit M :E™— R une
FIEEI, avec repésentant discretz : S — T.
Alors, pour toute fonctiong : ran(M) — R
strictement croissante (resp. strictement
décroissante), le refasentant discret de o M
estnoG:S"—T', ou T' est isomorphea

T pour l'ordre ety : T — T’ est fini par
n(t;) t; (resp.n(t;) = t/r_,.,) pour tout
i=1,...,|T.

5 Fonctions ordinales invariantes

continues

Dans cette dergre section, nous examinons le
cas des FOI continuea,savoir les fonctions in-
variantes continues et les fonctions signifiantes
en comparaison continues.

Jusqua recemment, on croyait que cela n’avait
pas de sens de combiner la contiduatvec une
propriete d’'invariance pour 'ordre. Largument
evoqLe était que la éfinition classique de la
continuig utilise la distance entre les valeurs

numeérigues et donc fait usage des pré@s
cardinales de ces valeurs, alors qu’une p&ri
d’invariance implique que les progtes cardi-
nales des valeurs nuariques ne doivent pas
étre prises en compte.

En fait, comme nous allons maintenant le voir,
la continuieé a du sens pour les fonctions in-
variantes et peut éme étre interpette d'une
facon tes naturelle. Plus prigment, nous
donnons une interptation de la continué pour
les fonctions invariantes en imposant une pro-
priete delissagesur leurs repesentants discrets.

Nous montrerons aussi qu'une telle in-
terpretation ne s’applique pas pour les fonction
signifiantes en comparaison et que la contimuit
est une condition plét restrictive pour ces
fonctions.

Décrivons tout d’abord les FOI continues. Un
exemple typique de ces fonctions continues est
donree par urpolynéme latticiel[2] :

Définition 5.1. Un polyrdme latticiela n va-
riables est une expression contenantariables
x1,...,x, liees par les dgrations latticielles
A = min etV = max dans une combinaison
arbitraire de paren#éses.

On peut montrer (voir e.g. [2, Chapitre &5])
gue tout polydme latticiel dansR™ peutétre
mis sous l&forme normale disjonctive

L(z)= "\ A\ (x € R"),
AC[n] i€A
v(A)=1

ol v : 2"l — {0, 1} est une fonction d’ensem-
ble non dcroissante et non constante. Nous
dénoterons paf’,, la famille de ces fonctions
d’ensemble.

La description comgite des FOI continues est
donrée dans les deux éoremes suivants [8,
10]:

Theoreme 5.1. M : E™ — E est une fonction
invariante continue si et seulementidi = ¢ €
B(E) (si cette constante existe) ou il existe
I, telqueM = L,.



Theoreme 5.2. M : E" — R est une fonc-
tion signifiante en comparaison continue si et
seulement s'il existe € I',, et une fonction

g : E— R continue et strictement monotone ou
constante telle qué/ = go L,,.

Nous donnons maintenant une inté&fation de

la continuig pour les fonctions invariantedra-
vers leurs regrsentants discrets. Dans ce but,
nous utilisons le concept dissage[4] pour les
fonctions discetes.

Soit (S, <) = {s1 < --- < s} uneéchelle or-

dinalea k points et soita € S. Pour localiser

a dansS nous @finissons une fonction d’indice
ind: S —{1,...,k} par

ind(a) =r & a=s, (1<r<k).

Dans la suite, pour toute [n], S® repesente
uneéchelle ordinale finie.

Définition 5.2. Une fonction discete G

X ., S — T est ditelisse si, pour tout
a,be X;_, S nous avons

> |ind(a;) — ind(b;)] < 1
i=1

= |ind[G(a)] — ind[G(D)]| < 1.

La proprete de lissage, initialement introduite
seulement pour les fonctions distgs non
décroissantes (voir [4]), repsente Equivalent
discret de la continuit De plus, on peut mon-
trer (voir [3, Theome 2] pour une preuve
dans un cas patrticulier) que cette préf@iest
equivalentea la version dis@te de la propéte
des valeurs intergdiaires. Le@sultat est le sui-
vant :

Proposition 5.1. La propriéete de lissage pour
G : X ,S% — T estequivalentea la
condition suivante : Pour touf € [n] et tout
a,b € X_ SO differant uniquement sur la
coordonree j, I'élementt € T est entreG(a)
et G(b) inclus si et seulement s'il existe €
X, 8@, differant dea et seulement sur la
coordonreej, tel quec; est unélement entre;
etb; inclus ett = G(c).

Nous allons maintenant montrer que toute fonc-
tion invariante est continue si et seulement si
elle est repesenkée uniquement par des fonc-
tion d’agregation disaetes lisses. Ceci fait de
la continuie une propéte qui a du sens, et
méme attrayante, pour les fonctions invariantes.
Nous allons aussi montrer que cette préfri
ne s’applique pas pour les fonctions signifiantes
en comparaison. Plus griment, nous al-
lons montrer que la contin@test une condi-
tion seulement suffisante pour que ces fonctions
soient repesenées uniquement par des fonc-
tions discetes lisses.

Proposition 5.2. Une fonction invariante
M : E™ — E est continue si et seulement
si elle est repesenke uniquement par des
fonctions d’agégation discete lisses.

Examinonsa pésent le cas des fonctions signi-
flantes en comparaison continues. Par la Propo-
sition 4.4, nous observons que toute fonction in-
variante continue de la forme, et toute fonc-
tion signifiante en comparaison continue et non
constante de la formgo L., ou ¢ est stricte-
ment croissant (resp. strictemer#adoissant),
conduisent respectivement aux regpentants
L,:S"— SetnolL,:S"—T,ouT estiso-
morphea S pour l'ordre, ety : S — T est la
fonction qui péserve les indices (resp. renverse
les indices).

Proposition 5.3. Une fonction signifiante
en comparaison continuel/ : E* — R est

represenée uniguement par des fonctions
d’agrégation discetes lisses.

En revenanta I'Exemple 4.2, nous pou-
vons immediatement voira partir de la table
décrivant la fonctionz que cette fonction n’est
pas lisse. Ceci est en accord avec la non conti-
nuité deM.

Notons que, contrairement au cas des fonctions
invariantes, la&ciproque de la Proposition 5.3
est fausse. Il existe des fonctions signifiantes
en comparaison qui sont non continues et qui,
cependant, ont des r&@entant discrets lisses.



De fait, en partant d’une fonction strictement
monotone (mais paséaessairement continue)
g : R — R, nous pouvons toujours transformer
une fonction invariante continug/ : £ — R

en une fonction signifiante en comparaison
(pas recessairement continug) M, qui a un
repesentant lisse semblabdecelui deM (cf.
Proposition 4.4). Plus pciment, pour toute
fonction strictement croissante (resp. stricte-
ment cecroissante, constantg): R — R, le
repesentant unique dags, <s) deM = goL,

est la fonction liss€x = no L,,o0un : S —

T = ran(G) préserve les indices (resp. renverse
les indices, est constant) €f| = |S]| (resp.
T =S, T[] = 1).

Le probEme suivanémerge naturellement de
cette analyse :

Probleme ouvert2. Décrire (ou caraériser)
toutes les fonctions signifiantes en comparaison
qui sont repesenées uniqguement par des fonc-
tions d’agegation disagtes lisses.

6 Conclusion

Nous avons mis en luraie la signification
des fonctions invariantes en les inteé{ant
comme des FIE, i.e., des fonctions qui ont
des repésentants discrets sur n’importe quelle
échelle ordinale finie.

En particulier, cette interptation montre que
consicerer une fonction disete G : S
S, ou (S, x) est uneéchelle ordinale doree,
ne revient pas consi@rer une fonction inva-
riante M : E™ — E. En effet, cette derpre
forme est beaucoup plus restrictive puisgue
est incependant de toutechelle. Par exemple,
sin = 2 et I/ est ouvert, nous voyons par le
Théeoeme 4.1 qu’il n'y a que quatre fonctions
invariantes (puisqués? n’a que trois SEIM et
gu’il N’y a qu’une possibilié sur la diagonale)
alors que le nombre de fonctions disEsG :
52 — S estévidemmentS|15”°.

—

Nous avons aussi inte@€ les fonctions si-
gnifiantes en comparaison d’une men@ sem-
blable. Pour ces fonctions, la description des

FOI conduisant au @me repéesentant discret
reste un proldme ouvert iréressant.

Finalement, nous avons obséengue ces in-
terpétations font de la contin@tune propgéte
pertinente pour les fonctions invariantes et, ce-
pendant, assez restrictives pour les fonctions si-
gnifiantes en comparaison.
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