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Résuḿe :
Nous donnons une interprétation des fonctions or-

dinales invariantes comme fonctions indépendantes
des échelles pour l’agŕegation sur deśechelles ordi-
nales finies. Plus préciśement, nous montrons comment
les fonctions ordinales invariantes agissent,à travers
des repŕesentants discrets, sur deséchelles ordinales
repŕesent́ees par des chaı̂nes finies. En particulier, cette
interpŕetation permet de justifier d’une façon naturelle la
propríet́e de continuit́e pour certaines fonctions ordinales
invariantes.
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Abstract:
We give an interpretation of order invariant functions

as scale independent functions for the aggregation on fi-
nite ordinal scales. More precisely, we show how order
invariant functions can act, through discrete representa-
tives, on ordinal scales represented by finite chains. In
particular, this interpretation allows us to justify the conti-
nuity property for certain order invariant functions in a
natural way.
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1 Introduction

Une échelle ordinale finie peut̂etre d́efinie
de deux façonśequivalentes ; l’une est sym-
bolique et l’autre est nuḿerique. Symbolique-
ment, unéechelle ordinale finie est une chaı̂ne
finie (S, 4), i.e. un ensemble fini totalement or-
donńe, dont leséléments sont rangés selon un
certain crit̀ere. Par exemple [5, 6], unéechelle
d’évaluation d’un produit par un consommateur

telle que

S = {M ≺ AM ≺ A ≺ PMB ≺ B}
est unéechelle ordinale finie, dont leśeléments
M, AM, A, PMB, B repŕesentent les termes
linguistiques suivants :mauvais, assez mau-
vais, acceptable, plus ou moins bon, bon.
Numériquement, uneéchelle ordinale finie
est une suite strictement croissante et finie
de nombres ŕeels d́efinis à l’ordre pr̀es et
repŕesentant les repères d’́evaluation possibles
définis sur un certain critère ; voir e.g. [16]. Par
exemple, les suites

(1, 2, 3, 4, 5) et (−6.5,−1.2, 8.7, 205.6, 750)

repŕesentent deux versionśequivalentes de
l’ échelle d’́evaluation d́efinie ci-dessus.

L’ équivalence entre ces deux définitions
découle imḿediatement du fait que l’ordre
défini sur n’importe quelle chaı̂ne finie (S, 4)
peut toujoursêtre nuḿeriquement repŕesent́e
dans un interval ŕeel E ⊆ R au moyen d’un
isomorphismef : S → E préservant l’ordre
deséléments et d́efini à une bijection croissante
φ : E → E près ; voir e.g. [7].

Supposons à pŕesent que nous ayonsn
évaluations expriḿees dans une m̂emeéchelle
ordinale(S, 4) de cardinalk = |S| et suppo-
sons que nous voulions agréger ceśevaluations
et obtenir unéevaluation globale représentative
dans la m̂eme échelle. Bien ŝur, nous pou-
vons utiliser une fonction d’agrégation discr̀ete



G : Sn → S, i.e. une fonction qui triekn n-
uples dansk classes. Nous pourrions tout aussi
bien utiliser une fonction d’agrégationà n va-
riables qui soit universelle dans le sens qu’elle
est indépendantede l’échelle ordinale utiliśee.
Dans ce dernier cas, puisqu’aucuneéchelle ne
peutêtre sṕecifiée, la fonction d’agŕegation doit
nécessairement̂etre une fonction nuḿerique
M : En → E. Par exemple, la fonction ḿe-
diane, qui donne la valeur centrale d’une suite
ordonńee de longueur impaire, est unefonction
indépendante deśechelles(FIE) qui est capable
d’agŕeger des valeurs nuḿeriques expriḿees sur
n’importe quelléechelle ordinale.

Dans cet article, nouśetudions deux types
de FIE pour l’agŕegation sur deśechelles or-
dinales finies. D’abord, nous considérons les
fonctions qui envoientn copies d’une m̂eme
échelle ordinale vers elle-m̂eme (voir D́efinition
4.1). Ensuite, nous considérons les fonctions
qui envoientn copies d’une m̂emeéchelle ordi-
nale vers unéechelle ordinale,́eventuellement
diff érente (voir D́efinition 4.3). Nous mon-
trons que ces fonctions s’identifient auxfonc-
tions ordinales invariantes(FOI), qui ont d́ejà
ét́e étudíees et d́ecrites dans un cadre pu-
rement nuḿerique [10] (voir aussi [8, 12]).
Notre principale contribution ici est donc d’in-
terpŕeter ces dernières comme des FIE, i.e.
des fonctions nuḿeriques qui ont toujours des
repŕesentants symboliques lorsqu’elles agissent
sur deśechelles ordinales spécifiées.

Bien qu’̀a premìere vue il semble inapproprié
de demander̀a une FIE d’̂etre une fonction
continue, nous montrons aussi que la continuité
peut être interpŕet́ee d’une manìere tr̀es natu-
relle pour les FIE du premier type.

Cet article est organisé de la façon suivante. A la
Section 2, nous introduisons les notations et les
hypoth̀eses que nous adoptons. A la Section 3,
nous rappelons le concept de sous-ensemble in-
variant, qui est ńecessaire pour décrire les FIE.
A la Section 4, nous présentons śepaŕement les
deux types de FIE mentionnées ci-dessus. Fi-
nalement,̀a la Section 5, nouśetudions la pro-

priét́e de continuit́e pour ces fonctions.

2 Notations et hypoth̀eses de travail

Soit E un intervalle ŕeel, éventuellement non
borńe, et soiente0 := inf E, e1 := sup E, et
E◦ := E \ {e0, e1}. B(E) désigne l’ensemble
des bornes incluses deE, i.e.

B(E) := {e0, e1} ∩ E.

Le groupe des automorphismes deE, i.e. le
groupe de toutes les bijections croissantesφ de
E dans lui-m̂eme, est noté A(E). Nous note-
ronségalement l’ensemble{1, . . . , n} par[n] et
les oṕerations minimum et maximum respecti-
vement par∧ et∨.

Pour tout entierk > 2, une échelle ordinale
(S, 4) àk points sera notée

S = {s1 ≺ s2 ≺ · · · ≺ sk}
où s1 = s∗ (resp.sk = s∗) est l’élément le
plus bas (resp. le plus haut) de l’échelle et≺
repŕesente la partie asyḿetrique de4.

Puisque la relation binaire4 est un ordre to-
tal sur un ensemble finiS, il peut toujoursêtre
numériquement repŕesent́e au moyen d’un iso-
morphismef : S → E tel que

si 4 sj ⇔ f(si) 6 f(sj),

voir [7, Chapitre 1]. Un tel isomorphisme est
défini à un automorphismeφ ∈ A(E) près ;
i.e., avecf , toutes les fonctionsf ′ = φ ◦ f
(et uniquement ces fonctions) représentent le
même ordre surS. Ainsi, A(E) repŕesente l’en-
semble de toutes lestransformations d’́echelle
admissibles, i.e., les transformations deE qui
permettent de passer d’uneéchelle nuḿerique
quelconquèa uneéchelleéquivalente ; voir e.g.
[16].

Nous supposerons toujours quef préserve les
éléments extr̂emes, i.e., sie0 ∈ E (resp.e1 ∈
E) alors f(s∗) = e0 (resp.f(s∗) = e1) pour
toute échelle ordinale(S, 4). Ceci revientà
supposer que l’élément le plus bass∗ (resp. le



plus hauts∗) d’une échelle donńee est com-
munà toutes leśechelles consid́eŕees et que sa
repŕesentation nuḿerique est ńecessairemente0

(resp. e1). C’est la raison pour laquelle nous
consid́erons des représentations nuḿeriques
dans un sous-ensembleE deR, éventuellement
non ouvert, plut̂ot que dansR lui-même. Par
exemple, siE = [0, 1], toutes leśechelles or-
dinales consid́eŕees ont des extrémit́es fix́ees.

Pour alĺeger les notations, nousécrirons respec-
tivementφ(x) etf(a) au lieu de

(φ(x1), . . . , φ(xn)) et (f(a1), . . . , f(an)).

Finalement, l’ensemble des valeurs possibles
prises par une fonctionf sera not́e ran(f).

3 Sous-ensembles invariants

Dans cette section, nous rappelons le concept de
sous-ensemble invariant ; voir e.g. [1, 10, 12].

Définition 3.1. Un sous-ensemble non videI ⊆
En est ditinvariantsi

x ∈ I ⇒ φ(x) ∈ I (φ ∈ A(E)).

Un ensemble invariantI est ditminimal s’il n’a
aucun sous-ensemble invariant propre.

La famille I(En) de tous les sous-ensembles
invariants minimaux (SEIM) deEn fournit une
partition deEn en des classes d’équivalence, òu
x, y ∈ En sontéquivalents s’il existeφ ∈ A(E)
tel quey = φ(x). Une description complète des
éléments deI(En) est donńee dans la proposi-
tion suivante [1, 12] :

Proposition 3.1. On a I ∈ I(En) si et seule-
ment s’il existe une permutationπ sur [n] et une
suite{Ci}n

i=0 de symbolesCi ∈ {<, =}, qui ne
sont pas tous deśegalit́es sie0 ∈ E et e1 ∈ E,
telles que

I={x ∈ En|e0 C0 xπ(1) C1 · · ·Cn−1 xπ(n) Cn e1},

où C0 est< si e0 /∈ E etCn est< si e1 /∈ E.

Exemple 3.1. Le carŕe [0, 1]2 contient exac-
tement onze SEIM,à savoir les triangles
ouverts {(x1, x2) | 0 < x1 < x2 < 1} et
{(x1, x2) | 0 < x2 < x1 < 1}, la diagonale ou-
verte {(x1, x2) | 0 < x1 = x2 < 1}, les quatre
sommets du carré, et les quatres segments
ouverts joignant des sommets voisins.

4 Fonctions ind́ependantes deśech-
elles

Dans cette section, nousétudions les deux types
de FIE dont nous avons parlé dans l’introduc-
tion. En fait, nous verrons que ces fonctions ne
sont rien d’autre que les FOI,à savoir : lesfonc-
tions invarianteset lesfonctions signifiantes en
comparaison.

4.1 Fonctions ind́ependantes deséchelles
identiques

Les premìeres FIE que nouśetudions sont
les fonction d’agŕegation nuḿeriquesà n va-
riables dont les valeurs d’entrée et de sortie
sont expriḿees sur une m̂emeéchelle ordinale.
Nous les appelonsfonctions ind́ependantes des
échelles identiques(FIEI).

Définition 4.1. Une fonctionM : En → E
est diteindépendantes deśechelles identiques
si, pour touteéchelle ordinale finie(S, 4), il
existe une fonction d’agrégationG : Sn → S
telle que, pour tout isomorphismef : S → E
préservant les extrêmes, nous avons

M [f(a)] = f [G(a)] (a ∈ Sn). (1)

Nous disons alors queG repŕesenteM dans
(S, 4).

Comme toute transformation admissible des va-
leurs d’entŕee doit entrâıner la m̂eme transfor-
mation des valeurs de sortie, il apparaı̂t que les
FIEI sont desfonction invariantesau sens sui-
vant (voir [8, 11, 12, 15]) :

Définition 4.2. M : En → E est une fonction
invariantesi

M [φ(x)] = φ[M(x)]



pour toutx ∈ En et toutφ ∈ A(E).

La description complète de ces fonctions áet́e
donńee ŕecemment comme suit [10, 12] :

Théorème 4.1.M : En → E est une fonc-
tion invariante si et seulement si, pour tout
I ∈ I(En), soit M |I ≡ c ∈ B(E) (si cette
constante existe), ou il existei ∈ [n] tel que
M |I = Pi|I est la projection sur lai-ème coor-
donńee.

Ainsi, une fonction invarianteM : En → E se
réduit, sur chaque SEIM deEn, à une constante
ou une projection sur une coordonnée. En parti-
culier, on a

M(x) ∈ {x1, . . . , xn} ∪B(E) (x ∈ En).

Nous avons aussi le résultat suivant :

Proposition 4.1. La fonctionM : En → E est
une FIEI si et seulement si elle est invariante.

D’après la Proposition 4.1, une fonction
invariante M : En → E peut toujours être
repŕesent́ee par une fonction d’agrégation
discr̀ete G : Sn → S sur n’importe quelle
échelle ordinale(S, 4), quel que soit le cardi-
nal de cettéechelle. De plus, il est clair̀a partir
de (1) queG est univoquement d́etermińe et iso-
morpheà la “restriction” deM àSn.

Exemple 4.1.Soientn = 2 etM(x) = x1∧x2.
Alors, le repŕesentant uniqueG deM est d́efini
parG(a) = a1 ∧ a2 pour touta ∈ S2.

Il est facile de voir que, pour unéechelle or-
dinale donńee(S, 4), l’ensemble des fonctions
G : Sn → S repŕesentant les fonctions inva-
riantes dans(S, 4) se d́ecrit exactement par la
version discr̀ete du Th́eor̀eme 4.1, òuE est rem-
plaće parS et òu la famille des SEIM “discrets”
deSn est simplement d́efinie par

{f−1(I) | I ∈ I(En)},
pour toutf fixé, ou, ind́ependamment de tout
f , au moyen de la Proposition 3.1. Bien sûr,

pour avoir une correspondance 1-1 entreM et
G nous devons avoirf−1(I) 6= ∅ pour tout
I ∈ I(En), condition qui est v́erifiée si et seule-
ment si

|S| > n + |B(E)|.
Dans ce cas,́etant donńesI ∈ I(En) et i ∈ [n],
nous avonsM |I = Pi|I (resp. M |I ≡ e0,
M |I ≡ e1) si et seulement siG(a) = ai (resp.
G(a) = s∗, G(a) = s∗) pour touta ∈ f−1(I),
f étant fix́e. D’autre part, si|S| < n + |B(E)|,
plusieursM peuvent conduire au m̂emeG. Par
exemple, sin = 2, |S| = 3, E = [0, 1] et
I ∈ I([0, 1]2) est l’un des deux triangles ou-
verts, alorsf−1(I) = ∅ et, pour unG donńe, la
fonction invarianteM peut prendre n’importe
quelle valeur dansI.

4.2 Fonctions ind́ependantes deséchelles
d’entr ée identiques

A présent, nouśetudions les FIE dont les va-
leurs d’entŕee sont expriḿees dans une m̂eme
échelle ordinale et dont les valeurs de sortie
dans unéechelle ordinale. Nous appelons ces
fonctions,fonctions ind́ependantes deśechelles
d’entŕee identiques(FIEEI).

Définition 4.3. Une fonction M : En →
R est diteindépendantes deśechelles d’entŕee
identiquessi, pour touteéchelle ordinale fi-
nie (S, 4S), il existe uneéchelle ordinale finie
(T, 4T ) et une fonction d’agŕegation surjective
G : Sn → T telles que, pour tout isomorphisme
f : S → E préservant les extrêmes, il existe un
isomorphismegf : T → R tel que

M [f(a)] = gf [G(a)] (a ∈ Sn). (2)

Nous disons alors queG repŕesenteM dans
(S, 4S).

Tout comme les FIEI sont exactement les fonc-
tions invariantes, nous allons voir que les FIEEI
sont exactement les fonctionssignifiantes en
comparaison(voir [8, 10, 13, 14, 17]).

Définition 4.4. M : En → R est ditsignifiant
en comparaison(à partir d’unéechelle ordinale)



si

M(x)
{ <

=

}
M(x′)

⇒ M [φ(x)]
{ <

=

}
M [φ(x′)]

pour tousx, x′ ∈ En et toutφ ∈ A(E).

La description complète de ces fonctions áet́e
donńee ŕecemment comme suit [10] :

Théorème 4.2.M : En → R est une fonction
signifiante en comparaison si et seulement si,
pour toutI ∈ I(En), il existe un indiceiI ∈ [n]
et une fonction constante ou strictement mono-
tonegI : PiI (I) → R telle que

M |I = gI ◦ PiI |I ,
où, pour tout I, J ∈ I(En), soit gI = gJ ,
ou ran(gI) = ran(gJ) est un singleton, ou
ran(gI) < ran(gJ), ouran(gI) > ran(gJ).

(NB : ran(gI) < ran(gJ) signifie que pour tout
r ∈ ran(gI) et touts ∈ ran(gJ), on ar < s.)

Ainsi, une fonction signifiante en comparaison
M : En → R se ŕeduit, sur chaque SEIM de
En, à une constante ou une transformée de pro-
jection sur une coordonnée.

Le résultat suivant montre clairement que la
signifiance en comparaison géńeralise l’inva-
riance :

Proposition 4.2. M : En → R est une fonc-
tion signifiante en comparaison si et seulement
si, pour toutφ ∈ A(E), il existe une fonction
strictement croissanteψφ : R→ R telle que

M [φ(x)] = ψφ[M(x)] (x ∈ En). (3)

Notons qu’il est clairà partir de (3) que la
restriction deψφ à ran(M) est univoquement
détermińee.

Nous avons le ŕesultat suivant :

Proposition 4.3. La fonctionM : En → R est
une FIEEI si et seulement si elle est signifiante
en comparaison.

D’après la Proposition 4.3 une fonction si-
gnifiante en comparaisonM : En → R peut
toujours être repŕesent́ee par une fonction
d’agŕegation discr̀ete G : Sn → T sur n’im-
porte quelléechelle ordinale(S, 4S), quel que
soit le cardinal de cettéechelle. De plus, les
étapes ńecessaires pour déterminer l’́echelle
d’arrivéeT et les fonctionsG : Sn → T et gf :
T → R sont :

Étape 1. Fixer un isomorphisme particulier
f ∗ : S → E, préservant les extrêmes.

Étape 2.On aT = {t1 ≺ · · · ≺ t|R|}, où

R := {r1 < · · · < r|R|}
= {M [f ∗(a)] | a ∈ Sn}.

Étape 3.On aG(a) = σ−1(M [f ∗(a)]), où σ :
T → R est d́efini parσ(ti) = ri pour tout
1 6 i 6 |R|.

Étape 4. Déterminer l’unique fonctionψφ :
ran(M) → ran(M) de la Proposition 4.2.

Étape 5.On agf = ψf◦f∗−1 ◦ σ.

Nous observons clairement que,étant donńe
M : En → R et(S, 4S), l’ échelleT et les fonc-
tions G : Sn → T et gf : T → R sont univo-
quement d́etermińees et ne d́ependent pas du
choix def ∗.

Exemple 4.2.SoitM : [0, 1]2 → R défini par

M(x) = x1 ∧ x2 + 2 sign(x2 − x1).

Alors, étant donńe uneéchelle ordinalèa trois
points(S, 4S) et un isomorphismef ∗ : S → E
préservant les extrêmes, nous avons

R = {−2 < z − 2 < 0 < z < 1 < 2 < z + 2},
où z = f ∗(s2). Ensuite, nous avons|T | = 7 et
la fonctionG : Sn → T est donńee par

G(a) = σ−1[f ∗(a1 ∧ a2) + 2 sign(a2 − a1)],

ou, de façońequivalente, par la table

a2\a1 s1 s2 s3

s1 t3 t1 t1
s2 t6 t4 t2
s3 t6 t7 t5



Finalement,

ψφ(x) =





φ(x), if x ∈ [0, 1],
φ(x− 2) + 2, if x ∈ [2, 3),
φ(x + 2)− 2, if x ∈ [−2,−1).

et

gf (ti)=





(f ◦ f ∗−1)[σ(ti)], if i = 3, 4, 5,
(f ◦ f ∗−1)[σ(ti)− 2] + 2, if i = 6, 7,
(f ◦ f ∗−1)[σ(ti) + 2]− 2, if i = 1, 2.

Notons que la relation entreM et G n’est pas
aussi claire que dans le cas des FIEI. En par-
ticulier, reconstruireM à partir deG semble
être une t̂ache difficile. Nous proposons alors le
probl̀eme suivant :

Problème ouvert1. Décrire toutes les fonctions
signifiantes en comparaison ayant le même
repŕesentant discret.

Notons aussi que, de (2), nous avons immé-
diatement le ŕesultat suivant, qui nous sera utile
dans la dernìere section :

Proposition 4.4. Soit M : En → R une
FIEEI, avec repŕesentant discretG : Sn → T .
Alors, pour toute fonctiong : ran(M) → R
strictement croissante (resp. strictement
décroissante), le représentant discret deg ◦M
est η ◦G : Sn → T ′, où T ′ est isomorpheà
T pour l’ordre et η : T → T ′ est d́efini par
η(ti) = t′i (resp. η(ti) = t′|T |−i+1) pour tout
i = 1, . . . , |T |.

5 Fonctions ordinales invariantes
continues

Dans cette dernière section, nous examinons le
cas des FOI continues,à savoir les fonctions in-
variantes continues et les fonctions signifiantes
en comparaison continues.

Jusqu’̀a ŕecemment, on croyait que cela n’avait
pas de sens de combiner la continuité avec une
propríet́e d’invariance pour l’ordre. L’argument
évoqúe était que la d́efinition classique de la
continuit́e utilise la distance entre les valeurs

numériques et donc fait usage des propriét́es
cardinales de ces valeurs, alors qu’une propriét́e
d’invariance implique que les propriét́es cardi-
nales des valeurs numériques ne doivent pas
être prises en compte.

En fait, comme nous allons maintenant le voir,
la continuit́e a du sens pour les fonctions in-
variantes et peut m̂emeêtre interpŕet́ee d’une
façon tr̀es naturelle. Plus préciśement, nous
donnons une interprétation de la continuité pour
les fonctions invariantes en imposant une pro-
priét́e delissagesur leurs repŕesentants discrets.

Nous montrerons aussi qu’une telle in-
terpŕetation ne s’applique pas pour les fonction
signifiantes en comparaison et que la continuité
est une condition plutôt restrictive pour ces
fonctions.

Décrivons tout d’abord les FOI continues. Un
exemple typique de ces fonctions continues est
donńee par unpolynôme latticiel[2] :

Définition 5.1. Un polyn̂ome latticiel à n va-
riables est une expression contenantn variables
x1, . . . , xn li ées par les oṕerations latticielles
∧ = min et ∨ = max dans une combinaison
arbitraire de parenth̀eses.

On peut montrer (voir e.g. [2, Chapitre 2,§5])
que tout polyn̂ome latticiel dansRn peut être
mis sous laforme normale disjonctive:

Lγ(x) =
∨

A⊆[n]
γ(A)=1

∧

i∈A

xi (x ∈ Rn),

où γ : 2[n] → {0, 1} est une fonction d’ensem-
ble non d́ecroissante et non constante. Nous
dénoterons parΓn la famille de ces fonctions
d’ensemble.

La description complète des FOI continues est
donńee dans les deux théor̀emes suivants [8,
10] :

Théorème 5.1.M : En → E est une fonction
invariante continue si et seulement siM ≡ c ∈
B(E) (si cette constante existe) ou il existeγ ∈
Γn tel queM = Lγ.



Théorème 5.2. M : En → R est une fonc-
tion signifiante en comparaison continue si et
seulement s’il existeγ ∈ Γn et une fonction
g : E → R continue et strictement monotone ou
constante telle queM = g ◦ Lγ.

Nous donnons maintenant une interprétation de
la continuit́e pour les fonctions invariantesà tra-
vers leurs repŕesentants discrets. Dans ce but,
nous utilisons le concept delissage[4] pour les
fonctions discr̀etes.

Soit (S, 4) = {s1 ≺ · · · ≺ sk} une échelle or-
dinale à k points et soita ∈ S. Pour localiser
a dansS nous d́efinissons une fonction d’indice
ind : S → {1, . . . , k} par

ind(a) = r ⇔ a = sr (1 6 r 6 k).

Dans la suite, pour touti ∈ [n], S(i) repŕesente
uneéchelle ordinale finie.

Définition 5.2. Une fonction discr̀ete G :×n

i=1 S(i) → T est dite lisse si, pour tout
a, b ∈×n

i=1 S(i), nous avons
n∑

i=1

|ind(ai)− ind(bi)| 6 1

⇒ |ind[G(a)]− ind[G(b)]| 6 1.

La propríet́e de lissage, initialement introduite
seulement pour les fonctions discrètes non
décroissantes (voir [4]), représente l’́equivalent
discret de la continuité. De plus, on peut mon-
trer (voir [3, Th́eor̀eme 2] pour une preuve
dans un cas particulier) que cette propriét́e est
équivalentèa la version discr̀ete de la propríet́e
des valeurs interḿediaires. Le ŕesultat est le sui-
vant :

Proposition 5.1. La propriét́e de lissage pour
G : ×n

i=1 S(i) → T est équivalenteà la
condition suivante : Pour toutj ∈ [n] et tout
a, b ∈ ×n

i=1 S(i) différant uniquement sur la
coordonńeej, l’ élémentt ∈ T est entreG(a)
et G(b) inclus si et seulement s’il existec ∈×n

i=1 S(i), différant dea et b seulement sur la
coordonńeej, tel quecj est unélément entreaj

et bj inclus ett = G(c).

Nous allons maintenant montrer que toute fonc-
tion invariante est continue si et seulement si
elle est repŕesent́ee uniquement par des fonc-
tion d’agŕegation discr̀etes lisses. Ceci fait de
la continuit́e une propríet́e qui a du sens, et
même attrayante, pour les fonctions invariantes.
Nous allons aussi montrer que cette propriét́e
ne s’applique pas pour les fonctions signifiantes
en comparaison. Plus préciśement, nous al-
lons montrer que la continuité est une condi-
tion seulement suffisante pour que ces fonctions
soient repŕesent́ees uniquement par des fonc-
tions discr̀etes lisses.

Proposition 5.2. Une fonction invariante
M : En → E est continue si et seulement
si elle est repŕesent́ee uniquement par des
fonctions d’agŕegation discr̀ete lisses.

Examinons̀a pŕesent le cas des fonctions signi-
fiantes en comparaison continues. Par la Propo-
sition 4.4, nous observons que toute fonction in-
variante continue de la formeLγ et toute fonc-
tion signifiante en comparaison continue et non
constante de la formeg ◦ Lγ, où g est stricte-
ment croissant (resp. strictement décroissant),
conduisent respectivement aux représentants
Lγ : Sn → S et η ◦ Lγ : Sn → T , où T est iso-
morpheà S pour l’ordre, etη : S → T est la
fonction qui pŕeserve les indices (resp. renverse
les indices).

Proposition 5.3. Une fonction signifiante
en comparaison continueM : En → R est
représent́ee uniquement par des fonctions
d’agrégation discr̀etes lisses.

En revenant à l’Exemple 4.2, nous pou-
vons imḿediatement voir̀a partir de la table
décrivant la fonctionG que cette fonction n’est
pas lisse. Ceci est en accord avec la non conti-
nuité deM .

Notons que, contrairement au cas des fonctions
invariantes, la ŕeciproque de la Proposition 5.3
est fausse. Il existe des fonctions signifiantes
en comparaison qui sont non continues et qui,
cependant, ont des représentant discrets lisses.



De fait, en partant d’une fonction strictement
monotone (mais pas nécessairement continue)
g : R→ R, nous pouvons toujours transformer
une fonction invariante continueM : En → R
en une fonction signifiante en comparaison
(pas ńecessairement continue)g ◦ M , qui a un
repŕesentant lisse semblableà celui deM (cf.
Proposition 4.4). Plus préciśement, pour toute
fonction strictement croissante (resp. stricte-
ment d́ecroissante, constante)g : R → R, le
repŕesentant unique dans(S, 4S) deM = g◦Lγ

est la fonction lisseG = η ◦ Lγ, où η : S →
T = ran(G) préserve les indices (resp. renverse
les indices, est constant) et|T | = |S| (resp.
|T | = |S|, |T | = 1).

Le probl̀eme suivant́emerge naturellement de
cette analyse :

Problème ouvert2. Décrire (ou caractériser)
toutes les fonctions signifiantes en comparaison
qui sont repŕesent́ees uniquement par des fonc-
tions d’agŕegation discr̀etes lisses.

6 Conclusion

Nous avons mis en lumière la signification
des fonctions invariantes en les interprétant
comme des FIE, i.e., des fonctions qui ont
des repŕesentants discrets sur n’importe quelle
échelle ordinale finie.

En particulier, cette interprétation montre que
consid́erer une fonction discrète G : Sn →
S, où (S, 4) est uneéchelle ordinale donńee,
ne revient pas̀a consid́erer une fonction inva-
rianteM : En → E. En effet, cette dernière
forme est beaucoup plus restrictive puisqueM
est ind́ependant de toutéechelle. Par exemple,
si n = 2 et E est ouvert, nous voyons par le
Théor̀eme 4.1 qu’il n’y a que quatre fonctions
invariantes (puisqueE2 n’a que trois SEIM et
qu’il n’y a qu’une possibilit́e sur la diagonale)
alors que le nombre de fonctions discrètesG :
S2 → S estévidemment|S||S|2.
Nous avons aussi interprét́e les fonctions si-
gnifiantes en comparaison d’une manière sem-
blable. Pour ces fonctions, la description des

FOI conduisant au m̂eme repŕesentant discret
reste un probl̀eme ouvert int́eressant.

Finalement, nous avons observé que ces in-
terpŕetations font de la continuité une propríet́e
pertinente pour les fonctions invariantes et, ce-
pendant, assez restrictives pour les fonctions si-
gnifiantes en comparaison.
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[4] L. Godó and C. Sierra, A new approach to connective generation
in the framework of expert systems using fuzzy logic,Proc. 18th
IEEE Int. Symposium on Multiple-Valued Logic, Palma de Mal-
lorca, Spain, 1988, pp. 157–162.

[5] M. Grabisch, On preference representation on an ordinal scale,
in : S. Benferhat, P. Besnard (eds.),Proc. 6th Eur. Conf. on Sym-
bolic and Quantitative Approaches to Reasoning with Uncer-
tainty (ECSQARU 2001), Toulouse, France, September 19–21,
2001, pp. 18–28.

[6] M. Grabisch and T. Roblin, Aggregation of ordinal information,
Proc. of EUROFUSE-SIC’99 Joint Conference, Budapest, Hun-
gary, May 25–28, 1999, pp. 496–501.

[7] D.H. Krantz, R.D. Luce, P. Suppes, and A. Tversky,Foundations
of measurement, volume I :Additive and polynomial representa-
tions(Academic Press, San Diego, 1971).

[8] J.-L. Marichal, On order invariant synthesizing functions,Journal
of Mathematical Psychology46 (6) (2002) 661–676.

[9] J.-L. Marichal and R. Mesiar, Aggregation on finite ordinal scales
by scale independent functions, under review.

[10] J.-L. Marichal, R. Mesiar, and T. R̈uckschlossov́a, A complete
description of comparison meaningful functions, to appear.

[11] J.-L. Marichal and M. Roubens, Characterization of some stable
aggregation functions,Proc. 1st Int. Conf. on Industrial Enginee-
ring and Production Management (IEPM’93), Mons, Belgium,
June 2-4, 1993, 187–196.

[12] R. Mesiar and T. R̈uckschlossov́a, Characterization of invariant
aggregation operators,Fuzzy Sets and Systems142(1) (2004) 63–
73.

[13] A. Orlov, The connection between mean quantities and admis-
sible transformations,Mathematical Notes30 (1981) 774–778.

[14] S. Ovchinnikov, Means on ordered sets,Mathematical Social
Sciences32 (1996) 39–56.

[15] S. Ovchinnikov, Invariant functions on simple orders,ORDER14
(1998) 365–371.

[16] F.S. Roberts,Measurement theory with applications to decision-
making, utility and the social sciences(Addison-Wesley Pub.,
Reading, MA, 1979).

[17] E. Yanovskaya, Group choice rules in problems with interperso-
nal preference comparisons,Automation and Remote Control50
(1989) 822–830.


