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Résumé

L’opérateur le plus souvent utilisé pour agréger des
criteres dans les problémes d’aide multicritére a
la décision est la moyenne arithmétique pondérée.
Cependant, dans de nombreuz probléemes pratiques, les
critéres interagissent, ce qui nécessite l'emploi d’un
agrégateur plus général. Nous montrons que, sous
des hypothéses assez naturelles, l'intégrale de Choquet
discréte est un opérateur d’agrégation approprié qui
généralise la moyenne arithmétique pondérée par la
prise en compte de l’interaction parmi les critéres.
L’axiomatique qui permet de caractériser l’intégrale de
Choquet est présentée en détail.
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Abstract

The most often used operator to aggregate criteria
in decision making problems is the classical weighted
arithmetic mean. In many problems however, the
criteria considered interact, and a substitute to the
weighted arithmetic mean has to be adopted. We
show that, under rather natural conditions, the dis-
crete Choquet integral is an adequate aggregation op-
erator that extends the weighted arithmetic mean by
the taking into consideration of the interaction among
criteria. The axiomatic that supports the Choquet in-
tegral is presented in detail.
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1 Introduction

Considérons un ensemble fini d’alternatives A =
{a,b,c,...} et un ensemble fini de criteres N =
{1,...,n} dans un probléme d’aide multicritére a la
décision. A chaque alternative a € A est associé un
profil x* = (z4,...,2%) € E™, ou, pour tout i € N,
x¢ représente le score partiel de a sur le critere i,
et F est un interval réel, éventuellement non borné.
Habituellement, on prend E = [0, 1]. Nous supposons
que tous les scores partiels sont définis sur une méme
échelle d’intervalle, selon la théorie du mesurage.

A partir du profil d’'une alternative quelconque a, on
peut calculer un score global M (z?®) au moyen d’un
opérateur d’agrégation M : E” — IR qui prend en
compte les poids d’importance des criteres. Une fois
les scores globaux calculés, ils peuvent étre utilisés
pour ranger les alternatives ou pour sélectionner celle
qui satisfait le mieux les critéres proposés.

Il y a peu de temps encore, les opérateurs d’agrégation
les plus utilisés étaient les moyennes arithmétiques
pondérées, c’est-a-dire des opérateurs de la forme

Mw(x) = Zwi T, (1)

avec » ,w; = 1 et w; > 0 pour tout i € N. Mal-
heureusement, puisque ces opérateurs sont incapables
de modéliser une interaction entre les criteres, ils
ne peuvent é&tre utilisés qu’en présence de criteres
indépendants. Ils ne sont donc pas appropriés pour
I’agrégation de criteres interactifs.

Pour obtenir une représentation assez souple des
phénomenes complexes d’interaction, il est utile de
substituer au vecteur poids w une fonction d’ensemble
sur N, non additive, permettant de définir un poids
non seulement sur chaque critére, mais aussi sur
chaque sous-ensemble de criteres. Pour ce faire, on
utilise le concept de mesure floue [25].



Une mesure floue (ou capacité de Choquet) sur N est
une fonction d’ensemble v : 2V — [0, 1] croissante par
rapport & l'inclusion et telle que v() = 0 et v(IN) = 1.
Pour chaque sous-ensemble S de criteres, v(S) est alors
interprété comme le poids relatif a S.

Cela étant, un opérateur d’agrégation approprié, qui
généralise la moyenne arithmétique pondérée, est
Iintégrale de Choquet discrete, dont 1'utilisation a été
proposée par de nombreux auteurs (voir par ex. [6] et
les références qui y sont mentionnées). Elle est donnée
par

Co(z) = Zx(i) [v(Ag)) — v(A@srn)l,

ott (-) indique une permutation de N telle que z(;) <
.. <x(p). Deplus, Ay = {(@),...,(n)}, et Appr) =

Nous voyons que 'intégrale de Choquet est une expres-
sion linéaire, a un réarrangement des éléments pres.
De plus, elle s’identifie a la moyenne arithmétique
pondérée des que la mesure floue v est additive.

L’objet principal de ce papier est de présenter
Iintégrale de Choquet comme une extension appro-
priée de la moyenne arithmétique pondérée pour
lagrégation de criteres. Cet opérateur offre en effet
une tres grande souplesse tout en gardant, dans un cer-
tain sens, une forme linéaire. Bien que sa définition ne
soit pas tres intuitive, nous montrerons que l'intégrale
de Choquet peut étre caractérisée axiomatiquement au
moyen de propriétés assez naturelles.

Le papier est organisé comme suit. A la section
2, nous examinons trois types de dépendance en-
tre criteres: la corrélation, l’interchangeabilité, et
la dépendance préférentielle. A la section 3, nous
précisons le cadre de notre étude en introduisant
quelques propriétés souvent requises pour ’agrégation.
A la section 4, nous présentons l'intégrale de Cho-
quet d’une maniere assez intuitive et nous proposons
une caractérisation axiomatique. Finalement, a la
section 5, nous introduisons les indices d’importance
et d’interaction, qui permettent d’interpréter le com-
portement de I'agrégation.

De facon a éviter des notations trop lourdes, le car-
dinal des sous-ensembles S,T,... sera tres souvent
noté par les lettres minuscules correspondantes s, t, . . .,
sinon par la notation standard |S|,|T],.... De plus,
nous omettrons souvent les accolades pour les sin-
gletons, en écrivant par exemple a(i), N \ i au lieu
de a({i}), N \ {i}. De méme, pour les paires, nous
écrirons souvent ij au lieu de {7, j}, comme par exem-
ple a(ij).

Pour chaque sous-ensemble S C N, eg dénotera le
vecteur caractéristique de S dans {0,1}", c’est-a-dire
le vecteur de {0,1}" dont la i-éme composante est 1
si et seulement si i € S. Nous introduisons aussi la
notation

xSy = Zmz e; + Z Yi €,

ieS 1EN\S

z,y € R".

Finalement, A et V dénoterons respectivement le min-
imum et le maximum.

2 Que signifie “criteres interac-
tifs” ?

Dans beaucoup d’applications pratiques, les criteres de
décision présentent une certaine interaction. Cepen-
dant, le probleme de la modélisation d’une telle in-
teraction reste une question difficile, souvent négligée.
Le fait que les phénomenes d’interaction existent dans
les situations réelles est accepté par tout le monde,
mais le manque d’outils appropriés pour les modéliser
pousse le praticien a supposer que ses criteres sont
indépendants et exhaustifs. Ce comportement vient
notamment de ’absence d’une définition précise de
Iinteraction.

Les phénomenes d’interaction parmi les criteres peu-
vent étre tres complexes et difficiles a identifier.
Dans cette section, nous présentons trois types de
dépendance: la corrélation, 'interchangeabilité, et la
dépendance préférentielle.

2.1 Corrélation

La corrélation est probablement le type de dépendance
le mieux connu et le plus intuitif, voir par ex. Roy [20,
Sect. 10.3]. Deux criteéres i, € N sont positivement
corrélés si on peut observer une corrélation positive
entre les scores partiels relatifs a ¢ et ceux relatifs a j.
Par exemple, considérons le probleme de
I’évaluation d’étudiants par rapport a trois cours
de mathématiques (critéres): statistique, probabilité,
et algebre. Les deux premiers criteres sont clairement
corrélés puisque, habituellement, les étudiants qui
sont bons en statistique sont également bons en
probabilité, et vice versa. Ainsi, ces deux critéres
présentent un certain degré de redondance.
Supposons qu’'une moyenne arithmétique pondérée
soit utilisée pour évaluer les étudiants et supposons
aussi que le troisieme critere soit plus important que
les deux premiers, de tel sorte que les poids soient
par exemple 0.3, 0.3, 0.4, respectivement. Puisque
les deux premiers criteres se recouvrent quelque peu,
Pévaluation globale sera surestimée (resp. sousestimée)
pour les étudiants qui sont bons (resp. mauvais) en
statistique et/ou en probabilité.



Ce phénomene indésirable peut étre facilement sur-
monté en utilisant une mesure floue convenable v et
Iintégrale de Choquet C,. Une corrélation positive
entre les criteres ¢ et j doit alors étre modélisée par
I’inégalité suivante:

v(ig) < w(i) +v(j),

qui exprime une interaction négative ou une synergie
négative entre ¢ et j. Plus exactement, si ¢ et j sont
positivement corrélés alors la contribution marginale
de j a chaque combinaison de critéres contenant i est
strictement inférieure a la contribution marginale de j
a cette méme combinaison mais ou ¢ est exclu, c’est-
a-dire,

v(TUij) —v(TUi) < o(TUj)—o(T), T CN\ij.

En cas d’égalité, les criteres i et j ne sont pas corrélés.

Supposons maintenant que ¢ et j soient négativement
corrélés: des scores partiels élévés sur ¢ entrainent sou-
vent des scores partiels bas sur j, et vice versa. Dans
ce cas, la satisfaction simultanée des deux criteres est
plutot rare et les alternatives qui présentent un tel pro-
fil de satisfaction devraient étre favorisées (par exem-
ple, des étudiants bons a la fois en droit et en algebre).
Ainsi, une corrélation négative entre les criteres ¢ et j
doit étre modélisée par I'inégalité suivante:

v(ij) > v(i) + v(j),

qui exprime une interaction positive ou une synergie
positive entre i et j. Ces deux criteres présentent alors
un certain degré d’opposition ou de complémentarité.
Ici encore, une modélisation correcte de la corrélation
entre ¢ et j nécessite la prise en compte des autres
combinaisons. Nous écrivons alors

v(T'Uij) —v(TUi) > v(TUj)—vo(T), T C N\ij.

2.2 Interchangeabilité

Un autre type de dépendance est celui de
Iinterchangeabilité entre les criteres. Considérons
encore deux criteres ¢,j € N, et supposons que le
décideur demande que la satisfaction d’un seul critére
produise presque le méme effet que la satisfaction
des deux. Par exemple, il est important que les
étudiants soient bons dans les matieres scientifiques
ou littéraires. S’ils sont bons dans les deux directions,
c’est & peine plus satisfaisant.

Bien stir, un tel comportement ne peut étre ex-
primé par une moyenne arithmétique pondérée.
Ici, limportance de la paire {i,j} est proche de
I'importance des critéres ¢ et j, méme en présence des

autres criteres. Cette condition peut étre facilement
exprimée par une mesure floue v telle que

o(T) < {;’gi;;} ~o(TUij), TCN\ij

[

ou “x” signifie “approximativement égal”. Dans ce
cas, nous observons que les criteres ¢ et j sont presque
substitutifs ou interchangeables. Dans le cas extréme
de T'égalité, ils peuvent méme étre confondus.
Alternativement, le décideur peut demander que la
satisfaction d’un seul critére produise tres peu d’effet
par rapport a la satisfaction des deux. Nous parlons
alors de complémentarité, qui est modélisée par une
mesure floue v telle que

o(T) ~ {;)((;5;))} <v(TUij), TCN\ij

Notons que, contrairement aux phénomenes de
corrélation, I'interchangeabilité et la complémentarité
entre critéres ne peuvent étre détectées en observant
la table des scores. Elles représentent simplement
Iopinion du décideur sur lI'importance relative des
criteres, indépendamment des scores partiels obtenus
par les alternatives sur ces criteres.

2.3 Dépendance préférentielle

Le dernier type de dépendance que nous présentons
est la dépendance préférentielle, et son opposée,
I'indépendance préférentielle, bien connues en théorie
de l'utilité multiattributs (MAUT), voir par ex. [5, 10,
26).

Supposons que les préférences sur A du décideur soient
connues et exprimées par un préordre total >. Par
Iidentification naturelle des alternatives avec leurs
profils dans E™, cette relation de préférence peut étre
considérée comme une relation de préférence sur E™.

Définition 2.1 Le sous-ensemble S de criteres est dit
préférentiellement indépendant de N\ S si, pour tout
z,2',y,z € E™, nous avons

xSy =2'Sy <& xSz>=a'Sz.

L’ensemble tout entier N des criteres est dit
mutuellement préférentiellement indépendant si S est
préférentiellement indépendant de N \ S pour chaque
SCN.

En termes simples, la préférence de xSy sur 2’ Sy n’est
pas influencée par la partie commune y. Le probleme
suivant [14] montre qu’il peut étre naturel pour un
sous-ensemble d’étre préférentiellement indépendant
de son complémentaire.



Exemple 2.1 Considérons le probleme de ranger des
restaurants sur base de leur aptitude & préparer trois
plats: cuisses de grenouille (CG), steak tartare (ST),
et palourdes farcies (PF). Quatre restaurants a, b, ¢, d
ont été évalués par un guide des restaurants francgais
comme suit (les évaluations sont exprimées sur une

échelle de 0 & 20):

restaurant | CG ST PF
a 18 15 19
b 15 18 19
c 18 15 11
d 15 18 11

Il est demandé au décideur de s’exprimer en don-
nant un rangement sur A = {a,b,c,d}. Evidemment,
les préférences a = c et b > d sont immédiatement
suggérées. Le décideur se rend alors compte que les
autres comparaisons ne sont pas aussi évidentes car
les profils associés s’entrelacent. Il propose alors le
raisonnement suivant: lorsqu’un restaurant est réputé
pour ses palourdes farcies, on s’attend a ce qu’il soit
mieux coté pour son aptitude a préparer les cuisses
de grenouille que le steak tartare, donc a > b. Par
contre, lorsqu’un restaurant prépare mal les palourdes
farcies, on s’attend a ce qu’il soit plus habile a préparer
le steak tartare que les cuisses de grenouille, et donc
d > c. Ainsi, les deux premiers critéres ne sont pas
préférentiellement indépendant du troisieme.

Supposons maintenant ’existence d’un opérateur
d’agrégation M : E™ — IR qui représente >, c’est-
a~dire tel que

a=b & M) > M),

pour tout a,b € A. Un tel opérateur est appelé une
fonction d’utilité en MAUT.

On sait [5, 22] que lindépendance préférentielle
mutuelle parmi les critéres est une condition nécessaire
(mais pas suffisante) pour que l'opérateur d’agrégation
M soit additif, c’est-a-dire de la forme:

M(z) = Zuz(xl),

ou les fonctions u; : £ — IR sont définies & une trans-
formation linéaire positive pres.

En d’autres termes, si certains critéres sont
préférentiellement dépendants des autres, alors aucun
opérateur d’agrégation additif ne peut modéliser les
préférences du décideur. En particulier, ceci exclut
I'utilisation de la moyenne arithmétique pondérée.
Notons que, dans ’exemple 2.1, 'intégrale de Choquet
est capable de représenter les préférences exprimées
par le décideur, voir [14] pour plus de détails.

3 Hypotheses préliminaires

Pour motiver 'utilisation de l'intégrale de Choquet
en tant qu’opérateur d’agrégation, nous adopterons
une approche axiomatique, basée sur quelques pro-
priétés bien connues: croissance, idempotence, et sta-
bilité par rapport aux mémes échelles d’intervalle. Ces
propriétés peuvent étre désirables, voire requises dans
beaucoup de situations pratiques.

3.1 Croissance

Définition 3.1 (In) M : E™ — IR est croissant (sur
chaque argument) si, pour tout z, 2’ € E™, nous avons

<z, Yie N = M(z)<M().

Un opérateur d’agrégation croissant présente une
réponse non négative a tout accroissement sur un ar-
gument. En d’autres termes, accroitre un score partiel
ne peut faire décroitre le résultat.

3.2 Idempotence

Au départ, l'intégrale de Choquet est I'intégrale d’une
fonction réelle par rapport & une measure floue, par
analogie & l'intégrale de Lebesgue qui est définie par
rapport & une mesure ordinaire (c’est-a-dire additive).
Comme 'intégrale d’une fonction représente d’une cer-
taine fagon sa valeur moyenne, I'intégrale de Choquet
discrete peut étre vue comme un opérateur de type
moyenne.

Cauchy [3] considérait en 1821 la moyenne de n vari-
ables indépendantes xq,...,x, comme une fonction
M(x1,...,2,) qui doit étre interne & ensemble des
valeurs xz;:

minz; < M(z1,...,2,) < maxz,. (2)

De telles moyennes vérifient trivialement la propriété
d’idempotence, a savoir, si tous les x; sont identiques,
M(z1,...,x,) restitue la valeur commune.

Définition 3.2 (Id) M : E" — IR est idempotent si
M(z,...,z) ==, x e FE.

Cette propriété semble assez naturelle. D’ailleurs, on
peut facilement voir que, pour les opérateurs crois-
sants, elle est équivalente a la propriété de Cauchy
(2), et les deux propriétés sont considérées par tous
les statisticiens comme étant nécessaires pour définir
des moyennes et des parametres de position.

3.3 Stabilité par rapport aux mémes
échelles d’intervalles
Supposons que chaque critere i € N est une échelle

d’intervalle (voir par ex. [11]), c’est-a-dire un homo-
morphisme z; : A — IR défini & une transformation



linéaire positive pres, ¢;(z;) = r;z; + 8; avec r; > 0.
Par exemple, les cotes obtenues par des étudiants dans
un cours définissent souvent une échelle d’intervalle
dans ce sens qu’il est possible d’exprimer ces cotes sur
une échelle [0,20] ou sur une échelle [—1,1] tout en
représentant la méme information.

Il est clair que 'agrégation des scores partiels d’une
alternative donnée sur tous les criteres n’a aucun sens
si les critéeres ne représentent pas la méme échelle.
Par exemple, supposons qu'un étudiant ait passé deux
examens: statistique et algébre (les cotes obtenues
sont données sur une échelle de 0 & 20). Les ex-
aminateurs correspondants ont observé que I’étudiant
est excellent, si bien que le premier lui donne 20 en
statistique, et le second, qui est moins tolérant, lui
donne 18 en algebre. Dans ce cas, les examinateurs
ont utilisé des échelles d’intervalle différentes, bornées
supérieurement par 20 et 18 respectivement.

D’un point de vue théorique, on sait que l'agrégation
de valeurs définies sur des échelles d’intervalle
indépendantes conduit a une agrégation de type dic-
tatorial. En effet, en supposant que ’ensemble des
valeurs agrégées définisse aussi une échelle d’intervalle,
un opérateur d’agrégation approprié M : IR" — IR de-
vrait satisfaire I’équation fonctionnelle suivante (voir

[1,2])
M(rix14581,...,"n@n+ 8y) = R(r,s) M(z) + S(r, s)

pour tout x,s € IR", r €]0,400[", R(r,s) > 0, et
S(r,s) € R. Or, les solutions de cette équation sont
de la forme (voir [2, cas #11])

M(z)=az; +b (z e R™),

ouj € N et a,b € IR. Sous 'hypothese Id, ces solu-
tions deviennent simplement M (x) = x; avec j € N.
En conséquence, nous supposerons que tous les
scores partiels sont donnés selon une méme échelle
d’intervalle, de telle sorte que tout score partiel sur un
critére puisse étre comparé a tout autre sur un autre
critere. Les criteres sont alors dit commensurables, et
Popérateur M doit vérifier une équation moins restric-
tive, a savoir

M(rxzy+s,...,rx, +5) = R(r,s) M(x) + S(r, s)

pour tout x € R", r > 0, s € IR, R(r,s) > 0,
et S(r,s) € R. De plus, si on ajoute Id, on aura
nécessairement R(r,s) = r et S(r,s) = s pour tout
r > 0 et s € IR. En effet, pour tout = € IR, on a

rr+s = M(re+s,...,rz+s)

= R(r,s)M(x,...,x)+ S(r,s)
= R(r,s)xz+S(r,s).

Définition 3.3 (SPL) M : IR" — IR est stable pour
les mémes transformations linéaires positives si

M(razy+s,...,rxn+8)=rM(z)+s
pour tout x € R"™, r > 0, s € R.

Nous voyons clairement que tout opérateur M : IR" —
IR vérifiant SPL satisfait Id également. De plus, nous
avons le résultat suivant.

Proposition 3.1 Tout opérateur d’agrégation M
IR" — IR wvérifiant SPL est complétement défini par
sa restriction a [0,1]™.

Ainsi, si le profil x est exprimé dans un intervalle
[a, B]™, alors son représentant z’ dans [0,1]™, défini

par
’ Tr; — &
T, =

[ ﬁ —« I
a pour score global M(z’) et, par SPL, on a

i € N,

M(@) = (8- ) M(') + o

4 L’intégrale de Choquet

Dans cette section, nous nous proposons de présenter
Iintégrale de Choquet d’une maniere intuitive. De
plus, nous proposons une caractérisation axiomatique
pour motiver I'utilisation de cet opérateur dans les ap-
plications.

4.1 L’utilisation des mesures floues

Comme nous l'avons mentionné dans les deux
premieres sections, les mesures floues sont capables
de modéliser la dépendance entre les criteres dans
beaucoup de situations, quelque soit la nature de la
dépendance. En fait, ces mesures floues ont été pro-
posées par Sugeno en 1974 [25] pour généraliser les
mesures additives. Il semble maintenant acquis que
I’additivité des fonctions d’ensemble n’est pas tou-
jours une propriété requise dans les situations réelles,
particulierement en présence de raisonnements hu-
mains. Pour pouvoir exprimer la subjectivité hu-
maine, Sugeno a proposé de remplacer la propriété
d’additivité par une propriété plus faible: la crois-
sance, et il a appelé ces mesures croissantes non addi-
tives mesures floues. Rappelons-en la définition dans
le cas discret.

Définition 4.1 Une mesure floue sur N est une fonc-
tion d’ensemble v : 2V — [0, 1] vérifiant les conditions
suivantes:

) o(0) = 0,0(N) = 1,

i) SCT = v(S) <vT).



Dans la suite, 'ensemble de toutes les mesures floues
sur NV sera dénoté Fpy.

Pour tout S C N, v(S) peut étre interprété comme le
poids d’importance de la combinaison S de criteéres, ou
mieux encore, son importance ou pouvoir de prendre
seule la décision (sans les autres critéres). La crois-
sance signifie alors que I'importance d’une combinai-
son ne peut diminuer lorsqu’on lui ajoute un élément.
Evidemment, v(N) est maximal, égal & 1 par conven-
tion.

Nous supposerons toujours que les poids sont des
valeurs numériques définies sur une échelle cardinale.
En particulier, des expressions comme v(S) 4+ v(T") ou
v(T'Ui) —v(T) peuvent toujours étre interprétées.
Une mesure floue v € Fy est dite additive si v(SUT) =
v(S) 4+ v(T) chaque fois que SNT = ). Dans ce cas, il
suffit de définir les n coefficients (poids) v(1),...,v(n)
pour définir la mesure completement.

Lorsque la mesure floue n’est pas additive, certains
critéres interagissent. En revenant a ’exemple de la
section 2.1, nous voyons que, puisque statistique (St)
et probabilité (Pr) se recouvrent, le poids des deux
cours pris ensemble devrait étre inférieur a la somme
des poids pris séparément:

v(St, Pr) < v(St) 4+ v(Pr). (3)

4.2 Définition et approche intuitive

Le concept d’intégrale de Choquet a été d’abord in-
troduit en théorie des capacités [4]. Son utilisation
comme intégrale (floue) par rapport a une mesure floue
a ensuite été proposée par Murofushi et Sugeno [17,
18]. Puisque cette intégrale est considérée ici comme
un opérateur d’agrégation, nous adopterons une nota-
tion de type “connecteur” au lieu d’utiliser la notation
classique des intégrales.

Définition 4.2 Soit v € F. L'intégrale de Choquet
de z: N — IR par rapport a v est défini par

Co(z) := Zx(i) [v(A@)) — v(Agsn)], (4)

ol (-) représente une permutation telle que z(;) <
... < x@yy. Deplus, Ay = {(3),...,(n)}, et Apyr) =

Par exemple, si 3 < 1 < x9, nous avons

Co(x1,m2,23) = x3[v(3,1,2) —v(1,2)]
T [0(1,2) — 0(2)
+x2v(2).

L’intégrale de Choquet présente un certain lien avec
celle de Lebesgue (moyenne arithmétique pondérée)

puisque les deux coincident lorsque la mesure est ad-
ditive:
n

Cy(x) = Zv(z) x;, z € R™

i=1

Dans ce sens, lintégrale de Choquet est une
généralisation de celle de Lebesgue.

Dans l'annexe, nous établissons une connexion en-
tre l'intégrale de Choquet et 'extension de Lovész
d’une fonction pseudo-booléenne, un concept utilisé
en optimisation combinatoire [24]. Une telle connex-
ion permet d’obtenir une interprétation géométrique
du graphe de l'intégrale de Choquet.

Passons a présent a une présentation intuitive de
I'intégrale de Choquet. Etant donné v € Fp, nous
recherchons en fait un opérateur d’agrégation con-
venable M, : IR"™ — IR qui généralise la moyenne
arithmétique pondérée dans le sens qu’il s’identifie &
cette derniére des que v est additif.

D’abord, nous observons facilement que toute mesure
floue v € Fy peut s’exprimer d’une maniere unique
comme:

TCS

ot a(T) € IR pour chaque ' C N. En combinatoire, a,
vu comme une fonction d’ensemble sur NV, est appelé
la transformée de Mébius de v (voir par ex. Rota [19]).
Elle est donnée par

TCS

ou s=|S|ett=|T|

Par exemple, on a a(0) = 0 et a(i) = v(i) pour tout
i € N. Pour une paire de criteres 4,5 € N, a(ij)
représente la différence entre le poids de la paire {i, j}
et la somme des poids de ¢ et de j:

aij) = v(ij) — [v(i) + v(5)].

Cette différence est positive (resp. négative) en cas
d’interaction positive (resp. négative). Elle est nulle
si ¢ et j s’additionnent sans présenter d’interaction.
Ainsi, a(ij) reflete quelque peu le degré d’interaction
entre i et j. En fait, une définition appropriée de
Iinteraction a été proposée. Nous la présenterons a
la section 5.

Nous pouvons aussi observer que si v est additif alors
a(S) = 0 pour tous les sous-ensembles S C N tels
que s > 2. Dans ce cas, 'opérateur d’agrégation



doit nécessairement étre la moyenne arithmétique
pondérée:

M,(z) = Z v(i)z; = Z a(i) ;.

1EN 1EN

Lorsque v n’est pas additif, nous devons prendre en
compte 'interaction parmi les criteres. Nous pouvons
alors partir de la moyenne arithmétique pondérée, qui
est une expression linéaire, et lui ajouter des termes du
“second ordre” faisant intervenir les coefficients cor-
recteurs a(ij), ensuite des termes du troisieme ordre,
etc. On obtient alors

My(z) = a(i)zi+ Y alij) e Aj]+ ...

iEN {i.j}CN

c’est-a-dire,

My(z) =Y a(T) \ . (6)

TCN ieT

Cette expression n’est rien d’autre que celle
de Ulintégrale de Choquet C, en termes de la
représentation de Mobius, voir ’annexe pour plus de
détails. Notons que, dans la partie non linéaire, nous
avons utilisé 'opération minimum au lieu du produit
pour s’assurer que ’opérateur vérifie la propriété SPL.

4.3 Caractérisation axiomatique

Bien que les intégrales de Choquet soient devenues
populaires en aide multicritere a la décision, il ex-
iste dans la littérature tres peu de caractérisations ax-
iomatiques de cette famille. La plus représentative
est celle de Schmeidler [21], qui utilise le concept
d’additivité comonotone. Malheureusement, une telle
caractérisation n’est pas tres attrayante dans le con-
texte de I’aide multicritere a la décision.

Nous présentons ici une caractérisation de la classe des
intégrales de Choquet au moyen de quatre propriétés.
Cette caractérisation peut étre trouvée dans la these
de doctorat de Iauteur [13, Sect. 6.1].

Définition 4.3 (LM) Les opérateurs M, : R" — R
(v € Fn) sont linéaires par rapport & la mesure floue
s'il existe 2" fonctions fr : R™ — R (T C N) telles
que

M’U = Z U<T) fT7

TCN

v e Fn.

Cette définition est motivée par 'observation suivante.
Nous savons que l'opérateur M,(x) que nous voulons
caractériser n’est pas linéaire par rapport a son argu-
ment x € IR". Néanmoins, nous pouvons lui demander
d’étre linéaire au moins par rapport a la mesure floue
v, et ceci, de maniere a garder le modele d’agrégation

aussi simple que possible. C’est une hypothese assez
naturelle.

Puisque les formules de conversion entre v et a sont
linéaires, M, vérifie LM si et seulement s’il existe 27
fonctions gr : IR™ — IR (T' C N) telles que

Mv = Z a(T) gr,

TCN

v e FN. (7)

Définissons vp € Fn par vr(S) =1 si et seulement si
S D T, et 0sinon. En théorie des jeux, vy est appelé le
jeu unanime pour 1. La représentation de Mobius de
v est donnée par ar(S) = 1 si et seulement si S =T,
et 0 sinon. De (7) il découle immédiatement que

gr = M,

vT >

T CN.

Pour identifier M, a l'intégrale de Choquet C,, nous
devons encore imposer que (voir (6))

MUT (LE) = /\ T,

€T

rzeR™

Ceci peut se faire en utilisant In et SPL, mais aussi en
donnant une définition appropriée des poids des sous-
ensembles de criteres. Une telle définition n’a pas en-
core été précisée jusqu’ici. En fait, I'interprétation de
v(S) comme le poids d’importance du sous-ensemble
S devrait apparaitre clairement dans la définition de
Iintégrale de Choquet.

En vertu de la proposition 3.1, nous pouvons faire
I’hypotheése que tous les scores partiels sont donnés
dans [0,1]. Pour la moyenne arithmétique pondérée
(1), nous avons trivialement

Mw(ei):wi, iGN,

ce qui montre que le poids w; du critére i est en fait
I’évaluation globale de I'alternative qui satisfait pleine-
ment le critére i et qui ne satisfait pas les autres du
tout. Plus généralement, nous avons

Mw(QS) = Zwia

i€S

SCN,

ce qui indique que le poids d’un groupe de criteres
indépendants est défini comme 1’évaluation globale de
I’alternative qui satisfait complétement les criteres S
et qui ne satisfait en rien les autres criteres. En adap-
tant cette observation au cas des criteres dépendants,
nous proposons la définition suivante.

Définition 4.4 (PW) Soit v € Fn. M, : R" — R
est proprement pondéré par v si M,(eg) = v(S) pour
tout S C N.



En revenant a l'exemple de la section 2.1, nous
définissons le poids de la paire “statistique et prob-
abilité” par D’évaluation globale d’un étudiant qui
présenterait le profil (1,1,0) dans [0, 1]3:

M,(1,1,0) = v(St, Pr).
Si les criteres étaient non corrélés, nous aurions
M,(1,1,0) = v(St) + v(Pr),

ce qui montre bien que (3) est le résultat d’une
corrélation positive.
Notons que, dans certaines applications pratiques, des
alternatives qui présentent de tels profils binaires sont
quelque peu imaginaires, voire impensables. Dans ce
cas, une définition équivalente et plus intuitive con-
siste & définir v(S) comme le score global le plus bas
qu’on est prét a accorder a une alternative qui satisfait
pleinement les critéres S, sans connaissance préalable
des scores sur les autres criteres. Formellement, nous
posons

v(S):= min M,(enySx).

z€[0,1]n

Bien str, 1’équivalence entre les deux définitions
découle immédiatement de In.
Notons cependant que l'utilisation de cette définition
alternative peut conduire a certains paradoxes. Par
exemple, si nous savons que statistique et proba-
bilité sont fortement corrélés, nous aurons tendance
a donner un score global plus important si I’étudiant
présente le profil (?,1,1), dans lequel le premier score
est inconnu, que s'il présente le profil (0,1,1).

Nous pouvons maintenant énoncer la caractérisation
de la classe de toutes les intégrales de Choquet a n
arguments:

Théoréme 4.1 Les opérateurs M, : R" — IR (v €
Fn) vérifient LM, In, SPL, PW si et seulement si
M, = C, pour tout v € Fy.

5 Analyse du comportement de
Pagrégation
Maintenant que nous avons & notre disposition un
agrégateur approprié, une question importante se
pose. Comment interpréter le comportement de
Iintégrale de Choquet ou celui de sa mesure floue as-
sociée? Bien stir, la signification des valeurs v(7") n’est
pas toujours claire pour le décideur. Ces valeurs ne
fournissent pas immédiatement I'importance globale
des criteres, ni méme le degré d’interaction parmi eux.
En fait, au départ d’une mesure floue donnée, il est
possible de construire des indices (ou parametres)

qui permettent d’interpréter le comportement de la
mesure floue. Ces indices constituent une sorte de
carte d’identité de la mesure floue. Dans cette section,
nous présentons deux types d’indices: I'importance et
Iinteraction. D’autres indices, tels que la tolerance et
la dispersion, ont été proposés et étudiés par I'auteur
dans [13].

5.1 Indices d’importance

L’importance globale d'un critere ¢ € N dans un
probleme de décision n’est pas déterminé uniquement
par les nombres v(7), mais aussi par tous les v(T) tels
que ¢ € T. En effet, nous pouvons avoir v(i) = 0,
suggérant que 1’élément ¢ est sans importance, mais
il peut arriver que pour beaucoup de sous-emsembles
T C N, le nombre (7T U ) soit beaucoup plus grand
que v(T), suggérant que 7 est en fait un élément tres
important dans la décision.

Shapley [23] a proposé en 1953 la definition d’un coef-
ficient d’importance, basée sur un ensemble d’axiomes
raisonnables.  L’indice d’importance ou wvaleur de
Shapley du critere i par rapport a v est défini par:

o) = 3 D iy ) (8)

n!
TCN\i

La valeur de Shapley est un concept fondamental en
théorie des jeux qui exprime un indice de pouvoir.
Elle peut étre interprétée comme une valeur moyenne
pondérée de la contribution marginale v(T'Ui) —v(T)
de I’élément ¢ seul dans toutes les combinaisons. Cette
observation est plus évidente encore lorsqu’on réécrit
I'indice comme ceci:

- (nll) S° (T U~ o(T))
+)

¢(U7i) =

t

Il
o

Ainsi, la valeur moyenne de v(T'U7) —v(T) est d’abord
calculée sur les sous-ensembles de méme taille ¢ et en-
suite sur toutes les tailles possibles.

L’utilisation de la valeur de Shapley en aide multi-
critere a la décision a été proposée en 1992 par Muro-
fushi [15]. 11 faut noter qu’'une propriété fondamentale
de la valeur de Shapley est

Z o(v,1) = 1.

Notons aussi que, lorsque v est additif, nous avons
clairement v(T U i) — v(T') = v(i) pour tout ¢ € N et
tout T'C N \ 4, et donc

¢(U7i) - U(i)a i €N. (9)



Si v n’est pas additif alors certain criteres sont
dépendant et I’égalité (9) n’est généralement plus val-
able. Ceci montre qu’il est raisonnable de définir un
coeficient d’importance global pour chaque criteére.
En termes de la représentation de Mébius, la valeur
de Shapley a une forme tres simple [23]:

6(v,1) = 3+ a(T). (10)

5.2 Indices d’interaction

Un autre concept intéressant est celui de l'interaction
parmi les criteres. Nous avons vu que, lorsque la
mesure floue n’est pas additive, certains criteres in-
teragissent. Bien sur, il serait intéressant d’évaluer
le degré d’interaction parmi n’importe quel sous-
ensemble de criteres.

Considérons tout d’abord une paire de criteres {i,j} C
N. Tl peut arriver que v(i) et v(j) soient petits et qu’en
méme temps v(ij) soit grand. Clairement, le nom-
bre ¢(v, i) mesure simplement la contribution moyenne
que le critere ¢ apporte a toutes les combinaisons pos-
sibles, mais il n’explique pas pourquoi le criteére ¢ peut
avoir une grande importance. En d’autres termes,
il ne donne aucune information sur les phénomenes
d’interaction existant parmi les criteres.

Nous avons vu a la section 2.1 que selon que la corre-
lation entre ¢ et j est < 0 ou > 0, 'expression

v(TUij) —v(TUi) —v(TUj)+v(T)

est > 0 ou < 0 pour tout T C N \ ij, respective-
ment. Nous appellerons cette expression I'interaction
marginale entre ¢ et j, conditionné a la présence des
éléments de la combinaison 7' C N \ ij. Cela étant,
un indice d’interaction pour {i,j} est donné par une
valeur moyenne de cette interaction marginale. Muro-
fushi and Soneda [16] ont proposé en 1993 de calculer
cette valeur moyenne de la méme facon que pour la
valeur de Shapley. En posant

(A 0)(T) :==v(TUij) —v(TUi) —v(TUj) +v(T),

Iindice d’interaction des criteres i et j relatif a v est
alors défini par

iy = 3 B ),

—_ 1)
e (n—1)!

Nous voyons immédiatement que cet indice est négatif
des que ¢ et j sont positivement corrélés ou inter-
changeables. De méme, il est positif lorsque i et j
sont négativement corrélés ou complémentaires. De
plus, il a été démontré dans [7] que I(v,ij) € [—1,1]
pour tout ¢,j € N.

L’indice d’interaction parmi une combinaison S de
criteres a été introduit par Grabisch [7] comme une ex-
tension naturelle du cas s = 2. L’indice d’interaction
de S (s > 2) relatif & v, est défini par

I(v,8) == Z M(Asu)(T),

— |
e S (n—s+1)!
oll Nous avons posé
(As0)(T) == > (-1)* (L UT).
LCS

En termes de la représentation de Mobius, cet indice
s’écrit, [7)
1

T2S
Vu comme une fonction d’ensemble, il coincide sur les
singletons avec la valeur de Shapley (8).
Il a été démontré dans [8] que la transformation (11)
est inversible et son inverse s’écrit:

a(S) =Y Bi_I(v,T),

T2S

SCN, (12)

ou B, est le n-ieme nombre de Bernoulli, c’est-a-dire le
n-iéme élément de la suite numérique { B, } e définie
récursivement par

By =1,
> ("MBr=0, neNN\{0}.
k=0
Annexe : Fonctions pseudo-

booléennes et extensions de

Lovasz

Toute fonction d’ensemble v — IR peut
étre assimilée sans ambiguité a une fonction pseudo-
booléenne f : {0,1}" — IR. Les formules de corre-
spondance s’écrivent

O SRICAN | EZN § [UEEND?
TCN i€T  igT

et v(S) = f(es) pour tout S C N.

En particulier, toute fonction pseudo-booléenne qui

correspond a une mesure floue est croissante sur

chaque variable et vérifie les conditions limites:

Fle) =0 et flen) = L.

Hammer et Rudeanu [9] ont montré que toute fonction
pseudo-booléenne peut s’écrire de maniere unique sous
la forme d’un polynéme multilinéaire a n variables:

fx) =" a(@) ][] =

TCN ieT

2N

z €{0,1}",

z € {0,1}",



avec a(T) € IR pour tout T C N. Ces coefficients a(T)
correspondent a la transformée de Mobius de v, voir

(5)-

Lovész [12, Sect. 3] a observé que tout x € (IR*)™\
{eg} peut étre écrit de maniére unique sous la forme

k
=1

ot Ap,..., A >0et P #S5 & -G Sy CN. Donc,
toute fonction f : {0,1}" — IR avec f(eg) = 0 peut
étre étendue & f : (RT)" — IR, par f(eg) =0 et

k k
fl@) =3 Xifles) (z= Aes, € (R")"\{e});
i=1 =1
en effet, f est bien défini (cf. unicité de (13)) et f(z) =
f(z) pour tout = € {0,1}"™. La fonction f est appelée
I'extension de Lovdsz de f.

L’extension de Lovédsz d’une fonction arbitraire f :
{0,1}™ — IR est alors définie par

f(x) = fleo) + fola),

ol fo est I'extension de Lovasz de fo = f — f(ep).

e (RM)™,

Le cube [0, 1]™ peut étre subdivisé en n! simplexes B
de la forme

Br:={zc[0,1]" |zq) < - < xrpny ), m e ll,

ou II est ’ensemble des permutations de N.

Il est bien connu [24] que B, est un polytope ayant
pour sommets €7 = €x(i),...x(n)} (0 = 1,...,n 4+ 1).
Singer [24, Sect. 2] a montré que f est défini sur chaque
cone Kr = {AB,|A > 0} comme 'unique fonction
affine qui coincide avec f aux n + 1 sommets de B;.
Plus formellement, f peut s’écrire

flz) = f(e@)+zxﬂ(i) [fel) = fle)), wekq

(14)
On a alors le résultat suivant.

Proposition A.1 L’extension de Lovdsz de f
{0,1}" — R est donnée par

f@) =Y am) N\ a

TCN ieT

r e (RY)", (15)
ot les coefficients a(T) sont ceux de l’expression mul-
tilinéaire de f

Soit v € Fy. D’apres (14), on voit immédiatement
que I'intégrale de Choquet C,, définie sur (IRT)", n’est

rien d’autre que l'extension de Lovasz de la fonction
pseudo-booléenne f qui représente v:

Co=f on (RY)".

De plus, puisque I’expression dans (15) vérifie SPL sur
IR", nous savons en vertu de la proposition 3.1 qu’elle
correspond a l'intégrale de Choquet.

Proposition A.2 Toute intégrale de Choquet C, :
R"™ — IR peut s’écrire

Co(z) = Z a(T) /\ xi,

TCN ieT

z € R,

ot a est la représentation de Méobius de v.

Ainsi, l'intégrale de Choquet C, est une fonction affine
par morceaux sur IR", qui étend la fonction pseudo-
booléenne représentant v:

Cy(es) = v(9), S CN.
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