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Equations différentielles stochastiques sur les variétés
riemanniennes

Calcul de Malliavin sur les variétés riemanniennes

Filtrage non linéaire sur les variétés riemanniennes
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L es idées essentielles

du Calcul de Malliavin




Lespace de Wiener
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Lespace de Wiener

Soit 2 = Cy(]0,T) 'espace de Banach des fonctions réelles
continues w sur [0, 7] telles que w(0) = 0, muni de la norme
uniforme

|lwlloo = sup [w(t)].
te[0,T]
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Lespace de Wiener

Soit 2 = Cy(]0,T) 'espace de Banach des fonctions réelles
continues w sur [0, 7] telles que w(0) = 0, muni de la norme
uniforme

|lwlloo = sup [w(t)].
te[0,T]

Notons P la mesure de Wiener standard, c’est-a-dire la mesure
de probabilité de transition p;(z,y) = (27t) /2 exp(— 3|z — y|?),
pourt > 0;x,y € R.
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lwlloo = sup |w(t)].

te[0,T]

Notons P la mesure de Wiener standard, c’est-a-dire la mesure
de probabilité de transition p;(z,y) = (27t) /2 exp(— 3|z — y|?),
pourt > 0;x,y € R.

Soit F le complété de la o-algebre de Borel sur €2 par rapport a
la mesure P.
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Lespace de Wiener

Soit 2 = Cy(]0,T) 'espace de Banach des fonctions réelles
continues w sur [0, 7] telles que w(0) = 0, muni de la norme
uniforme

oo = sup (D))
te[0,T]
Notons P la mesure de Wiener standard, c’est-a-dire la mesure
de probabilité de transition p;(z,y) = (27t) /2 exp(— 3|z — y|?),
pourt > 0;x,y € R.

Soit F le complété de la o-algebre de Borel sur €2 par rapport a
la mesure P.

Notons (F:).cpo, 7 |2 filtration définie par la famille F; de

sous-tribus de F, engendrée par {w(s) : 0 < s <t, we Q} et
contenant les sous-ensembles de F de mesure nulle.
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Lespace de Wiener

Soit 2 = Cy(]0,T) 'espace de Banach des fonctions réelles
continues w sur [0, 7] telles que w(0) = 0, muni de la norme
uniforme

lwlloo = sup |w(t)].

te[0,T]

Notons P la mesure de Wiener standard, c’est-a-dire la mesure
de probabilité de transition p;(z,y) = (27t) /2 exp(— 3|z — y|?),
pourt > 0;x,y € R.

On appelle (2, F, (F)iejo), P) 'espace de Wiener standard.

Séminaire de Mathématique de 1’ Université du Luxembourg 27 janvier 2004 — p. 6/4



Lespace de Wiener

Soit 2 = Cy(]0,T) 'espace de Banach des fonctions réelles
continues w sur [0, 7] telles que w(0) = 0, muni de la norme
uniforme

|lwlloo = sup [w(t)].
te[0,T]

Notons P la mesure de Wiener standard, c’est-a-dire la mesure
de probabilité de transition p;(z,y) = (27t) /2 exp(— 3|z — y|?),
pourt > 0;x,y € R.

On appelle (2, F, (F)iejo), P) 'espace de Wiener standard.

En fait, on peut considérer chaque trajectoire t — W (t,w) du
processus de Wiener comme un élément w de Cy([0,T]).
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Lespace de Wiener

Soit 2 = Cy(]0,T) 'espace de Banach des fonctions réelles
continues w sur [0, 7] telles que w(0) = 0, muni de la norme
uniforme

lwlloo = sup |w(t)].

te[0,T]

Notons P la mesure de Wiener standard, c’est-a-dire la mesure
de probabilité de transition p;(z,y) = (27t) /2 exp(— 3|z — y|?),
pourt > 0;x,y € R.

On appelle (2, F, (F)iejo), P) 'espace de Wiener standard.

En fait, on peut considérer chaque trajectoire t — W (t,w) du
processus de Wiener comme un élément w de Cy([0,T]).

On note
W(t,w) = w(t)
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Notons P la mesure de Wiener standard, c’est-a-dire la mesure
de probabilité de transition p;(z,y) = (27t) /2 exp(— 3|z — y|?),
pourt > 0;x,y € R.

On appelle (2, F, (F)iejo), P) 'espace de Wiener standard.

En fait, on peut considérer chaque trajectoire t — W (t,w) du
processus de Wiener comme un élément w de Cy([0,T]).

On note
W(t,w) =w(t) =w(w) = wy.
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La dérivée de Malliavin

Soient F' : QO — R une variable aléatoire, g € L*([0,T]) et
v(t) = Jg 9(s)ds € Q.
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La dérivée de Malliavin

Soient F' : QO — R une variable aléatoire, g € L*([0,T]) et
v(t) = fy 9(s)ds € Q.
La dérivée directionnelle de F' dans la direction v € 2 au point
w € ) est alors la variable aléatoire D. F' définie par
d

D,F(w) = < [F(w+ 7))o
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La dérivée de Malliavin

Soient F' : QO — R une variable aléatoire, g € L*([0,T]) et
v(t) = fy 9(s)ds € Q.

La dérivée directionnelle de F' dans la direction v € 2 au point
w € ) est alors la variable aléatoire D. F' définie par
d
DyF(w) = [F(w+e7)l-o

Supposons qu’il existe une fonction v (¢, z) € L?([0,T] x Q) telle
que

D,F@) = [ (0ot
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La dérivée de Malliavin

Soient F' : QO — R une variable aléatoire, g € L*([0,T]) et
Y(t) = [y 9(s)ds € Q.

La dérivée directionnelle de F' dans la direction v € 2 au point
w € ) est alors la variable aléatoire D. F' définie par

Dy F(w) = =[P+ 7)o

Supposons qu’il existe une fonction v (¢, z) € L?([0,T] x Q) telle
que

T
D,F(w) = | ult.w)g(t)dt
On dit alors que F est différentiable et on pose

DtF(w) = w(t,UJ)
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La dérivée de Malliavin

Soient F' : QO — R une variable aléatoire, g € L*([0,T]) et
Y(t) = [y 9(s)ds € Q.

La dérivée directionnelle de F' dans la direction v € 2 au point
w € ) est alors la variable aléatoire D. F' définie par

Dy F(w) = =[P+ 7)o

Supposons qu’il existe une fonction v (¢, z) € L?([0,T] x Q) telle
que

T
D,F(w) = | ult.w)g(t)dt
On dit alors que F est différentiable et on pose
DtF(w) = w(t,UJ)

On appelle D;(F) € L*([0,T] x Q) la dérivée de Malliavin de F.
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L opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck

Une fonction F': 2 — R est dite réguliere si elle est de la forme

F(w) = f(04,...,0,),
ouneN, feCP(R) et =[] fi(t)dwy, pour f; € L2(0,T)).
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L opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck

Une fonction F': 2 — R est dite réguliere si elle est de la forme

F(Cd) — f(917 ---7971)7
ouneN, feCrR") etd = I3 fi(t)dwy, pour f; € L2([0,T)).

On note S I'ensemble des fonctions réegulieres.
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L opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck

Une fonction F': 2 — R est dite réguliere si elle est de la forme

F(w) = f(01,....0n),
ouneN, feCrR") etd = I3 fi(t)dwy, pour f; € L2([0,T)).
On note S I'ensemble des fonctions réegulieres.

On note T; le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck défini VI € S,
par

T.F(w) = /QF(e_tw + V1 — e2tu)P(du).
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L opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck

Une fonction F': 2 — R est dite réguliere si elle est de la forme

F(w) = f(01,....0n),
ouneN, feCrR") etd = I3 fi(t)dwy, pour f; € L2([0,T)).
On note S I'ensemble des fonctions réegulieres.

On note T; le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck défini VI € S,
par

T, F(w) = / F(e7'w+ V1 — e=2tw)P(du).
Q
On appelle opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck le générateur L du
semi-groupe 13, défini par

d
LF(w) = %TtF(w)H:O.
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Les espaces de Sobolev generalises
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Les espaces de Sobolev generalises

Vp > 1, Vs € R, on introduit la norme

| Flls,p = (1 = L)*2F]lj.

Séminaire de Mathématique de 1’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 — p. 10/4



Les espaces de Sobolev generalises

Vp > 1, Vs € R, on introduit la norme

|Fllsp = I = L)/ F .

On définit alors les espaces de Sobolev généralisés par

]D)Sap — SH'HS,ID.
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Les espaces de Sobolev generalises

Vp > 1, Vs € R, on introduit la norme

| Flls.p = [I(1 = L) F|l,.

On définit alors les espaces de Sobolev genéralisés par
Ds,p — g”'Hs,p
Soit D*° I'espace des fonctionnelles de Wiener regulieres défini

par

D* = (| N Dr.
p>1s>0
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Les espaces de Sobolev generalises

Vp > 1, Vs € R, on introduit la norme

| Flls.p = II(1 = L) Flp.

On définit alors les espaces de Sobolev genéralisés par
Ds,p — g”'Hs,p

Soit D*° I'espace des fonctionnelles de Wiener regulieres défini
par
D> =N N DP>.
p>1s>0

D> est alors un espace vectoriel normé complet.
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Les espaces de Sobolev generalises

Vp > 1, Vs € R, on introduit la norme

| Flls.p = II(1 = L) Flp.

On définit alors les espaces de Sobolev genéralisés par
Ds,p — g”'Hs,p

Soit D*° I'espace des fonctionnelles de Wiener regulieres défini
par

D* = (| N Dr.
p>1s>0

D°° est alors un espace vectoriel normé complet.
De plus, D> est une algebre.
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Proprietes des diffusions
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion x;
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion x;

dZEt — A()(t, let)dt + Z Aj (t, xt)dwg
g=1
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion x;

dr; = Ag(t, xy)dt + Z A;(t, ¢ )dw!
j=1

générateur infinitésimal L
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion z;

dr; = Ag(t, xy)dt + Z A;(t, ¢ )dw!
j=1

générateur infinitésimal L
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion z;

dr; = Ag(t, xy)dt + Z A;(t, ¢ )dw!

générateur infinitésimal L

E¥ f(z) — f(2)]

Lf(z) = lim .
L=A(tz)+ > At z)
j=1
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion z;

dr; = Ag(t, xy)dt + Z A;(t, ¢ )dw!

générateur infinitésimal L

E¥ f(z) — f(2)]

Lf(z) = lim .
L=A(tz)+ > At z)
j=1
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion z;

dr; = Ag(t, xy)dt + Z A;(t, ¢ )dw!

B \
générateur infinitésimal L
Lf( ) — lim E [f(xt) o f(J?)]
t—0 - t
L=A(tz)+ > At z)
semi-groupe =1
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion z;

dr; = Ag(t, xy)dt + Z A;(t, ¢ )dw!

- \
générateur infinitésimal L
Lf( ) — lim E [f(xt) o f(ﬂ?)]
t—0 t
- L= A(t, A%(t,
semi-groupe - I T) Z T)

Tt — €tL
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion z;

dr; = Ag(t, z)dt + Z A;(t, ¢ )dw!
j=1

.

générateur infinitésimal L

Lf( ) — lim Em[f(xt) B f(J?)]

t—0 t
- / L = A t, a: ZA2 t, 33
semi-groupe
T —g@tLp < —
t —_—
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Proprietes des diffusions

processus de diffusion z;

dr; = Ag(t, xy)dt + Z A;(t, ¢ )dw!
j=1

.

générateur infinitésimal L

Lf( ) — lim Em[f(ajt) B f(x)]

t—0 t
- / L = A t, a: ZA2 t, 33
semi-groupe
T —g@tLp < —
t —_—

L hyperelliptique ssi z; admet une densité de classe C*° I
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Equations différentielles

stochastiques sur les

variétés riemanniennes




Conditions sur les variétes

Soient M et N des variétés riemanniennes o-compactes,
connexes, de classe C*°, de dimensions respectives m et n et
de métriques riemanniennes associées gy et gn.
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Conditions sur les variétes

Soient M et N des variétés riemanniennes o-compactes,
connexes, de classe C*°, de dimensions respectives m et n et
de métriques riemanniennes associées gy et gn.

Considérons des champs de vecteurs Ay, ..., A; de classe C*
sur M, qui dépendent du temps et une application II de classe
C°° de M dans N, tels que les deux conditions suivantes soient
verifiees :
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Conditions sur les variétes

(C.1) M est munid'un atlas {(U;,®;),7 € I} de cartes
relativement compactes, tel que Vi € I, Va € {0, ..., d}, si

An(t,x) = dl(t, x)ﬁzj désigne I'expression du champs de

vecteurs A, dans les coordonnées locales ( 7}, ., O™, 0N
peut prolonger les fonctions o/ (¢, ) en des fonctions sur
0, T] x R™, telles que, Ya € {0, ..., d}, les fonctions

o’ (t, ), ainsi que leurs dérivées par rapport a x sont
Holder-continus en t uniformément sur [0, 7] x K, pour tout
sous-ensemble compact K dans R™, de classe C* en z,
pour t fixé dans [0, 7] et qu’eux-mémes ainsi que leurs
dérivées de tous ordres par rapport a x sont uniformément
bornés.
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Conditions sur les variétes

(C.1) M est munid'un atlas {(U;,®;),7 € I} de cartes
relativement compactes, tel que Vi € I, Va € {0, ..., d}, si

An(t,x) = dl(t, ZU)aiﬂ: désigne I'expression du champs de

vecteurs A, dans les coordonnées locales ( 7}, ., O™, 0N
peut prolonger les fonctions o/ (¢, ) en des fonctions sur
0, T] x R™, telles que, Ya € {0, ..., d}, les fonctions

o’ (t, ), ainsi que leurs dérivées par rapport a x sont
Holder-continus en t uniformément sur [0, 7] x K, pour tout
sous-ensemble compact K dans R™, de classe C* en z,
pour t fixé dans [0, 7] et qu’eux-mémes ainsi que leurs
dérivées de tous ordres par rapport a x sont uniformément
bornés.

(C.2) II est une fonction propre, i.e. pour toute partie compacte
K de N, l'image réciproque 117! (K) est une partie
compacte de M.
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Existence et unicitée du processus

Théoréme : Soit x( une variable aléatoire Fy-mesurable a
valeurs dans M.
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Existence et unicitée du processus

Théoreme : Soit xo une variable aléatoire F,-mesurable a
valeurs dans M.

Alors, sous la condition (C.1), I'équation différentielle
stochastique

¢ ¢
T = To + / Ao(s,xs)ds + / An(s,xs) o dwy,
0 0

ot wy = (w},...,wd) désigne le F;-processus de Wiener
standard sur 2 admet une solution unique
(X (t, zo,w)), C10.0(w)AT] a valeurs dans M (ici 6(w) désigne le

temps d’explosion de la solution).
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Existence et unicitée du processus

Théoreme : Soit xo une variable aléatoire F,-mesurable a
valeurs dans M.

Alors, sous la condition (C.1), I'équation différentielle
stochastique

¢ ¢
T = To + / Ao(s,xs)ds + / An(s,xs) o dwy,
0 0

ot wy = (w},...,wl) désigne le F;-processus de Wiener
standard sur 2 admet une solution unique
(X (t, zo,w)), C10.0(w)AT] a valeurs dans M (ici 6(w) désigne le

temps d’explosion de la solution).

Remarque : A partir de maintenant, pour une carte (U, ¢), on va
identifier z € U avec ses coordonnées locales ¢(x) € ¢(U).
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Calcul de Malliavin sur

les variétés riemanniennes




Conditions supplementaires

Pour éviter des problemes d’explosion, on impose a partir de
maintenant qu’'une des deux conditions ci-dessous soit vérifiée :
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Conditions supplementaires

Pour éviter des problemes d’explosion, on impose a partir de
maintenant qu’'une des deux conditions ci-dessous soit vérifiée :

(C.3) M est une variété compacte.
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Conditions supplementaires

Pour éviter des problemes d’explosion, on impose a partir de
maintenant qu’'une des deux conditions ci-dessous soit vérifiée :

(C.3) M est une variété compacte.

Trouver des hypothéeses raisonnables, assurant la non-explosion
de la solution sur une variété o-compacte, est beaucoup plus
délicat.
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Conditions supplementaires

Pour éviter des problemes d’explosion, on impose a partir de
maintenant qu’'une des deux conditions ci-dessous soit vérifiée :

(C.3) M est une variété compacte.

Trouver des hypothéeses raisonnables, assurant la non-explosion
de la solution sur une variété o-compacte, est beaucoup plus
délicat. Ainsi, méme si M est une variété riemannienne

d
compléte et si le générateur infinitésimal Ag + 5 > A2 estle
a=1
Laplacien, on a besoin de conditions sur la décroissance a
I'infini de la courbure, laquelle ne doit pas tendre trop vite vers

moins l'infini, lorsqu’on s’éloigne a l'infini sur la variete.
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Conditions supplémentaires

Pour éviter des problemes d’explosion, on impose a partir de
maintenant qu’'une des deux conditions ci-dessous soit vérifiée :

(C.3) M est une variété compacte.

(C.4) Les images des cartes contiennent une boule de rayon
fixe et les dérivées des coefficients des champs de
vecteurs dans ces coordonnées locales restent bornées.

Trouver des hypothéeses raisonnables, assurant la non-explosion
de la solution sur une variété o-compacte, est beaucoup plus
délicat. Ainsi, méme si M est une variété riemannienne

d
compléte et si le générateur infinitésimal Ag + 5 > A2 estle

a=1
Laplacien, on a besoin de conditions sur la décroissance a
I'infini de la courbure, laquelle ne doit pas tendre trop vite vers
moins l'infini, lorsqu’on s’éloigne a l'infini sur la variete.
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Point de depart

La famille de morphismes = — X (¢, z, w) est un flot de
diffeormophismes de M dans lui-méme qu’on note

(X(t, w))te[o,T]'

Séminaire de Mathématique de 1’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 — p. 18/4



Point de depart

La famille de morphismes = — X (¢, z, w) est un flot de
diffeormophismes de M dans lui-méme qu’on note

(X (ta w))te[O,T] )

Fixons maintenant la variable xy a valeurs dans M
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Point de depart

La famille de morphismes = — X (¢, z, w) est un flot de
diffeormophismes de M dans lui-méme qu’on note
(X(t7 w))te[O,T] )

Fixons maintenant la variable xy a valeurs dans M et posons

x(w) = X(t, g, w)
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Point de depart

La famille de morphismes = — X (¢, z, w) est un flot de

difféormophismes de M dans lui-méme qu’on note

(X (t, w))te[o,T]'

Fixons maintenant la variable xy a valeurs dans M et posons
x(w) = X(t, g, w)

et

Séminaire de Mathématique de 1’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 — p. 18/4



Regularité du processus y;

Posons
D*(M)={G:Q — M; F(G) e D>, VF eCi(M)},

ou C3°(M) designe I'espace des fonctions de classe C* a
valeurs dans R a support compact.
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Regularité du processus y;

Posons

D®(M) = {G: Q — M; F(G) € D®, VF € CC(M)},

ou C3°(M) designe I'espace des fonctions de classe C* a
valeurs dans R a support compact.

Alors, D> (M) est I'espace de toutes les fonctionnelles
"infiniment différentiables" a valeurs dans M.
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Regularité du processus y;

On appelle espace de Cameron-Martin H le sous-espace de {2
qui comporte les fonctions h(t) dont toutes les composantes

he(t) sont absolument continues et admettent une dérivée h®(t)
de carré intégrable.
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Regularité du processus y;

On appelle espace de Cameron-Martin H le sous-espace de {2
qui comporte les fonctions h(t) dont toutes les composantes

he(t) sont absolument continues et admettent une dérivée h®(t)
de carré intégrable.

Théoréeme : VvVt € [0,T], y:(w) appartient a D> (N).
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Regularité du processus y;

On appelle espace de Cameron-Martin H le sous-espace de {2
qui comporte les fonctions h(t) dont toutes les composantes

he(t) sont absolument continues et admettent une dérivée h®(t)
de carré intégrable.

Théoréeme : VvVt € [0,T], y:(w) appartient a D> (N).
De plus,Vf € C3°(N),Vh € H,onaVvt € [0,T]

t

<D<f(yt))(w)7 h>H:(H*)xt(w)/ ho‘(s){(X(t,w) © X(va)_l)*AOé} fds.

0 t,xt(w)
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La matrice de Malliavin

On définit un champ de tenseur B de classe C* sur [0,T] x M
du type (2,0) par

u17u2 Zul t:I; u2 (Aa)t,x)a tE[O,T]; reM; ula”QET;M
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La matrice de Malliavin

On définit un champ de tenseur B de classe C* sur [0,T] x M
du type (2,0) par

2(u1,u2) Z“l )t,2)u2((Aa)te), t€[0,T]; x € M; ui,up €Ty M

La matrice de covariance de Malliavin, associée au processus
stochastique v, est alors la forme bilinéaire définie positive
({Dys, Dy ))(w) sur T;t(w), définie, Yui, ug € T;t(w)N, vV e [0,T],
par

(Dys, Dye)) (w)(u1, uz) = / (), { (X (tw) 0 X(s,w) ™) B }(un, u2) ds.
0
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La matrice de Malliavin

On définit un champ de tenseur B de classe C* sur [0,T] x M
du type (2,0) par

L (w1, u2) Zul )tz ug((Aa)t,x), tel0,T]; xeM; uyus €T, M

((Dy, Dys))(w)(u1, ug) = / (M), ) { (X (8 w) 0 X (5,w) ") B° }(ur,uz2) ds.
0

Comme T;‘t(w)N est muni du produit interne induit par la métrique

riemannienne gy, on peut définir le déterminant det (((Dy;, Dy:))(w))
de maniere habituelle.
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La matrice de Malliavin

On définit un champ de tenseur B de classe C* sur [0,T] x M
du type (2,0) par

2(u1,u2) Z“l )t,2)u2((Aa)te), t€[0,T]; x € M; ui,up €Ty M

((Dy, Dys))(w)(u1, ug) = / (M), ) { (X (8 w) 0 X (5,w) ") B° }(ur,uz2) ds.
0

Comme T;‘t(w)N est muni du produit interne induit par la métrique

riemannienne gy, on peut définir le déterminant det (((Dy;, Dy:))(w))
de maniere habituelle. On pose

1/ det (({Dyy, Dy:))(w))  si det({(Dys, Dy,))(w)) >0
g'(w) = X

0 sinon
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Le théoreme de HOormander

Notons, Vt € (0,1, Vx € M, L, , le sous-espace de T, M
engendré par les champs de vecteurs (4;)¢ 5, ¢ =1, ...,d et
([Aiys [ [Aiy s Asg) oDz 0 <5 < dy j = 0,0, g, g € N,
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Le théoreme de HOormander

Notons, Vt € (0,1, Vx € M, L, , le sous-espace de T, M
engendré par les champs de vecteurs (4;)¢ 5, ¢ =1, ...,d et
([Aiys [ [Aiy s Asg) oDz 0 <5 < dy j = 0,0, g, g € N,

Considérons I'nypothese suivante :
(H) (1)Lt = T, N,

vVt € [0,T], Vx € M, ouy = Il(x).
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Le théoreme de HOormander

Notons, Vt € (0,1, Vx € M, L, , le sous-espace de T, M
engendré par les champs de vecteurs (4;)¢ 5, ¢ =1, ...,d et
([Aiys [ [Aiy s Asg) oDz 0 <5 < dy j = 0,0, g, g € N,

Considérons I'nypothese suivante :
(H) (I1.)2 Lo, = T, N,

Ve € M, ouy = Il(x).

Séminaire de Mathématique de 1’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 — p. 21/4



Le théoreme de HOormander

Notons, Vt € (0,1, Vx € M, L, , le sous-espace de T, M
engendré par les champs de vecteurs (4;)¢ 5, ¢ =1, ...,d et
([Aiys [ [Aiy s Asg) oD 0 <5 < dy 5 =0, .0, g, g € N%.

Considérons I'nypothese suivante :
(H) (I1.)2 Lo, = T, N,

Ve € M, ouy = Il(x).

Théoréeme : Supposons la condition de Hérmander (H)
vérifiée. Alors, vVt €10, T, la loi de probabilité du processus y;
admet une densite de classe C*° par rapport a I'élement de
volume riemannien.
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Filtrage non linéaire sur

les variétés riemanniennes




La premiere variete

Soit (2, F, P) un espace de probabilitées complet et w, v deux

processus de Wiener indépendants de dimensions respectives d
et n.
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La premiere variete

Soit (2, F, P) un espace de probabilitées complet et w, v deux

processus de Wiener indépendants de dimensions respectives d
et n.

Soit M une variété riemannienne connexe, orientée, de
dimension m, muni de la métrique riemannienne g,.
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La premiere variete

Soit (2, F, P) un espace de probabilitées complet et w, v deux

processus de Wiener indépendants de dimensions respectives d
et n.

Soit M une variété riemannienne connexe, orientée, de
dimension m, muni de la métrique riemannienne g,,.

Soit GI(M) le fibré des reperes linéaires sur M et pjs la
projection de GI(M) sur M.
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La premiere variéte

Soit (2, F, P) un espace de probabilitées complet et w, v deux
processus de Wiener indépendants de dimensions respectives d
et n.

Soit M une variété riemannienne connexe, orientée, de
dimension m, muni de la métrique riemannienne g,,.

Soit GI(M) le fibré des reperes linéaires sur M et pjs la
projection de GI(M) sur M.

Désignons par (2*,¢€}), i,j = 1,...,m, les coordonnées locales
dans un voisinage du point (z, e) dans GI(M) et par {T'},} les

symboles de Christoffel de la connection riemannienne sur M,
compatible avec la métrique g,,.

Séminaire de Mathématique de 1’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 — p. 23/4



Les champs de vecteurs

Soient des champs de vecteurs de classe C*° dépendant du
temps A, 5 =1,...,d sur GL(M), dont la représentation en
coordonnées locales est donnée par

0 l@).

B R
ox? il P deq

Ai(t,x,e) = a;(t,x,e)(
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Les champs de vecteurs

Ai(t,z,e) = aj-(t,x,e)(—i —T9 ¢l —)

De plus, on note Ay un champ de vecteurs Ay sur M de classe
C* dependant du temps, s’écrivant

- 0
AO(ta £13‘> — a%)(ta x)%
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Les champs de vecteurs

Ai(t,z,e) = aé(t,x,e)(—i —Tle =)

De plus, on note Ay un champ de vecteurs Ay sur M de classe
C* dependant du temps, s’écrivant

- 0
AO(tv £13‘> — a%)(ta $)%

Notons A, son relévement horizontal par rapport & la connection

{1}
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Les champs de vecteurs

Ai(t,z,e) = aj-(t,:c,e)(—i —Tl e, =)

De plus, on note Ay un champ de vecteurs Ay sur M de classe
C* dependant du temps, s’écrivant

- 0
AO(tv CU) — a%)(ta $)%

Notons A, son relévement horizontal par rapport & la connection
{T'7,}. Alors, Ay est donné en coordonnées locales par

Ao(t, z,e) = ozé(t,ac)(i —T9 ¢! i)

‘ 1l p Y
Ox? Oeq
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Le signal

Soit r, = (x4, e;), le processus stochastique, solution de
I'equation différentielle stochastique

t '
rt:ro+/ Ao(s,rs)ds+/ An(s,7s) o dwy,
0 0

avec ro = (g, eq) dans GI(M).
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Le signal

Soit r, = (x4, e;), le processus stochastique, solution de
I'equation différentielle stochastique

t '
rt:ro+/ Ao(s,rs)ds+/ An(s,7s) o dwy,
0 0

avec ro = (g, eq) dans GI(M).

Considérons le signal (z¢)cjo,77 @ valeurs dans M, défini
vVt € [0,T] par
Lt = pM(Tt)-
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Le signal

Soit r, = (x4, e;), le processus stochastique, solution de
I'equation différentielle stochastique

t '
rt:ro+/ Ao(s,rs)ds+/ An(s,7s) o dwy,
0 0

avec ro = (g, eq) dans GI(M).
Considérons le signal (z¢)cjo,77 @ valeurs dans M, défini
vVt € [0,T] par

Lt = pM(Tt)-
En coordonnees locales le processus r; s’écrit

(dxt = al(t,zy) dt + a’ (L, x¢, er) o dws
X 1=1,....m

T 1 k m
\deat - mk(xt) Cat © dwt .
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La deuxieme varieéete

Soit N une variété o-compacte, connexe de dimension n, muni
de la métrique riemannienne associee gy.
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La deuxieme varieéete

Soit N une variété o-compacte, connexe de dimension n, muni
de la métrique riemannienne associee gy.

Soit O(N) le fibré des reperes orthonormaux sur N et py la
projection de O(N) sur N.
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La deuxieme varieéete

Soit N une variété o-compacte, connexe de dimension n, muni
de la métrique riemannienne associee gy.

Soit O(N) le fibré des reperes orthonormaux sur N et py la
projection de O(N) sur N.

Désignons par (y*, f}), j = 1,...,n I'écriture en coordonnées
locales autour du point (y, f) de O(N).
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La deuxieme varieéete

Soit N une variété o-compacte, connexe de dimension n, muni
de la métrique riemannienne associee gy.

Soit O(N) le fibré des reperes orthonormaux sur N et py la
projection de O(N) sur N.

Désignons par (y*, f}), j = 1,...,n I'écriture en coordonnées
locales autour du point (y, f) de O(N).

Soit {7}, } les symboles de Christoffel de la connection affine sur
N, compatible avec la métrique gy.
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La deuxieme varieéete

Soit N une variété o-compacte, connexe de dimension n, muni
de la métrique riemannienne associee gy.

Soit O(N) le fibré des reperes orthonormaux sur N et py la
projection de O(N) sur N.

Désignons par (y*, f}), j = 1,...,n I'écriture en coordonnées
locales autour du point (y, f) de O(N).

Soit {7}, } les symboles de Christoffel de la connection affine sur
N, compatible avec la métrique gy.

Notons {H4, ..., H,} la famille des champs de vecteurs
horizontaux canoniques sur O(N) par rapport a la connection
riemannienne {~;}
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Les champs de vecteurs

Remarquons qu’au voisinage de (y, f) dans O(N), H;,
j=1,..,n s écrit comme

Hj=f§(a

oy’

0
— 1 (9—]3;1)-
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Les champs de vecteurs

Remarquons qu’au voisinage de (y, f) dans O(N), Hj,
j=1,...,n S écrit comme
? 0 q gl 0
Hy = 1, (g, =1 8—1%)'
Introduisons un champ de vecteurs h(t, z¢,y) dépendant du
temps, borne, de classe C* sur N, dont la représentation en
coordonnées locales est donnée par

- 0
h(ta Lt y) — hz(ta Lt, y)a—yz
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Les champs de vecteurs

Remarquons qu’au voisinage de (y, f) dans O(N), Hj,
j=1,...,n S écrit comme
? 0 q gl 0
Hy = 1, (g, =1 8—1?)'
Introduisons un champ de vecteurs h(t, z¢,y) dépendant du
temps, borne, de classe C* sur N, dont la représentation en
coordonnées locales est donnée par

0

h’(ta Lty y) — h’b(t’ Lty y)a—yz

Soit i son relevé horizontal par rapport a la connection {7}
Alors, h est donnée en coordonnées locales par

i D 0
h(t, i, y) = h <0y73 — 7 6—ﬁ>'
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Le processus d’observation

On définit alors, vt < [0, T7, le processus d'observation (y:).cpo
par

Yt = pN(St)7

ou s; = (y:, f:) est la solution de I'équation différentielle
stochastique

t t .
st:30+/ h(s,xs,ss)ds+/ H;(ss) o duwl,
0 0

avec sg = (yo, fo) dans O(N).
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Le processus d'observation

On définit alors, vt < [0, T7, le processus d'observation (y:).cpo
par

Yt = pN(St)7

ou s; = (y:, f:) est la solution de I'équation différentielle
stochastique

t t .
St:30+/ h(s,xs,ss)ds+/ H;(ss) o duwl,
0 0

avec sg = (yo, fo) dans O(N).
En coordonnées locales, on obtient
(dy; = Bi(t,m, ) dt + Hit, i, f) © dv}

\ 1 =1,...,m.
\dfie = =V (ye) ey o dyi”
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Le filtre

De plus, py €tant une fonction propre,
o(s:/0<7<t)=0(y: /0 <71 < 1)

ce qui implique gu’il est équivalent d’observer le processus
stochastique (z¢):co 1) @ travers s; ou a travers y;.
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Le filtre

De plus, py €tant une fonction propre,
o(s:/0<7<t)=0(y: /0 <71 < 1)

ce qui implique gu’il est équivalent d’observer le processus
stochastique (z¢):cjo 1 a travers s; ou a travers y;.

On definit alors le filtre par

Séminaire de Mathématique de 1’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 — p. 29/4



Le filtre

De plus, py €tant une fonction propre,
o(s:/0<7<t)=0(y: /0 <71 < 1)

ce qui implique gu’il est équivalent d’observer le processus
stochastique (z¢):cjo 1 a travers s; ou a travers y;.

On definit alors le filtre par

Définition : vVt € [0, T, V¢ € C3°(M), notons 1) le filtre associé
au systeme signal-observation (x, vy, ), défini par

7Tt’l7b — E[w(ﬂjt)/yt]a

ou);=o(y,, 0 <1 <t).

Séminaire de Mathématique de 1’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 — p. 29/4



Une copie de I'espace probabiliseé

Soit (Q, F, P) une copie indépendante de I'espace de
probabilites (2, F, P).
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Une copie de I'espace probabiliseé

Soit (Q, F, P) une copie indépendante de I'espace de
probabilites (2, F, P).

Considérons sur I'espace de probabilités (Q, F, P), le processus
(Z¢)tepo, ) @ valeurs dans M, de méme loi de probabilité que le

processus ():c(o,1]-
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Une copie de I'espace probabiliseé

Soit (Q, F, P) une copie indépendante de I'espace de
probabilites (2, F, P).

Considérons sur I'espace de probabilités (Q, F, P), le processus
(Z¢)tepo, ) @ valeurs dans M, de méme loi de probabilité que le

processus ():c(o,1]-
Ceci équivaut & dire que sur 'espace (2, F, P), on a

Tt = pr(Te),

ou 7; désigne la solution de I'équation différentielle stochastique

t '
ft:fo+/ Ao(s,fs)ds+/ Ay (s,Ts) o dwy,
0 0

avec rg = ro.
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Lexponentielle de Girsanov

On introduit alors I'exponentielle de Girsanov associée aux
processus stochastiques (7¢).c(o,77 €t (yt)icjo, ) PAr

t
At(fi’t,yt) — eXP (/O <h(875337?/s)7dys>ys

1 [t ,0H
/ Z /Yk] yS S $87y8) ds — 5/ t’l“( ay (8 CZ'g,?JS)) ds

1 t

= (h(s,Zs,Ys), h(S,Ts,Ys))y. ds) P® P P.S.
0

ou H = (h',...,h") et (-, ), désigne le produit scalaire dans T, N
iInduit par la métrique riemannienne gy.
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Le filtre non normaliseé

On peut définir le filtre non normalisé, associé a notre probleme
de filtrage, par

Définition : vVt € [0, T, Vi € C3°(M), notons p.(v) le filtre non

normalise, associé au systeme signal-observation (¢, y:), déefini
par

pe(V) = Ep|v(Z) AT, ye)]

ou E 5 désigne I'espérance par rapport a la probabilité P.
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Le filtre non normaliseé

On peut définir le filtre non normalisé, associé a notre probleme
de filtrage, par

Définition : vVt € [0, T, Vi € C3°(M), notons p.(v) le filtre non

normalise, associé au systeme signal-observation (¢, y:), déefini
par

pi() = Eglv(2) AT, yr)]
ou E 5 désigne I'espérance par rapport a la probabilité P.

On a la formule de Bayes abstraite
Théoreme : Vvt € [0,T], V¢ € C3°(M), on a

_ Py

Tt .
ptl
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Les théoremes

Notons, Vt € [0,T], Vr € GI(M), L;,, 'idéal engendré par les
champs de vecteurs Ay, ..., A; dans l'algébre de Lie
Lie(Ag, Ay, ..., Ag), évalué au point (¢, 7).
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Les théoremes

Notons, Vt € [0,T], Vr € GI(M), L;,, 'idéal engendré par les
champs de vecteurs Ay, ..., A; dans l'algébre de Lie
Lie(Ag, Ay, ..., Ag), évalué au point (¢, 7).

Alors, sous la condition
(H/) (pM*)r»Ct,'r' — Ta:M7

Vr € GI(M),Vt € [0,T],0Uu x = pp(r),ona:
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Les théoremes

Notons, Vt € [0,T], Vr € GI(M), L;,, 'idéal engendré par les
champs de vecteurs Ay, ..., A; dans l'algébre de Lie
Lie(Ag, Ay, ..., Ag), évalué au point (¢, 7).

Alors, sous la condition
(Hl) (pM*)'r»Ct,r — Ta:M7

Vr € GI(M),Vt € [0,T],0Uu x = pp(r),ona:

Théoreme : Supposons que la condition (H’) est vérifiée et que

la variété M et les champs de vecteurs Ay, A4, ..., A, vérifient la
condition (C.1) ainsi que une des conditions (C.3) ou (C.4).
Alors, vt €10,T1, la loi du filtre m, admet une densite de classe
C® par rapport a I'element de volume riemannien sur M.
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Les théoremes

Notons, Vt € [0,T], Vr € GI(M), L;,, 'idéal engendré par les
champs de vecteurs Ay, ..., A; dans l'algébre de Lie
Lie(Ag, Ay, ..., Ag), évalué au point (¢, 7).

Alors, sous la condition
(Hl) (pM*)'r»Ct,r — Ta:M7

Vr € GI(M),Vt € [0,T],0Uu x = pp(r),ona:

Théoreme : Supposons que la condition (H’) est vérifiée et que

la variété M et les champs de vecteurs Ay, A4, ..., A, vérifient la
condition (C.1) ainsi que une des conditions (C.3) ou (C.4).
Alors, vt €10,T1, la loi du filtre m, admet une densite de classe
C® par rapport a I'element de volume riemannien sur M.

Proposition : V¢t € [0, T], A(Z¢,y:) appartient a I'espace D*°.
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Solution de 'EDS (1)
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Solution de ’EDS (1)

La condition (C.1) assure que les équations

(dxl = ob(t,x;) dt + o' (t, z¢) o dwf
9 1 =1,....m
Ka:f) =z’ € R™,

possédent une unique solution (X (¢, z,w))
pas.

tefo.rp AUIN explose
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Solution de ’EDS (1)

La condition (C.1) assure que les équations

(dxl = ob(t,x;) dt + o' (t, z¢) o dwf
9 1 =1,....m
Ka:f) =z’ € R™,

possédent une unique solution (X (¢, z,w)) , qui n’explose

pas.

te[0,T]

Fixons z = (21, ...,2™) € U.
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Solution de 'EDS (1)

La condition (C.1) assure que les équations

(dxl = ob(t,x;) dt + o' (t, z¢) o dwf
9 1 =1,....m
Ka:f) =z’ € R™,

possédent une unique solution (X (¢, z,w)) , qui n’explose

pas.

te[0,T]

Fixons = = (21, ...,2™) € U. Posons VU(w):%gg{X(t,x,w)géU}
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Solution de 'EDS (1)

La condition (C.1) assure que les équations

(dxl = ob(t,x;) dt + o' (t, z¢) o dwf
9 1 =1,....m
\a:f) =z’ € R™,

possédent une unique solution (X (¢, z,w))
pas.

tefo.rp AUIN explose

Fixons = = (21, ...,2™) € U. Posons VU(w):%gg{X(t,x,w)géU}

Définissons (X (¢, z, w)) par

te[0,T]

Xy(t,z,w) = Xt Avy(w), x,w).
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Solution de ’EDS (1)

La condition (C.1) assure que les équations

(dxl = ob(t,x;) dt + o' (t, z¢) o dwf
\ 1 =1,....m
k5136 =z’ € R™,

possédent une unique solution (X (¢, z,w)) qui n’explose

pas.

t€[0,77]’

Fixons = = (21, ...,2™) € U. Posons VU(w):%gg{X(t,x,w)géU}

Définissons (X (¢, z, w)) par

t€[0,T]
Xy(t,z,w) = Xt Avy(w), x,w).

On peut ainsi construire une solution locale X;; pour chaque x
dans M et chaque voisinage U de z.
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Solution de 'EDS (2)

Si (U, ¢) et (U, ¢) sont deux cartes & intersection non vide et si
x € UNU,alors, Xy(t,r,w) = X;(t,r,w), pour tout
t <vy(w) Avg(w).
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Solution de ’EDS (2)

Finalement, on construit une solution globale a partir des
différentes solutions locales.
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Solution de ’EDS (2)

Finalement, on construit une solution globale a partir des
différentes solutions locales.

Considerons pour chague w dans {2 la totalité des cartes
(Ul, ¢1), e (Ul, gbl) telles que Cl?o(w) cU;, Vi,i1=1,..,1.
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Solution de 'EDS (2)

Finalement, on construit une solution globale a partir des
différentes solutions locales.

Considerons pour chague w dans {2 la totalité des cartes
(Ul, gbl), e (Ul, gbl) telles que Cl?o(w) cU;, Vi,i1=1,..,1.

Alors, le processus X (t, o, w) = Xy, (t, zo, w) est bien défini

pourt € [0,0,, AT, 0U D (w) = %Eaécl{yyi (w)}.
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Solution de ’EDS (2)

Finalement, on construit une solution globale a partir des
différentes solutions locales.

Considerons pour chague w dans {2 la totalité des cartes
(Ul, gbl), e (Ul, Cbl) telles que Cl?o(w) cU;, Vi,i1=1,..1.

Alors, le processus X (t, o, w) = Xy, (t, zo, w) est bien défini
pourt € [0,0,, AT, 0U D (w) = %Eaécl{yyi (w)}.

Posons vi(w) = Uy ) AT 6t 24 = 34, pour t € [0, 1]
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Solution de ’EDS (2)

Finalement, on construit une solution globale a partir des
différentes solutions locales.

Considerons pour chague w dans {2 la totalité des cartes
(Ul, ¢1), e (Ul, Cbl) telles que CEo(w) cU;, Vi,i1=1,..1.

Alors, le processus X (t, o, w) = Xy, (t, zo, w) est bien défini

pourt € [0,0,, AT, 0U D (w) = %Eaécl{yyi (w)}.

Posons vi(w) = Uy ) AT 6t 24 = 34, pour t € [0, 1]

Récursivement, si v, (w) et z; = X (¢, xg, w) sont définis, pour ¢
dans [0, v, (w)], alors on pose sur I'ensemble {w; v, (w) < T},
Ty = Ty, , Wy = 0, w, OU (Byw)(s) = wyrs — wy €t

Un+1 = ﬁxn (wn) AT,
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Solution de ’EDS (2)

Finalement, on construit une solution globale a partir des
différentes solutions locales.

Considerons pour chague w dans {2 la totalité des cartes
(Ul, ¢1), e (Ul, Cbl) telles que CEo(w) cU;, Vi,i1=1,..1.

Alors, le processus X (t, o, w) = Xy, (t, zo, w) est bien défini
pourt € |0,0,, AT], 0U 7 (w) = %Eaécl{yyi (w)}.
Posons vi(w) = Uy ) AT 6t 24 = 34, pour t € [0, 1]

Récursivement, si v, (w) et z; = X (¢, xg, w) sont définis, pour ¢
dans [0, v, (w)], alors on pose sur I'ensemble {w; v, (w) < T},
Ty = Ty, , Wy = 0, w, OU (Byw)(s) = wyrs — wy €t

Un+1 = ﬁxn (wn) AT,

Puis, on définit z; = X (¢t — vy, Tn, wy) POUr t dans [vy,, vni1].
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Théoreme de Hormander (1)
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Théoreme de Hormander (1)

Il suffit de montrer que

flyg' € () LP(P) VYfeCg(N),vtelo,T].
pE[l,+o0|
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Théoreme de Hormander (1)

Il suffit de montrer que

flyg' € () LP(P) VYfeCg(N),vtelo,T].
pE[1,+00]

Proposition : Pour tout opérateur differentiel 0 sur N,
Vo € Cg°(M), il existe p > 1, r € N et une application linéaire
continue ¢ : DP" — LY(P), tels que, Vf € C°(M), VG € DP",

E0f(y) o(yr) G) = E(f () £(G)).
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Théoreme de Hormander (1)

Il suffit de montrer que

flyg' € () LP(P) VYfeCg(N),vtelo,T].
pE[1,+00]

Proposition : VG € D™, la fonction g (x) = (0., G) est de
classe C*™ etV f € C§°(M)

E(fw)G) = [ f@) gc(x) v(da),
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Théoreme de Hormander (1)

Il suffit de montrer que

flyg' € () LP(P) VYfeCg(N),vtelo,T].
pE[1,+00]

Proposition : VG € D™, la fonction g (x) = (0., G) est de
classe C*™ etV f € C§°(M)

E(fw)G) = [ f@) gc(x) v(da),

En particulier, la fonction p, définie par p(z) = (4., 1) est la
densité de classe C*° de la loi du processus stochastique
(yt)te[o,r) PAr rapport a v.
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Theoreme de Hormander (2)

Il suffit de démontrer que ¢* € ()  LP(P) Vt €]0,T).
pE[l,+o0|

Séminaire de Mathématique de 1’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 — p. 39/4



Théeoreme de Hormander (2)

Il suffit de démontrer que ¢* € ()  LP(P) Vt €]0,T).
[1,4o0]

Soit (Vy, ¢) une carte relativement compacte sur N, telle que
yo € Vo et soit (Up, ¢) une carte de 'atlas qui vérifie la condition

(C.1) telle que x( € Uy.
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Théeoreme de Hormander (2)

Il suffit de démontrer que ¢* € ()  LP(P) Vt €]0,T).
[1,4o0]

Soit (Vy, ¢) une carte relativement compacte sur N, telle que
yo € Vo et soit (Up, ¢) une carte de 'atlas qui vérifie la condition
(C.1) telle que x( € Uy.

Alors, il existe un sous-ensemble compact U, de U, tel que
II(Uy) C Vo et ¢p? = ¢?01l, 1< q < ndans Up.
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Théeoreme de Hormander (2)

Il suffit de démontrer que ¢* € ()  LP(P) Vt €]0,T).
pE[l,+o0|

Soit (Vy, ¢) une carte relativement compacte sur N, telle que
yo € Vo et soit (Up, ¢) une carte de 'atlas qui vérifie la condition
(C.1) telle que x( € Uy.

Alors, il existe un sous-ensemble compact U, de U, tel que
II(Uy) C Vo et ¢p? = ¢?01l, 1< q < ndans Up.

Soit v le temps d’arrét défini par v(w) = inf{t; X (¢, zo,w) ¢ Up}.
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Théoreme de Hormander (3)

Soit g (w) la solution de I'équation différentielle stochastique

. . t . t .
y;(t) = 0; +/O Ok 0 (8,Ts) ?]f(s) o dw +/0 Ok 04(8, Ts) gjf(s) ds.
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Théoreme de Hormander (3)

Soit g (w) la solution de I'équation différentielle stochastique
y . t , o ¢ ' .
50 = 8+ [ Dol (s,5) ) o dut + [ Beol(s5) (s) ds.

Alors, V0 <s<t<wv,ona

im0 i (S ) L ~
Diz = gi(t)(§(s);) o} (s, Ts)
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Théoreme de Hormander (3)

Soit g (w) la solution de I'équation différentielle stochastique
y . t , o ¢ ' .
50 = 8+ [ Dol (s,5) ) o dut + [ Beol(s5) (s) ds.

Alors, V0 <s<t<wv,ona

.- o - _1 - . . o~ o~ -
DIz} =gi(t)(5(s);) ol(s,@s)i.e. Dizy = G5 'oi(s, &)
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Théoreme de Hormander (3)

Soit g (w) la solution de I'équation différentielle stochastique
y . t , o ¢ _ .
50 = 8+ [ Dol (s,5) ) o dut + [ Beol(s5) (s) ds.

Alors, VO <s<t<w,ona
.- o - _1 - . . o~ o~ -
DIz} =gi(t)(5(s);) ol(s,@s)i.e. Dizy = G5 'oi(s, &)

vt € [0,T], V¢ € R™, on définit la forme quadratique a;(w) sur
R™ par

d v
at(w)[d = U Z/O <Ca (gs_l Uoz(Sjs)) (gs_l (704(37 fs))TC> ds QZ
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Théoreme de Hormander (4)

Ceci nous permet de définir, V¢t € 0,71, la variable aléatoire &;
par

&(w) = eof Inf ay(w)[f]}",

ol =(n,0,..0) €S nec S et

gg = inf{det(gN)H(x) ((‘kabq’ 82?“) Cr € Uo}.
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Théoreme de Hormander (4)

Ceci nous permet de définir, V¢t € 0,71, la variable aléatoire &;

par

&(w) = eof Inf ay(w)[f]}",

ol =(n,0,..0) €S nec S et

Eg = inf{det(gN)H(x) (82‘1’ 82?‘) Cr € U()}

Lemme : V¢ €0, ]

0 < & < det({({(Dy:, Dys))) p-s.
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Théoreme de Hormander (4)

Ceci nous permet de définir, V¢t € 0,71, la variable aléatoire &;

par
&(w) =eof{ inf  ar(w)[7]}",

T]ES“ 1

ol i = (n,0,...,0) € S " nec S !et

gg = inf{det(gN)H(x) (82‘1’ 82?‘) Cr € U()}.

Lemme : V¢ €0, ]

0 < & < det({({(Dy:, Dys))) p-s.

Lemme : Vit e]0,T],

&' e ﬂ LP(P).

€[l,+o0]
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