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Les idées essentielles

du Calcul de Malliavin
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L’espace de Wiener

Soit Ω = C0([0, T ]) l’espace de Banach des fonctions réelles
continues ω sur [0, T ] telles que ω(0) = 0, muni de la norme
uniforme

‖ω‖∞ = sup
t∈[0,T ]

|ω(t)|.

Notons P la mesure de Wiener standard, c’est-à-dire la mesure
de probabilité de transition pt(x, y) = (2πt)−1/2 exp(−1

2 |x− y|2),
pour t > 0;x, y ∈ R.

On appelle (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], P ) l’espace de Wiener standard.

En fait, on peut considérer chaque trajectoire t→W (t, ω) du
processus de Wiener comme un élément ω de C0([0, T ]).

On note
W (t, ω) = ω(t) = wt(ω) = wt.
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La dérivée de Malliavin

Soient F : Ω → R une variable aléatoire, g ∈ L2([0, T ]) et
γ(t) =

∫ t
0 g(s)ds ∈ Ω.

La dérivée directionnelle de F dans la direction γ ∈ Ω au point
ω ∈ Ω est alors la variable aléatoire DγF définie par

DγF (ω) =
d

dε
[F (ω + εγ)]ε=0.

Supposons qu’il existe une fonction ψ(t, x) ∈ L2([0, T ] × Ω) telle
que

DγF (ω) =

∫ T

0
ψ(t, ω)g(t)dt.

On dit alors que F est différentiable et on pose

DtF (ω) := ψ(t, ω).

On appelle Dt(F ) ∈ L2([0, T ] × Ω) la dérivée de Malliavin de F .
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L’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck
Une fonction F : Ω → R est dite régulière si elle est de la forme

F (ω) = f(θ1, ..., θn),

où n ∈ N, f ∈ C∞
p (Rn) et θi =

∫ T
0 fi(t)dwt, pour fi ∈ L2([0, T ]).

On note S l’ensemble des fonctions régulières.

On note Tt le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck défini ∀F ∈ S,
par

TtF (ω) =

∫

Ω
F (e−tω +

√

1 − e−2tu)P (du).

On appelle opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck le générateur L du
semi-groupe Tt, défini par

LF (ω) =
d

dt
TtF (ω)|t=0.
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Les espaces de Sobolev généralisés
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Les espaces de Sobolev généralisés
∀p > 1, ∀s ∈ R, on introduit la norme

‖F‖s,p = ‖(I − L)s/2F‖p.

On définit alors les espaces de Sobolev généralisés par

D
s,p = S

‖·‖s,p .

Soit D
∞ l’espace des fonctionnelles de Wiener régulières défini

par
D
∞ =

⋂

p>1

⋂

s>0
D

p,s.

D
∞ est alors un espace vectoriel normé complet.

De plus, D
∞ est une algèbre.
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Propriétés des diffusions
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Propriétés des diffusions

processus de diffusion xt

dxt = A0(t, xt)dt+
m

∑

j=1

Aj(t, xt)dw
j
t
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L hyperelliptique ssi xt admet une densité de classe C∞
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Équations différentielles

stochastiques sur les

variétés riemanniennes
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Conditions sur les variétés
Soient M et N des variétés riemanniennes σ-compactes,
connexes, de classe C∞, de dimensions respectives m et n et
de métriques riemanniennes associées gM et gN .

(C.1) M est muni d’un atlas {(Ui, φi), i ∈ I} de cartes
relativement compactes, tel que ∀i ∈ I, ∀α ∈ {0, ..., d}, si
Aα(t, x) = σj

α(t, x) ∂
∂φj

i

désigne l’expression du champs de

vecteurs Aα dans les coordonnées locales (φ1
i , ..., φ

m
i ), on

peut prolonger les fonctions σj
α(t, x) en des fonctions sur

[0, T ] × R
m, telles que, ∀α ∈ {0, ..., d}, les fonctions

σj
α(t, x), ainsi que leurs dérivées par rapport à x sont

Hölder-continus en t uniformément sur [0, T ] ×K, pour tout
sous-ensemble compact K dans R

m, de classe C∞ en x,
pour t fixé dans [0, T ] et qu’eux-mêmes ainsi que leurs
dérivées de tous ordres par rapport à x sont uniformément
bornés.

(C.2) Π est une fonction propre, i.e. pour toute partie compacte
K de N , l’image réciproque Π−1(K) est une partie
compacte de M .
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Existence et unicité du processus

Théorème : Soit x0 une variable aléatoire F0-mesurable à
valeurs dans M .

Alors, sous la condition (C.1), l’équation différentielle
stochastique

xt = x0 +

∫ t

0
A0(s, xs) ds+

∫ t

0
Aα(s, xs) ◦ dw

α
s ,

où wt = (w1
t , ..., w

d
t ) désigne le Ft-processus de Wiener

standard sur Ω admet une solution unique
(

X(t, x0, w)
)

t∈[0,θ(w)∧T ]
à valeurs dans M (ici θ(w) désigne le

temps d’explosion de la solution).

Remarque : A partir de maintenant, pour une carte (U, φ), on va
identifier x ∈ U avec ses coordonnées locales φ(x) ∈ φ(U).
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Calcul de Malliavin sur

les variétés riemanniennes
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Conditions supplémentaires
Pour éviter des problèmes d’explosion, on impose a partir de
maintenant qu’une des deux conditions ci-dessous soit vérifiée :

(C.3) M est une variété compacte.

(C.4) Les images des cartes contiennent une boule de rayon
fixe et les dérivées des coefficients des champs de
vecteurs dans ces coordonnées locales restent bornées.

Trouver des hypothèses raisonnables, assurant la non-explosion
de la solution sur une variété σ-compacte, est beaucoup plus
délicat. Ainsi, même si M est une variété riemannienne

complète et si le générateur infinitésimal A0 + 1
2

d
∑

α=1
A2

α est le

Laplacien, on a besoin de conditions sur la décroissance à
l’infini de la courbure, laquelle ne doit pas tendre trop vite vers
moins l’infini, lorsqu’on s’éloigne à l’infini sur la variété.
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Point de départ

La famille de morphismes x 7→ X(t, x, w) est un flot de
difféormophismes de M dans lui-même qu’on note
(

X(t, w)
)

t∈[0,T ]
.

Fixons maintenant la variable x0 à valeurs dans M et posons

xt(w) = X(t, x0, w)

et
yt(w) = Π

(

xt(w)
)

.
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Régularité du processus yt

Posons

D
∞(M) = {G : Ω →M ; F (G) ∈ D

∞, ∀F ∈ C∞
0 (M)},

où C∞
0 (M) désigne l’espace des fonctions de classe C∞ à

valeurs dans R à support compact.

On appelle espace de Cameron-Martin H le sous-espace de Ω
qui comporte les fonctions h(t) dont toutes les composantes
ḣα(t) sont absolument continues et admettent une dérivée hα(t)
de carré intégrable.

Théorème : ∀t ∈ [0, T ], yt(w) appartient à D
∞(N).

De plus, ∀f ∈ C∞
0 (N), ∀h ∈ H, on a ∀t ∈ [0, T ]

〈

D
(

f(yt)
)

(w), h
〉

H
=(Π∗)xt(w)

∫ t

0

ḣα(s)

{

(

X(t, w) ◦ X(s, w)−1
)

∗

Aα

}

t,xt(w)
f ds.
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ḣα(s)

{

(

X(t, w) ◦ X(s, w)−1
)

∗

Aα

}

t,xt(w)
f ds.

Séminaire de Mathématique de l’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 – p. 19/41



Régularité du processus yt

On appelle espace de Cameron-Martin H le sous-espace de Ω
qui comporte les fonctions h(t) dont toutes les composantes
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ḣα(t) sont absolument continues et admettent une dérivée hα(t)
de carré intégrable.

Théorème : ∀t ∈ [0, T ], yt(w) appartient à D
∞(N).

De plus, ∀f ∈ C∞
0 (N), ∀h ∈ H, on a ∀t ∈ [0, T ]

〈

D
(

f(yt)
)

(w), h
〉

H
=(Π∗)xt(w)

∫ t

0
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La matrice de Malliavin

On définit un champ de tenseur B0 de classe C∞ sur [0, T ] ×M
du type (2,0) par

B0
t,x(u1, u2)=

d
∑

α=1

u1
(

(Aα)t,x
)

u2
(

(Aα)t,x
)

, t∈ [0, T ]; x∈M ; u1,u2∈T
∗
xM

〈〈Dyt, Dyt〉〉(w)(u1, u2) =

∫ t

0

(Π∗)xt(w)

{(

X(t, w) ◦ X(s, w)−1
)

∗

B0
}

(u1, u2) ds.

Comme T ∗

yt(w)N est muni du produit interne induit par la métrique
riemannienne gN , on peut définir le déterminant det

(

〈〈Dyt, Dyt〉〉(w)
)

de manière habituelle. On pose

gt(w) =















1/ det
(

〈〈Dyt, Dyt〉〉(w)
)

si det
(

〈〈Dyt, Dyt〉〉(w)
)

> 0

0 sinon
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riemannienne gN , on peut définir le déterminant det

(

〈〈Dyt, Dyt〉〉(w)
)

de manière habituelle. On pose

gt(w) =















1/ det
(

〈〈Dyt, Dyt〉〉(w)
)

si det
(

〈〈Dyt, Dyt〉〉(w)
)

> 0

0 sinon
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Le théorème de Hörmander

Notons, ∀t ∈ [0, T ], ∀x ∈M , Lt,x le sous-espace de TxM

engendré par les champs de vecteurs (Ai)t,x, i = 1, ..., d et
([Aiq

, [..., [Ai1 , Ai0 ]...])t,x, 0 ≤ ij ≤ d, j = 0, ..., q, q ∈ N
∗.

Considérons l’hypothèse suivante :

(H) (Π∗)xL0,x = TyN,

∀x ∈M , où y = Π(x).

Théorème : Supposons la condition de Hörmander (H)
vérifiée. Alors, ∀t ∈ ]0, T ], la loi de probabilité du processus yt

admet une densité de classe C∞ par rapport à l’élément de
volume riemannien.
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Filtrage non linéaire sur

les variétés riemanniennes
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La première variété

Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilités complet et w, v deux
processus de Wiener indépendants de dimensions respectives d
et n.

Soit M une variété riemannienne connexe, orientée, de
dimension m, muni de la métrique riemannienne gM .

Soit Gl(M) le fibré des repères linéaires sur M et pM la
projection de Gl(M) sur M .

Désignons par (xi, ei
j), i, j = 1, ...,m, les coordonnées locales

dans un voisinage du point (x, e) dans Gl(M) et par {Γq
i l} les

symboles de Christoffel de la connection riemannienne sur M ,
compatible avec la métrique gM .
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Les champs de vecteurs

Soient des champs de vecteurs de classe C∞ dépendant du
temps Aj , j = 1, ..., d sur GL(M), dont la représentation en
coordonnées locales est donnée par

Aj(t, x, e) = ai
j(t, x, e)

( ∂

∂xi
− Γq

i l e
l
p

∂

∂epq

)

.

Aj(t, x, e) = ai
j(t, x, e)

( ∂

∂xi
− Γq

i l e
l
p

∂

∂epq

)

.

De plus, on note A0 un champ de vecteurs A0 sur M de classe
C∞ dépendant du temps, s’écrivant

A0(t, x) = ai
0(t, x)

∂

∂xi
.

Notons Ã0 son relèvement horizontal par rapport à la connection
{Γq

i l}. Alors, Ã0 est donné en coordonnées locales par

Ã0(t, x, e) = αi
0(t, x)

( ∂

∂xi
− Γq

i l e
l
p

∂

∂epq

)

.
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Le signal

Soit rt = (xt, et), le processus stochastique, solution de
l’équation différentielle stochastique

rt = r0 +

∫ t

0
Ã0(s, rs) ds+

∫ t

0
Aα(s, rs) ◦ dw

α
s ,

avec r0 = (x0, e0) dans Gl(M).

Considérons le signal (xt)t∈[0,T ] à valeurs dans M , défini
∀t ∈ [0, T ] par

xt = pM (rt).

En coordonnées locales le processus rt s’écrit










dxi
t = ai

0(t, xt) dt+ ai
α(t, xt, et) ◦ dw

α
t

i = 1, ...,m

dei
αt = −Γi

m k(xt) e
k
αt ◦ dx

m
t .
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La deuxième variété
Soit N une variété σ-compacte, connexe de dimension n, muni
de la métrique riemannienne associée gN .

Soit O(N) le fibré des repères orthonormaux sur N et pN la
projection de O(N) sur N .

Désignons par (yi, f i
j), j = 1, ..., n l’écriture en coordonnées

locales autour du point (y, f) de O(N).

Soit {γq
i l} les symboles de Christoffel de la connection affine sur

N , compatible avec la métrique gN .

Notons {H1, ...,Hn} la famille des champs de vecteurs
horizontaux canoniques sur O(N) par rapport à la connection
riemannienne {γq

i l}
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Les champs de vecteurs

Remarquons qu’au voisinage de (y, f) dans O(N), Hj ,
j = 1, ..., n s’ écrit comme

Hj = f i
j

( ∂

∂yi
− γq

i l f
l
p

∂

∂f q
p

)

.

Introduisons un champ de vecteurs h(t, xt, y) dépendant du
temps, borné, de classe C∞ sur N , dont la représentation en
coordonnées locales est donnée par

h(t, xt, y) = hi(t, xt, y)
∂

∂yi
.

Soit h̃ son relevé horizontal par rapport à la connection {γq
i l}.

Alors, h̃ est donnée en coordonnées locales par

h̃(t, xt, y) = hi
( ∂

∂yi
− γq

i l f
l
p

∂

∂f q
p

)

.
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Le processus d’observation

On définit alors, ∀t ∈ [0, T ], le processus d’observation (yt)t∈[0,T ]

par
yt = pN (st),

où st = (yt, ft) est la solution de l’équation différentielle
stochastique

st = s0 +

∫ t

0
h̃(s, xs, ss) ds+

∫ t

0
Hj(ss) ◦ dw

j
s,

avec s0 = (y0, f0) dans O(N).

En coordonnées locales, on obtient










dyi
t = h̃i(t, xt, yt) dt+H i

j(t, yt, ft) ◦ dv
j
t

i = 1, ...,m.

df i
αt = −γi

m k(yt) e
k
αt ◦ dy

m
t

Séminaire de Mathématique de l’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 – p. 28/41



Le processus d’observation

On définit alors, ∀t ∈ [0, T ], le processus d’observation (yt)t∈[0,T ]

par
yt = pN (st),

où st = (yt, ft) est la solution de l’équation différentielle
stochastique

st = s0 +

∫ t

0
h̃(s, xs, ss) ds+

∫ t

0
Hj(ss) ◦ dw

j
s,

avec s0 = (y0, f0) dans O(N).

En coordonnées locales, on obtient










dyi
t = h̃i(t, xt, yt) dt+H i

j(t, yt, ft) ◦ dv
j
t

i = 1, ...,m.

df i
αt = −γi

m k(yt) e
k
αt ◦ dy

m
t
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Le filtre

De plus, pN étant une fonction propre,

σ(sτ / 0 ≤ τ ≤ t) = σ(yτ / 0 ≤ τ ≤ t)

ce qui implique qu’il est équivalent d’observer le processus
stochastique (xt)t∈[0,T ] à travers st ou à travers yt.

On définit alors le filtre par

Définition : ∀t ∈ [0, T ], ∀ψ ∈ C∞
0 (M), notons πtψ le filtre associé

au système signal-observation (xt, yt), défini par

πtψ = E
[

ψ(xt)/Yt
]

,

où Yt = σ(yτ , 0 ≤ τ ≤ t).
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Une copie de l’espace probabilisé

Soit (Ω̃, F̃ , P̃ ) une copie indépendante de l’espace de
probabilités (Ω,F , P ).

Considérons sur l’espace de probabilités (Ω̃, F̃ , P̃ ), le processus
(x̃t)t∈[0,T ] à valeurs dans M , de même loi de probabilité que le
processus (xt)t∈[0,T ].

Ceci équivaut à dire que sur l’espace (Ω̃, F̃ , P̃ ), on a

x̃t = pM (r̃t),

où r̃t désigne la solution de l’équation différentielle stochastique

r̃t = r̃0 +

∫ t

0
Ã0(s, r̃s) ds+

∫ t

0
Aα(s, r̃s) ◦ dw

α
s ,

avec r̃0 = r0.
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L’exponentielle de Girsanov

On introduit alors l’exponentielle de Girsanov associée aux
processus stochastiques (x̃t)t∈[0,T ] et (yt)t∈[0,T ] par

Λt(x̃t, yt) = exp

(
∫ t

0
〈h(s, x̃s, ys), dys〉ys

−
1

2

∫ t

0

n
∑

j,k=1

γk
k j(ys)h

j(s, x̃s, ys) ds−
1

2

∫ t

0
tr

(∂H

∂y
(s, x̃s, ys)

)

ds

−
1

2

∫ t

0
〈h(s, x̃s, ys), h(s, x̃s, ys)〉ys

ds

)

P ⊗ P̃ p.s.

où H = (h1, ..., hn) et 〈·, ·〉y désigne le produit scalaire dans TyN

induit par la métrique riemannienne gN .
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Le filtre non normalisé
On peut définir le filtre non normalisé, associé à notre problème
de filtrage, par

Définition : ∀t ∈ [0, T ], ∀ψ ∈ C∞
0 (M), notons ρt(ψ) le filtre non

normalisé, associé au système signal-observation (xt, yt), défini
par

ρt(ψ) = EP̃

[

ψ(x̃t) Λ(x̃t, yt)
]

,

où EP̃ désigne l’espérance par rapport à la probabilité P̃ .

On a la formule de Bayes abstraite

Théorème : ∀t ∈ [0, T ], ∀ψ ∈ C∞
0 (M), on a

πt =
ρtψ

ρt1
.
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Les théorèmes

Notons, ∀t ∈ [0, T ], ∀r ∈ Gl(M), Lt,r, l’idéal engendré par les
champs de vecteurs A1, ..., Ad dans l’algèbre de Lie
Lie(Ã0, A1, ..., Ad), évalué au point (t, r).

Alors, sous la condition

(H ′) (pM∗)rLt,r = TxM,

∀r ∈ Gl(M), ∀t ∈ [0, T ], où x = pM (r), on a :

Théorème : Supposons que la condition (H’) est vérifiée et que
la variété M et les champs de vecteurs Ã0, A1, ..., Ad vérifient la
condition (C.1) ainsi que une des conditions (C.3) ou (C.4).
Alors, ∀t ∈ ]0, T ], la loi du filtre πt admet une densité de classe
C∞ par rapport à l’élément de volume riemannien sur M .

Proposition : ∀t ∈ [0, T ], Λ(x̃t, yt) appartient à l’espace D
∞.
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Lie(Ã0, A1, ..., Ad), évalué au point (t, r).

Alors, sous la condition

(H ′) (pM∗)rLt,r = TxM,

∀r ∈ Gl(M), ∀t ∈ [0, T ], où x = pM (r), on a :

Théorème : Supposons que la condition (H’) est vérifiée et que
la variété M et les champs de vecteurs Ã0, A1, ..., Ad vérifient la
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Solution de l’EDS (1)

Séminaire de Mathématique de l’Université du Luxembourg 27 janvier 2004 – p. 34/41



Solution de l’EDS (1)

La condition (C.1) assure que les équations










dxi
t = σi

0(t, xt) dt+ σi
α(t, xt) ◦ dw

α
t

i = 1, ...,m

xi
0 = xi ∈ R

m,

possèdent une unique solution
(

X(t, x, w)
)

t∈[0,T ]
, qui n’explose

pas.

Fixons x = (x1, ..., xm) ∈ U . Posons νU (w)= inf
t>0

{X(t, x, w) /∈U}

Définissons
(

XU (t, x, w)
)

t∈[0,T ]
par

XU (t, x, w) = X(t ∧ νU (w), x, w).

On peut ainsi construire une solution locale XU pour chaque x
dans M et chaque voisinage U de x.
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Solution de l’EDS (2)

Si (U, φ) et (Ũ , φ̃) sont deux cartes à intersection non vide et si
x ∈ U ∩ Ũ , alors, XU (t, x, w) = XŨ (t, x, w), pour tout
t ≤ νU (w) ∧ νŨ (w).

Finalement, on construit une solution globale
à partir des différentes solutions locales.

Considérons pour chaque w dans Ω la totalité des cartes
(U1, φ1), ..., (Ul, φl) telles que x0(w) ∈ Ui, ∀i, i = 1, ..., l.

Alors, le processus X̂(t, x0, w) = XUj
(t, x0, w) est bien défini

pour t ∈ [0, ν̂x0
∧ T ], où ν̂x0

(w) = max
1≤i≤l

{νUi
(w)}.

Posons ν1(w) = ν̂x0(w) ∧ T et xt = x̂t, pour t ∈ [0, ν1].

Récursivement, si νn(w) et xt = X(t, x0, w) sont définis, pour t
dans [0, νn(w)], alors on pose sur l’ensemble {w; νn(w) < T},
xn = xνn

, wn = θνn
w, où (θtw)(s) = wt+s − wt et

νn+1 = ν̂xn
(wn) ∧ T .

Puis, on définit xt = X̂(t− νn, xn, wn) pour t dans [νn, νn+1].
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νn+1 = ν̂xn
(wn) ∧ T .

Puis, on définit xt = X̂(t− νn, xn, wn) pour t dans [νn, νn+1].
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Théorème de Hörmander (1)
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Théorème de Hörmander (1)
Il suffit de montrer que

f(yt)g
t ∈

⋂

p∈[1,+∞[

Lp(P ) ∀f ∈ C∞
0 (N),∀t ∈ ]0, T ].

Proposition : ∀G ∈ D
∞, la fonction gG(x) = 〈δx, G〉 est de

classe C∞ et ∀f ∈ C∞
0 (M)

E
(

f(yt)G
)

=

∫

M
f(x) gG(x) ν(dx),

En particulier, la fonction p, définie par p(x) = 〈δ̂x, 1〉 est la
densité de classe C∞ de la loi du processus stochastique
(yt)t∈[0,T ] par rapport à ν.
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E
(
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= E
(

f(yt) ξ(G)
)
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Théorème de Hörmander (2)

Il suffit de démontrer que gt ∈
⋂

p∈[1,+∞[

Lp(P ) ∀t ∈ ]0, T ].

Soit (V0, φ̃) une carte relativement compacte sur N , telle que
y0 ∈ V0 et soit (U0, φ) une carte de l’atlas qui vérifie la condition
(C.1) telle que x0 ∈ U0.

Alors, il existe un sous-ensemble compact Ũ0 de U0 tel que
Π(Ũ0) ⊂ V0 et φq = φ̃q ◦ Π, 1 ≤ q ≤ n dans Ũ0.

Soit ν le temps d’arrêt défini par ν(w) = inf{t; X̃(t, x0, w) /∈ Ũ0}.
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Théorème de Hörmander (3)

Soit ỹt(w) la solution de l’équation différentielle stochastique

ỹi
j(t) = δi

j +

∫ t

0
∂k σ

i
α(s, x̃s) ỹ

k
j (s) ◦ dwα

s +

∫ t

0
∂k σ

i
0(s, x̃s) ỹ

k
j (s) ds.

Alors, ∀0 ≤ s < t ≤ ν, on a

Dj
sx̃

i
t = ỹi

l (t)
(

ỹ(s)s
k

)−1
σk

j (s, x̃s) i.e. Di
sx̃t = ỹtỹ

−1
s σi(s, x̃s).

∀t ∈ [0, T ], ∀ζ ∈ R
m, on définit la forme quadratique at(w) sur

R
m par

at(w)[ζ] = ỹt

d
∑

r=1

∫ ν

0
〈ζ,

(

ỹ−1
s σα(sx̃s)

) (

ỹ−1
s σα(s, x̃s)

)τ
ζ〉 ds ỹτ

t .
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k
j (s) ◦ dwα

s +

∫ t

0
∂k σ

i
0(s, x̃s) ỹ
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Théorème de Hörmander (4)

Ceci nous permet de définir, ∀t ∈ [0, T ], la variable aléatoire ξt
par

ξt(w) = ε0
{

inf
η∈Sn−1

at(w)[η̃]
}n
,

où η̃ = (η, 0, ..., 0) ∈ Sm−n, η ∈ Sn−1 et

ε0 = inf
{

det(gN )Π(x)

(

∂
∂φq ,

∂
∂φr

)

;x ∈ U0

}

.

Lemme : ∀t ∈ ]0, ν]

0 ≤ ξt ≤ det(〈〈Dyt,Dyt〉〉) p.s.

Lemme : ∀t ∈ ]0, T ],

ξ−1
t ∈

⋂

p∈[1,+∞[

Lp(P ).
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