Le calcul des variations stochastique

4. La formule de Clark-Ocone et ses généralisations

Définition 4.1 Soit G un sous-ensemble Borélien de [0,T]. On note F; la

o —algeébre engendrée par les variables aléatoires de la forme

[ aw, = jOT PROLE (4.1)

ou A est un sous-ensemble Borélien de G.

Pour I’ensemble G =[0,t], par exemple, on obtient que Fy, =F,.

Lemme 4.2 Soit une fonction déterministe g < L*([0,T]) . Alors,

ELJ, 9O AW, | Fsl= . 26 (D g®) AW,

Preuve : Par définition de I’espérance conditionnelle, il suffit de vérifier que
LT Xo (1) g(t)dW, est F; —mesurable (4.2)
et que
E[F (@) | 9(t)dW]=E[F(o) [ 76() 9(t)dW] (4.3)

pour toute variable aleatoire F F; -mesurable.

Pour montrer (4.2), on peut supposer que g est une fonction continue , puisque les

fonctions continues sont denses dans L?([0,T]) . Si g est continue, alors
T . G 2
|| 7e@®a® AW, = lim 3" g(t)] " 7 () AW, € L*(£2).

La limite est alors F; -mesurable, comme chacun des termes de la somme I’est.

Pour montrer (4.3), on peut supposer que

F(w) = L)T xA(t)dW, pour quelque Ac G.



En appliquant I’isométrie d’Itd, cela implique que le membre gauche de (4.3) devient
T T T
ELJ, za®dW,- [ g(®)dW]=E[[ z.(®g(t)dt]
De méme, le membre droit de (4.3) est égal a
T T T
ELJ, 2a® AW, - || 2(® 9® dW,]1=EI[ 7.0 o) g(t)dt]

_ E[joT 2,0 g(t)dt] comme AcG.

Lemme 4.3 Soit v(t,w) € R un processus stochastique veérifiant
(i) v(t,-) est F, N F; —mesurable pour tout t
.. T,
i) E[ jo V2(t, ) dt] < +oo.
Alors,

IG v(t, @) dW, est F; —mesurable.

Preuve : On peut supposer que Vv(t,®) est un processus élémentaire de la forme
V(t, w) = Zvi (@) X1, ,tm[(t)’
i
avec 0=t, <t <---<t, =T etou v,(-) est F, [1F; —mesurable. Alors,

jG V(t, ) dW, = 3 v () jG dw,,

Nt Gl
qui est une somme de produits de fonctions F_; —mesurables et est donc également

Fs —mesurable.

Lemme 4.4 Soit u(t,) un processus F, —adapté tel que
T 2
E[j0 U2(t, ) dt] < +o.
Alors,

ELf, u(t.)dW, | Fs]=[_E[u(t.)| F]dWw,.

Preuve : Le lemme 4.3 implique qu’il suffit de vérifier que



T T
E[ ()], u(t,0)dW,] = E[f(a))_[o Efu(t, )| FG]th} (4.4)
pour tous f(w) de la forme
f (w) =IAth; AcG.
Pour de tels f, I’isométrie d’It6 implique que le membre droit de (4.4)) est égal a
T
E[jO 2. u(t, ) dt] = J-AE[u(t,a))]dt
tandis que le membre droit est égal a
T T
E| ] 240 26 OEL(t @) | Folet = [} 2,0 E[Eu(t )| Fol]ct

=IAE[u(t,a))]dt.

l
Proposition 4.5 Soit f e ([0, T]"). Alors,
E[1,(f) I Fel= 1,01, 2&"], (4.5)
ou
( fn Z(?n)(ti' ’tn) = fn(t'l""’tn) Xc (t'l) Y fc (tn)
Preuve : On procede par récurrence sur n. Pour n=1, le lemme 4.4 implique que
T T
E[1, ()] Fel=EIf, f(t) AW, [Fel= [ fi(t) () dW,
Supposons que (4.5) soit vérifié pour n=k . Alors, le lemme 4.4 implique que
T t,
Elea(fn) IFe]= (k4 DIEL {] [ " faltin ta) AW, AW, JdW, | | Fe]
T ty t,
= (k +1)!J.0 E[.[o ”'IO fk+1(t1""’tk+1)th1 "'thk | FG]'ﬂ(c;(tkﬂ)dvvtk+1
T ety t,
=(k +l)!.[o .[0 .[o fa(ty b)) 2 (b)) 26 (ts) thln'thkﬂ
= Ik+1[ fk+1 Z(?(kﬂ)]!
ce qui finit la preuve.
[

Proposition 4.6 Si FeD,,, alors E[F |F,]eD,, et

D (E[F [Fs1) = EIDF [ Fe1- 25 (D).



Preuve : Supposons d’abord que F =1_(f,) pour quelque fonction f e L2([0,TT").

Alors, la proposition 4.5 implique que

D, (E[F [Fs1) = D(E[1, (f,) | Fs])
=D, (f, xs")]
=nl . [f.( 02" () xs (0] (4.6)
=n L[ f, (D2 P Ol 26 (1)
=E[D,F |Fs]- x5 (1).

Considérons maintenant une fonction F e D,, arbitraire. On peut alors trouver des
fonctions F, € P telles que
F. — F dans L*(£2) et D,F, — D,F dans L*(£22x[0,T])

et des fonctions f® e [*([0,T]’) telles que pour tout k,

Fo=> 1,(f).
j=0
De plus, la proposition 5.6 implique que pour tout k,
D.(E[R [ Fs]) = EIDR [ Fs]- 26 (D).

et le résultat suit en passant a la limite sur k .

Corollaire 4.7 Soit u(s,®) un processus stochastique F —adapté tel que
u(s,-) e D,,, pour tout s. Alors,
(i) D,u(s, w) est F, —adapté, pour tout t

(i) D.u(s,w) =0 pour t>s.

Preuve : La proposition 4.6 implique que
Du(s,w) = D,(E[u(s,w) | F,) = E[DU(s, @) | K]+ x105(1),
d’ou résulte immédiatement le résultat .
[]

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients pour le premier résultat important

de ce paragraphe.



Théoreme 4.8 (Formule de Clark-Ocone) Soit F une variable aléatoire

F; —mesurable, appartenant a I’espace D, . Alors,

F() = EIF]+ [ EIDF |F](«)dW, @4.7)

Preuve : On sait que F admet une décomposition en chaos de Wiener de la forme
F:ZIn(fn) avec fnel?([O,T]“). Le théoreme 3.15 et la proposition 4.5
impliquent alors que
"EIDF [F1dW, = [ E| Sl (f.(.0)[F [dw,
| EIDFIF]ldw,=[ E Zn (1)
TE
= [T nED, L (f,6D) | Rldw,
n=1
TI®
= 20 LoD 20 0w,
-[ znm DU GY - 200 P OldW,
=Zm%ﬁdﬂ
n=1
=2 1n(f)
n=1

=2 1 (f) = 15( o)
n=0
=F - E[F].
O
On peut généraliser ce résultat et exprimer une variable aléatoire F, —mesurable

F(w) comme intégrale stochastique par rapport a un processus de la forme
W(to)=[ 0(s,0)ds+W(t.w); 0<t<T, (4.8)
ou O(t,w) est un processus F,—adapté vérifiant quelques hypothéses

supplémentaires. D’apres le théoréeme de Girsanov, le processus stochastique Wt est

alors un processus de Wiener sous la mesure de probabilité Q définie sur F, par la
dérivée de Radon-Nikodym
dQ(w) = Z(T,w) dP(w), (4.9

ou



Z,=Z(t o) :exp{—jge(s,w)dws—%j;ez(s,w)ds}; 0<t<T. (4.10)

Dans la suite, on note E, I’espérance par rapport a Q et E, =E I’espérance par

rapport a P.

Théoreme 4.9 (La formule de Clark-Ocone généralisé) Soit F une variable

aléatoire F, —mesurable, appartenant a [’espace D, . Supposons de plus que

Eoll F [] < +oo. (4.11)

T 2
EQ[j0 | D,F [ dt] < +oo. (4.12)

E, D Fl IOT ( jOT D,6(s, ) dW, + jOT D,4(s, ®) e(s,a))ds)z dt} <+, (4.13)

Alors,

F() = E[F1+ ], E [(DtF ~F[ D(s.) dws)| Ft}dvvt. (4.14)

Remarque 4.10 : Remarquons qu’on ne peut pas obtenir une représentation de F

comme intégrale par rapport au processus \/\7t en appliquant simplement la formule de
Clark-Ocone au processus de Wiener (W,,Q), parce que F est seulement supposé étre
F, —mesurable et non F. —mesurable (En général, on a F, — F, , sans avoir égalité

des deux filtrations) . L’intégrale d’1t6 en (4.14) est quand méme bien définie, comme

\/\7t est une F, -martingale par rapport a la mesure de probabilité Q.

On peut scinder la preuve du théoréeme 4.10 en plusieurs résultats utiles. Rappelons
d’abord la formule de Bayes.

Lemme 4.11 Soient u et v deux mesures de probabilité sur l’espace mesurable
(£22,G) tel que dv(w) = f (w)d u(w) pour un certaine fonction f e L*(x). Soit X une

variable aléatoire sur (£2,G) appartenant & L'(v). Soit une o —algébre H cG.

Alors,
EIX|H]-EI[f|H]=E,[fX|H] (4.15)



Corollaire 4.12 Supposons que G e L'(Q). Alors,

E[Z,G|F]

E[GIFR]=—"
t

(4.16)

Le résultat suivant donne une relation utile entre la dérivée de Malliavin et I’intégrale

de Skohorod.

Théoréme 4.13 Soit u(s,®) un processus stochastique tel que
T
E[ jo (s, ) ds] < +oo. (4.17)
Supposons de plus, que u, € D,, pour tout s<[0,T], que D,ue Dom(s) pour tout
te[0,T] et que

E[ jOT (5(Dw))’ dt] < +oo. (4.18)
Alors, IOT u(s,w) oW, e D, , et

D, ( [ u(s.) avvs) = [T Du(s, @)W, +u(t, o) (4.19)

Preuve : Supposons d’abord que u est de la forme
u(s,w) =1,(f,(s)),
ou f, (t,...,t,,s) est symétrique par rapport aux variables t,,...,t.. Alors,
[ u(s.w)ow, =1,,,[f,],

ou

f (XX )—i[f %)+t T (% 00)]

n 177" P4l n+1 n\’ 71 n\n4l
désigne la symétrisation de f, comme fonction a n+1 variables. Par conséquent,

D, (I()Tu(s,a))é\Ns) —(+ D) 1[0, (4.20)

ou

1?n (1) = n—il[fn(t,-, X)+-+ f. (6, x,)+ f,( )] (4.21)



En effet, comme f_ est symétrique par rapport a ses n premiéres variables, on peut

choisir t comme étant la premiere dans les n premiers termes du membre droit. En

combinant (4.20) avec (4.21), on obtient alors que
D ([} UG @)W, | = 1[F,(tx) oo Ty (o) + (DL (422)
D’autre part,
5(DW) = [ Du(s, @) oW, = [ nl, ,[f,(.t. oW, =n1,[f,(.t)],  (4.23)
ou

A

fn(xl""’ Xn—l’t’ Xn) = %[ fn (t'.' Xl) teeet fn(t' g Xn)] (424)

est la symétrisation de f (x,...,x,,,t,Xx,) par rapport aux variables x,...,Xx, . Les

n

relations (4.23) et (4.24) impliquent alors que
[ DU(s,@) W, = 1,[F, (- %)+ F, ()] (4.25)

On obtient (4.19) en comparant (4.25) et (4.22).

Dans le cas général, i.e. quand
us, = iln[fn(-,s)],
h-0
définissons pour m>1,
u,(s,o) = i 1.[f.(9)] (4.26)
h=0

Alors, ce qui précede implique que pour tout m, on a
D,(6(u,))=8(Dy,) +u, (t). (4.27)

La relation (4.23) montre que la relation (4.18) est équivalent a dire que

T 241252t (717 ¢t
E[j0 (5(Du)) dt]_gn n.jo ] -
" 2 (4.28)
=Y n’nl|f, < +oo,
o (E(LA )
comme D,u e Dom(d). Donc,
|6(Du,,) —5 (DY) = i n?ni| [ — 0 quand m —> +oo. (4.29)
tm 2 (0T x2) S~ e oy ' '

Par conséquent, la relation (4.27) implique que

D, (8(u,)) = 5(u,) +u(t) dans L*([0,T]x£2) quand m — +o. (4.30)



Or, d’apres (4.21) et (4.24), on a
M+ f () =nf(t)+f.(.1)
et ainsi

2n! )
2qoTT™h + m” n|||_2 7T

~

2 2n°n!
<

n+1)! <
( ) LZ([O,T]HH) n+1

f,

n

Donc,

~ 12
fy

EL(S(U,)-5u)) 1= i (n+1)!

n=m+1

, . —0quand m—+w.  (4.31)
Lo

Les relations (4.30) et (4.31) impliquent que 6(u) e D,, et que
D, (6(u)) =5(Du) +u(t).

U
Corollaire 4.14 Soit u(s,w) comme dans le théoreme 4.13. Si de plus, u est

F —adapté, alors

D,([ u(s,w)dW,) = [ Du(s, @) dW, +u(t, ). (4.32)

Lemme 4.15 Soient F et & comme dans le théoréme 4.9 et soient Q et Z, comme

dans (4.9) et (4.10). Alors,
D,(Z,F)=Z, [DtF —F {e(t, o)+ j: D,6(s, w) dW, }} (4.33)

Preuve : D’apres la formule de dérivation des fonctions composés, on a, en utilisant

le corollaire 4.14
D.(Z,) =2, {—Dt (jOT 0(s, ) dWs)—%Dt (jOT 0% (s, ) ds)}
_7. {— [ DO, 0) W, - 6(t,0) - [ 6(s,) DH(sW) ds}

_7, {— [ Do(s @)W, - H(t,a))}.

Preuve du théoreme 4.9 : Supposons les hypotheses (4.11) a (4.13) vérifiées et
posons

Y, =E,[F|F] (4.34)

et



A=Z7= exp{ [ 0(s.0)aw, +% j;@z(s,a))ds}. (4.35)

Remarquons que
t - 1 et
A =exp { joe(s,w) AW, - jo 02(s,a))ds}. (4.36)

Le corollaire 4.12, le théoreme 4.8 et le corollaire 4.7 impliquent que
Y, = AE[Z,F |F]
.
:AI{E[E[ZTF F1]+ [ E[DEIZFIR]] FS]dWS}

(4.37)
.y {E[zT F1+ [ E[D,(Z,F)| FS]dWS}
=AU,
La relation (4.36) et la formule d’1t6 impliquent alors que
dA, = ABdW.. (4.38)

En combinant les relations (4.37), (4.38) et (4.33) on obtient
dY, = A -E[D,(Z,F) | F]dW, + A8U, dW, + AGE[D,(Z,F) | F,JaW,dW,
= AE[D(ZF)|F]JdW, +6Y,dW,

- A{E[Z,DF) | F]-E[Z,F6,| ]~ E[Z,F | DOAW, | F.]{dV, + 6YW.
Donc,

- ) )
dy, = {EQ[DtF | F1-Eq[F6, | F1-Eq[F [ DOAW, | Ft]}th +OEq[F [ F]dW,
(4.39)

E, [(DtF —F Dtesd\/\75)| Ft}dvvt.
Comme
Y, =E,[F|F,]=F
et
Y, = Ey[F | Fyl = Eo[F]

le théoréme 4.9 suit de la relation (4.39). Les conditions (4.11) a (4.13) sont

nécessaires pour donner un sens aux calculs ci-dessus.
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5. Application aux mathématiques financieres

Dans ce parageraphe, on montre comment la formule de Clark-Ocone généralisée peut
étre utilisée dans 1’analyse de portefeuilles.

Commencons par rappeler quelques concepts fondamentaux.

Définition 5.1 a) Un marché est un processus stochastique (n+21)—dimensionnel
F —adapté X, =(Xy(t), X,(t),..., X, (t));t€[0,T] déterminé par les équations
différentielles stochastiques
dX,(t) = p, X, (t)dt; X,(0) =1 (5.2)
et
dX, (t) = i (t, w)dt + o; (t, @)dW, ; X, (0) = X.. (5.2)
b) Un portefeuille dans le marche {X(t)}_,r, est un processus stochastique
(n+1) — dimensionnel (t,®)—mesurable et F —adapté
O(t, w) =(6,(t, ), 6,(t, w),...,0,(t, w)); t[0,T]. (5.3

c) La valeur au temps t du portefeuille 6(t) est définie par
V(t,w) =V (t,w) =0(t)- X (t) = > 6,1)X(1), (5.4)
i=0

ol on anoté - le produit intérieur dans R™* .

Supposons qu’on a le choix entre deux investissements :

a) Un investissement str (par exemple, un bon), dont le prix suit 1’équation
différentielle

dA = p/Adt. (5.5)

b) Un investissement risqué (par exemple, un titre), dont le prix suit 1’équation
différentielle

dS, = 1S, dt + o, S,dW,. (5.6)

Ici p, = pt, ), 1, = u(t,w) et o, =o(t,w) sont des processus F —adaptés. Dans la

suite nous n’allons pas préciser les hypothéses de travail, mais simplement admettre

que tous les processus sont suffisamment réguliers pour que tout soit bien défini.

11



Définition 5.2 Notons & =£(t,®) et n, =n(t,®) le nombre d’unités investies dans
linvestissement sir respectivement risqué. Alors, la valeur V,=V(t,w) du
portefeuille (&,7,) est la variable aléatoire définie par

V.= A+1 S, (5.7)
On dit que le portefeuille (&,,7,) est auto-financant si

dV, =& dA +7,dS,. (5.8)

Nous supposons a partir de maintenant que (&,,7,) est auto-finangant. Alors,

& = /) (5.9)
A
et
dV, = p, (Vt — 1S, ) dt +7,dS,. (5.10)
Alors, d’apres (5.6) cela peut s’écrire
dV, =[pV, + (1 — p) 1S, ]dt + o7, S,AW,. (5.11)

Supposons qu’on veut trouver un portefeuille (&,7,) qui admet une valeur donnée
V(T,w)=F(w) p.s. (5.12)

a un instant futur donné (déterministe) T, ou la valeur donnée F(w) est

F, —mesurable. On se pose alors les questions suivantes :

Quelle fortune initiale V, et quel portefeuille (&,7,) faut-il utiliser ? Est-ce que V, et

(&.,m,) sontuniques ?

Ce type de question joue un role dans la détermination du prix des options. Par

exemple, dans le modele classique de Black-Scholes, on a

F(w)=(S(t,o)-K)", (5.13)
ou K désigne le prix a terme. V, est alors le prix de ’option.
La relation (5.9) indique qu’on peut aussi bien prendre (V,,7,) comme processus
F, —adapté inconnu. Si I’on adopte ce point de vue, alors les relations (5.11) et (5.12)

constituent une equation différentielle stochastique rétrograde : La valeur finale

V(T,w) est donnée et on cherche la valeur de (V,,7,) pour 0<t<T. Comme le

12



processus V, est F,—adapté, V, est F,—mesurable, donc une constante. La théorie

générale des équations différentielles stochastiques rétrogrades implique que
I’équation (5.11), (5.12) admet une solution unique sous des conditions appropriées

sur F,p, et o. Elle ne donne par contre aucun renseignement comment trouver

cette solution explicitement. Cela peut se faire en utilisant la formule de Clark-Ocone
généralisée. En effet, soit le processus stochastique

0, = 0(t,w) =42 (5.14)

Oy

SiI’on pose
W, = [ 6, ds+W,, (5.15)
alors \/\7t est un processus de Wiener par rapport a la probabilité Q définie en (4.9).

(5.11) devient alors

adV, =[pV, + (4 — p)m.S,]dt + O-tntstdvvt - O-tntsto-til(lut - p)dt

ie.
dV, = pV.dt + 5,7,S,dW,. (5.16)
Soit le processus
U, —e bty (5.17)
Alors,
du, = e’ﬁpsdsatntstdvvt. (5.18)
Par conséquent ,
VRV ()Te’f;”sdsatntstdvvt. (5.19)
En appliquant la formule de Clark-Ocone généralisée a la variable aléatoire
()= U E (), (5.20)
on obtient
G(w) = Eg[G]+ EQ[(DtG -6 DtH(s,a))dVVs) | F.]dvi,. (5.21)

Par unicité, les relations (5.19) et (5.21) impliquent que
Vo = E,[G] (5.22)

et que I’investissement risqué au temps t requis est
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7 = efof’s"sggls;lEQ [( DG-G LT D6, dvvs) |F.]. (5.23)

Exemple 5.3 : Supposons que po(t,w) =p, u(t,w)=u et o(t,w)=0c#0 sont des

constantes. Alors,
ot,w)=6= HZP
O

est également constante, donc D,0 =0. Ainsi, d’apres (5.23),
= ep(I_T)U_lst_lEQ[DtF | Ft]'
Si, par exemple F(w)=exp(aW;), alors la formule de dérivation des fonctions
composées implique que
= ep(t_T)U_lSt_lEQ [aexp(aW; )| F]

(5.24)
=’ Da oS 'Z'E[Z; exp(aW;) | F].

Remarquons que
Z. exp(aW; ) = M, exp 6 (o — H)ZTJ,
ol M, =exp{(a—O)W, —1 (a—0)*t} est une martingale. Avec ces notations
17, =€’ Dac™'S'Z "M, exp G (a—0)T j

=e’" Voo exp{(a—- o)W, + (% o+ %6’2 —ut +%(a —0)*(T -t).

Exemple 5.4 (La formule de Black et Scholes) : Reprenons I’exemple ci-dessus,

c’est-a-dire, soit
ot,w)=6= HZP
O

constant et par conséquent
n =e" oS E [DF | F 1. (5.25)
Cette fois-ci, on veut utiliser cette formule pour déterminer la valeur d’une option

européenne, qui donne le droit (mais pas 1’obligation), d’acheter le titre de valeur

S(T,w) aun prix K fixé en avance. Par conséquent, si S(T,w) > K le possesseur de
I’option fait un gain de S(t,w)—K etsi S(T,®») <K, le possesseur de 1’option ne va
pas acheter le titre, donc son gain est 0. La valeur de I’option est donc
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F(w)=(S(T,w)-K)",
On peut donc écrire
F(w) =T (S(t,@)),
avec

f(x)=(x-K)".

(5.26)

(5.27)

(5.28)

La fonction f n’est pas différentiable en x = K, ainsi on ne peut pas utiliser la formule

de derivation des fonctions composées pour calculer D,G. On peut par contre

apporcher f par des fonctions f_ de classe C* ayant la propriété

f (x)=f(x) pour |x—K|2%

et
0< f/(x)<1 pour tout X .
Posons
F.(w)=f, (S(T,a))).
Alors,

D.F(w) = nlirpm D\F (@) = Xk (S(T, @) ) DS(T, )
= ik (S(T,@))-S(T, @) -c
Par conséquent, il suit de (5.25) que
1 =" USTEGIS: - ik (ST | R
En tenant compte de la propriété de Markov du processus S, , cela est égal a
n =" ISTES[S, ik Ser )]s
ou EJ désigne I’espérance sachant que S; =y. Comme

dS, = uS,dt + oS,dW,
= (u—00)Sdt + S,dW,
= pSdt + ¢S,dW,,

ona
1 2 o
S, = Soexp((p—za )t+th)

et donc

Th = ep(t_T)St_lE ’ [YT—tZ[K,+oo[ (Yr_, )]y:St,

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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ou
Y, =, exp((p—%az)t+0'Wtj. (5.36)

Comme la loi de probabilité de W, est bien connue, on peut exprimer la solution de

1’équation (5.35) en fonction de S, et de la densité de la loi normale.

Dans ce modéle 7, représente le nombre d’unités qu’il faut investir dans
I’investissement  risqué aux temps t<T pour étre sir de d’obtenir

F(a))z(S(T,co)—K)+ au temps T. La constante V, représente la fortune initiale

necessaire pour cela. Ainsi, V, est la fortune initiale unique qui permet de réaliser un
portefeuille auto-financant avec la méme valeur au temps T que l’option. C’est
pourquoi V, est appelé le bon prix pour une telle option.
D’apres (5.22),

V, = EQT[e"’tF(a))] =eTE[(S; —K)] (5.37)
=e  E[(Y; -K)"]

ce qu’on peut également exprimer en fonction de la densité de la loi normale.
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