Le calcul des variations stochastique

1. La décomposition en chaos de Wiener

Soit W, =W (t,w); t>0,w 2 un processus de Wiener standard sur un espace
probabilisé («£2,F ,P). Pour t>0, designons par F, la c-algebre engendree par

{W(s,:);0<s<t}. Fixons T >0.

Définition 1.1 Une fonction g:[0,T]" — R est appelée symétrique si
I(Xy s X, ) = 9Ky s X,) (1.2
pour toutes les permutations o de (1,2,...,n). Si de plus

”g”iz([o,ﬂ") = J.[O,T]" 9° (Xgyeers X ) Oy X, < 00 (1.2)

on dit que la fonction g appartient d I’espace 2([0,T]") des fontions symétriques sur

[0,T]" de carré intégrable.

Soit, pour n>1,

S, ={(%,..,x,)e€[0,T];;0<x, <---<x, <T} (1.3)
Alors, I’ensemble S, remplit un L de I’ensemble n-dimensionnel [0, T]". Par

conséquent, si g e L*([0,TT"), alors

2

916 orpy =11, 0% O ), =ntglf (1.4)

Définition 1.2 Si f est une fonction réelle quelleconque, alors la symétrisation f de f

est la fonction définie par

f(xl,...,xn):%Zf(xq,...,xan) (1.5)

ou la somme est prise sur toutes les permutations toutes les permutations o de
12,...,n).



Exemple 1.3 Soit la fonction f définie par
f (X, %,) = X2 + X, Sin X, .

Alors,

z 1 . .
f(x,x%,)= E[Xlz + X5 + X, SiN X, + X, SiN X, ].

Définition 1.4 Si f est une fonction déterministe appartenant a L*(S,), alors on

appelle intégrale d’Ité multiple J (f) la variable aléatoire définie par

(=] jotjot(jot f(tl,...,tn)thl)thz AW, (L.6)

Remarquons que cette définition a un sens, parce qu’a chaque intégration par rapport

a dwW,, DPintégrand est F, -adapté et de carré intégrable par rapport a
dP xdt,1<i<n.
De plus, en appliquant I’isométric d’I1td de facon répétée, on obtient pour toute

fonction h dans L*(S,)

E[J%(h)]= E[{LT (j;j; h(t,,....t,) dW, --.th“)thn ﬂ

K E{(J:J.; h(t,,...,t,) AW, -~-th“)Tdtn (L7

T rty t
=...=IO J.o mJ.o hz(tl’""tn)dtl”'dtn :”h”iz(sn)'

De méme, si g € L’(S,,) et he’(S,), avec m<n, alors
T Sm Sy
03 (03,01 | {[] ([ [} 05 s, 0w, Jaw, |
T(rSm ty
{jo ) h(tl,...,tnm,sl,...,sm)thl---dWSml)dWSmﬂ
T Sm Sy d d
:.[0 EI:{-[O ”'.[o g(Sl,...,sm_l,sm) Wsl.” Wsml} (1.8)

{(joj; N(tyy ey Sy S) AW, ---dWSml)ﬂdsm

[ E[g(sl,...,sm)josl---ﬁzh(q,...,tn_m,sl,...,sm)thl---thnm}dslmdsm
=0,

comme I’espérance d’une intégrale stochastique est nulle.



En résumé, on a donc

0 sin=m
EDL@%M1=1 (g sin=m (L9)
ou
(0., = [ 90 X ) ROy X, ) A X, (1.10)

désigne le produit intérieur de L*(S,).
Remarquons que (1.9) est valable méme pour n=0 ou m=0, a condition de poser

J,(9) =9 et (g, h)LZ(S )= gh pour toutes fonctions constantes g et h.

Définition 1.5 Pour g e [*([0,T]"), définissons la variable aléatoire | _(g) par

1,(9):=

[Ty

9(t....t,) AW, ---dW, =ntJ, (g). (1.11)

Alors, pour toute fonction g ﬁz([O,T]”),

2 2
ENZ(@)] = ENn 32 =02l =l oy (112)
Rappelons que les polyndmes d’Hermite h, sont définies pour tout entier n par

1,2 d"

h,(X) = (-1)"e” — (") (1.13)
dx

Itd a montré en 1951 que, pour toute fonction g € L*([0,T]), on a

a7 g(t)a(t) - a(t,) dw, --dw, =[g|f h,(4), (1.14)

ou

.
||g||:||g||L2([O,T]) et 0:.[0 g(t) dw..

Rappelons le théoréme de représentation d’It6 :

Théoréme 1.6 Pour toute fonction F e L*(£2) qui est F, -mesurable, il existe un

processus F, -adapté unique o(t, ) tel que ||¢|. . <|F|

*(2) *(2) et

F(w) = E[F]+J.OT o(t, @) dW,. (1.15)



Théoreme 1.7 La décomposition en chaos de Wiener-1td (Wiener 1938, 1t6 1951)

Soit ¢ une variable aléatoire F, -mesurable appartenant a l’espace 1*(£2) . Alors, il

existe une suite unique (f,),., de fonctions déterministes f e 2([0,TT") tel que

n>0

o(@) = 1,(1,). (116)

De plus, on a l'isométrie suivante

||(0||i2(.0) - ;n '” s ||2|:2([0,T]“) ' (1.17)

Preuve :

D’apres le théoréme de représentation d’Itd, il existe un processus stochastique F, -

adapté ¢, (t, ), 0<t <T dans L*([0,T]) tel que

p(@) =Elpl+ [ oyt )dW, . (118)

Posons
9, = Elol. (1.19)
En appliquant pour presque tout t, <T le théoréme de représentation d’Ité6 pour la

fonction ¢,(t,®w), on montre qu’il existe un processus F, -adapté

o, (.1, ), 0<t, <t dans L*([0,T]) tel que

p(t, @) = Elp ()] + [ 0,6 b, 0) AW, (1.20)
En substituant (1.20) dans (1.18), on obtient
@) =00+ [ 6t @)W, + [ [*,(t.t, 0)dW, W, (1.21)
ou
0,(t) = Elpy (1] (122)

De plus, I’'isométrie d’Ito et le théoreme 1.6 impliquent que

E B jOT [ @t t, o)W, dw, ﬂ _ IOT [ Elp2 (.t o)ldudt, <[off, . (1.23)

En itérant cette procédure, on obtient, apres n étapes, un processus

Pttt L, @);0<t <t, <---<t  <T et n+1 fonctions déterministes

Jy,9;,---,0, OU g, €S, pour tout k tels que



P(0) =Y 3 () + [, . dWE, (1.24)
k=0 n+1
ou
e T t
-[Sm P dw e = J.O _[0 " 'J.O ¢n+l(t11 atn+1! (()) th1 a 'th,, :

De plus,

2
E {{I 5, Lo AW ®M} } <[l (1.25)

Donc, la famille

.- ®(n+1) .
l//n+l T _L ¢n+l dW ’ ' nz 1
n+1

est bornée dans L?(«2) et pour tout entier k inférieur & n et toute fonction

f. e *([0,T]9),

Wha1r I (F)) 2 ) =0 (1.26)
Par conséquent,
ol = Z{;IIJk(gk)lliz(Q) 2 . (1.27)
=

En particulier, la série ZJk(gk) est absolument convergente dans L?(£2). Ainsi, la
j=0

limite w = limy, , existe et appartienta L*(£2). Or, d’aprés (1.26), on a
W, 3 (1)) =0 VK, Vi, € ([0,TTF). (1.28)
Ainsi, la relation (1.14) implique que

E[hk () l//} —0, pour tout g € L2([0,T]), vk >0, (1.29)

ou ||g||:||g||L2([OVTD et 6’:.[; g(t)dw,. Comme les ployndmes d’Hermite constituent

une base de 1’espace des polyndmes, ceci prouve que
E[6*w]=0, Vk >0

et donc

+00

1
E[exp6-y]=> mE[ek-:,//]=o.
k=0 ™=

Or, la famille {exp@; g € L*([0, T])} est dense dans L*(£2) . Par conséquent y = 0.

Ainsi,



P(0) =3 3,(0) (1.30)

et

(1.31)

+00
||(p iz(g) = Z(;”‘]k(gk) E(Q)'
f

Les fonctions g, ainsi obtenues sont seulement définies sur S,, mais on peut les
prolonger sur [0, T]*, en posant

0 (t,....,t )=0si (t,...,t ) e[0,T]\S,. (1.32)
Considérons les fonctions f, = g, . Alors,

Ik(fk) = n!‘]k(fk) :n!Jk(Gk) :‘]k(gk)
et le résultat suit alors des relations (1.30) et (1.31).

O

Exemple 1.8 Quelle est la décomposition en chaos de Wiener de la variable aléatoire
o(0) =W?(T,w)? Laformule (1.14), appliquée a la fonction g =1 donne

T oty W
2.‘.0 Io dWHthz =T hZ(TTL) :WZ(T)—T

et par conséquent,

WAT) =T +2J,) =T +1,(2).

2. L’intégrale de Skohorod

Soit u(t,w), w € 2,t €[0,T]un processus stochastique (t, ) -mesurable tel que
u(t,) est F-mesurable pour toutt [0, T] (2.1)
et
E[u®(t,w)] < +oo pour tout t [0, T]. (2.2)
Pour tout t dans [0,T], on peut alors appliquer le théoreme de décomposition en

chaos de Wiener & la variable aléatoire @ — u(t,w) et obtenir des fonctions

fo (L t,) € C(R") telles que



U(t,a)) = Zln(fnt()) (23)
n=0
Comme les fonctions f, (-) dépendent du parametre t, on peut écrire

foi(tnt) = fL (b, 1, 0). (2.4)

Ainsi, on regarde f, comme fonction des n+1 variables t,...,t,,t. Comme cette

1t

fonction est symétrique par rapport a ses n premieres variables, sa symétrisation f

est donnee par
f (t'l " n+1) =
(2.5)
n4+ l[f (ti " n+1)+ -+ f (tl " |l' |+1’ " n+1't)+ -+ f (tZ! " n+1’ l)]

Exemple 2.1 Soit la fonction f,, definie par

fo (tt) = f,(t,t,,1) = %[Z{tl«tz} + Z{t2<t<t1}]-

Alors, la symétrisation fz(q,tz,t3) de f, estdonnée par

f (Lt ) = —|: (Z{t1<t3<t2} Z{tz<t3<t1}) + %(l{t1<tz<t3} + Z{t3<tz<t1})

1
+ E (Z{tz et} T Xta<t, <t} )}

Cette somme vaut ¢, sauf sur I’ensemble ou plusieurs des variables coincident. Or,

cet ensemble est de mesure nulle, donc

fz(tlitwts) =% PS

Définition 2.2 Soit u(t,w) est un processus stochastique vérifiant les relations (2.1)

et (2.2), dont la décomposition en chaos de Wiener est
u(t,a)) :zln(fn,t('1t))' (26)
n=0
Alors, l'intégrale de Skohorod de u est la variable aléatoire

5= [ ut. @)W, = 3 1,..(F). 27)

ou f est la symétrisation de la fonction f, (t,..

n

t) comme fonction aux n+1

1n1

variables t,,...,t

n l



Définition 2.3 On dit que le processus u est intégrable au sens de Skohorod et on
note ue Dom(s) si la série (2.7) converge dans L*(£2). D apreés (1.17), ceci arrive

si et seulement si

~ 12
f

n

E[5W1] =3 (n+1)! 2.8)

LZ ([O,T ]n+l)

Exemple 2.4 Calculons I’intégrale de Skohorod J.OTW(T,a)) oW, .
Ici u(t,w)=W(T,w) = J‘OT 1dW, , donc f, =0, f,=1 etf =0 pour tout n > 2. Donc,

~ T ety T 2
su)=1L(f)=1,Q) zzjo jo dw, dw, :2]0 W, dW, =W*(T, @) -T.
Remarquons que W (T,®) ne dépend pas de t, et pourtant

IJW(T,w)éVVt¢W(T,w)IJé\Nt.

L’intégrale de Skohorod est en fait une extension de I’intégrale d’It6. Plus

précisément, les deux intégrales coincident si u(t,) est F, -adapté. Pour déemontrer

cela, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.5 Soit u(t,w) un processus stochastique vérifiant les relations (2.1) et

(2.2) dont la décomposition en chaos de Wiener est
U(t, 0)) = z In ( fn,t (1t))
n=0

Alors, le processus u(t,) est F, -adapté si et seulement si

f.(t,...,t,,t)=0 p.s. pour t <maxt;. (2.9)

I<i<n
Preuve : Remarquons d’abord, que pour toute fonction g € L*([0,T]"), on a
E[l,(9) IR 1=n!E[J,(9)| R ]
T (¢t t,
=n!EUO {jo SN ,...,tn)dwtl-udwtn1}dwtn | Ft}

= nljot{j;jo‘ g(t,,... t,) AW, ---th“}thn (2.10)

= n!\]n (g(ty---itn))({maxtid})
=1, (g(tl,---,tn)l{maxtid})'



Par conséquent,

u(t,®) est F,-adapté < E[u(t,) | F,]1=u(t, )

& S ElL(LGOIRI= X L1,

(1)

= Jf: In ( fn (’t) Z{maxti<t}) = i In( fn (’t))

= fn(tl' " n't) Z{maxt<t} f (tl

par unicité de la déecomposition en chaos de Wiener.

Théoréme 2.6 Soit u(t,w) un processus stochastique vérifiant
T2
E[ [Ju (t,a))dt}<+oo
et tel que u(t,) est F, -adapté. Alors, u e Dom(d) et

[[ utt,0) oW, = [ u(t, ) dw,

L.t p.s.

(2.11)

(2.12)

Preuve : Remarquons d’abord que la relation (2.5) et le lemme 2.5 impliquent que

f (ti b n’ n+l)_ ':f (t'l jl' J+1""'tj):|’

ou

tJ = maxt
I<i<n+1

Donc, le lemme 2.5 implique que
=+ E 0 Xy A

_(n+1)! £2 '
(n+1) J‘+ (Xl’ " n+1)dxl n

n+1I ” J.XZf (Xyy ey X, ) Xy -
n+1.[ j.[ Ixzf (Xl! 3 n,t)dX

n+1I ” G )

~ 12

n 12 ([O’T]n-v-l)

Lz([OT])

Ainsi, d’apres (1.17),

-dx dt

-dx, dt

(2.13)



Z(n+1)I

Moy )_; I_[ ”f ( t)

= jo [Zn!” £, G0 ([O’T]H)Jdt (2.14)
—E UOT u?(t, ) dt] < 400,

(o1 )

Cela montre que ue Dom(5). La relation (2.12) suit d’une nouvelle application de

(2.13) :

ju(ta))dw Zj (f,(,1))d

_ iﬂ{n' [ fet.naw, ~--thn}th
n=0

0<t <<t <ty,y

=93] I TTCREA Y B AR A LI R
n=0

0Lty <o <ty <ty 4y

=S (n+ D13, (F,)
=+Z.O|n+l( 1?n)

= [ u(t,w)ow,.
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