Calcul stochastique

1. Rappels

1.1 Espace probabilisé

Définition 1.1: Un espace probabilis¢é (Q,F ,P) est un espace mesurable

(Q, F ) muni d’une mesure de probabilité P.

Définition 1.2 : On appelle filtration toute famille croissante (F,),_, de sous-tribus de

F . Le quadruplet (Q,F ,(F,),. ,P) estappelé espace probabilisé filtre.

Deéfinition 1.3 : Soit (2, F ,(F,),,,P) un espace probabilisé¢ filtré. Un processus
stochastique (x,),. est dit adapté a la filtration (F,),_, si pour tout t dans I, la

variable aléatoire x, est F, - mesurable.

1.2 Espérance conditionelle

Définition 1.4 : Soit X une variable aléatoire de L*(Q, F ,P). On appelle espérance

conditionnelle de X par rapport a une sous-tribu B de F et on note E[X/B] la

projection orthogonale de X sur L*(Q,B , P).

Proposition 1.5 : L espérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes :
1) SiCcB cF , EE[X/B]/C =E[X/C]

2) E E[X/B] =E(X)

3) SiYel?(Q,B,P), alors E XY/B =YE X/B



1.3 Processus de Wiener

Définition 1.6 : Soit (Q,F ,(F,),,,P) un espace probabilisé filtré. On appelle

F, - processus de Wiener (ou mouvement brownien) de matrice de covariance Q tout

processus (W,),., F,-adapte qui vérifie

1) W,=0

2) Vsitel avec s<t, W,—W, est un vecteur gaussien de loi normale
N(0,(t —s)Q) indépendant de F, .

3) La fonction t—W,(w) est p.s. continue.

Lorsque Q =1, on parle d’un processus de Wiener standard.

Proposition 1.7 : Soit (W,),_, un F, -processus de Wiener. Alors,
1) E(W,)=0, Vtel
2) EWW)=(sAt)Q

3) Ses trajectoires sont localement hélderiennes d’ordre 1/12— ¢,V e €]0,1/ 2]

Théoreme 1.8 : Soit O0=t,<t <---<t, =T wune subdivision de [0,T], avec

Anszx(tm—tk) et soit (W),qo7; Un F,-processus de Wiener standard de

dimension 1. Si A, tend vers 0O, alors

n-1
D W, —W,)? —>tdans L*(Q,F ,P)
k=0

2. Intégrale stochastique

Soit (©2,F ,(F,),qor;» P) un espace probabilisé filtré et (W), 4o, un F, -processus

de Wiener. On construit I’intégrale stochastique d’Itd dans le cas scalaire, le cas

vectoriel s’en déduit de fagon évidente.



2.1 Classe d’intégrands

Définition 2.1 : On désigne par L2 ([0,T]) I’espace des processus stochastiques
{p,,t €[0, T]} tels que

1) (t,w) > ¢,(w) est mesurable de [0,T]xQ—> R

2) Vtel[0,T], ¢, est F,-mesurable

3) J.OT @7 dt <+ p.s.

On désigne par M? ([0,T]) le sous-espace de L2 ([0,T]) des processus

{0t [0, T} tels que E[ [t dt:l< +o0,

M? ([0, T]) est alors un espace de Hilbert complet pour le produit scalaire

)
<oy >= E[focot v, dt} -

Définition 2.2 : On désigne par E; 1’espace des processus en escalier de la forme

n-1
P = 2 P Xt (D),
k=0

ou O=t,<t <---<t, =T et ou pour tout k, @, est une variable aléatoire

F, - mesurable borneée.

Théoréme 2.3 : L espace E, est dense dans M? ([0, T]).

2.2 Intégrale des processus élémentaires

Définition 2.4 : On appelle processus élémentaire tout processus (o,)4r; de 12
forme

P (@) = p(®) 157 (1),
ou p estune variable aléatoire F, - mesurable bornée.

L’intégrale stochastique d’It6 d’un processus élémentaire est alors le processus

stochastique défini pour tout t dans [0, T] par

t
J.Ops dWs = p(\N[vﬁ _Wa)-



Proposition 2.5: Soient p, =p () et pf=p" y, () deux processus

élémentaires. Si 0<s<t<T, ona

1) E[j:pu dw, / Fs}zo

t t t
2) EU P, AW, [ o AW, / FJ: EU o, plLdul Fs}
Preuve :

e [J:Pu qu:l =E"™ p(W,—W,,) =E" (E " p(Wep = Wo,p) )’ carF,c kg,
=E " (p E o Vvtvcg _WSVQ )
=E " (p E Vvtvcg _WSVH
=0.

Pour montrer la deuxiéme relation, on suppose que <’ <t. Alors,

t t
[ P dW, [ o1 dW, = pp'(W, =W, , )W, — W, ,,)
= pp'(vvt _WVH')(VVt _W +Wv9’ _WSVH)

S sve' S

), car W, —W,

své

est indépendant de F_,

= pp, (Vvt _WSVH’)Z +(W vo' _WSVG)(VVI _WSVH’) .

S

Par conséquent,

E|:J-: Pu qu J-:pl'J qu / Fs:| =E i E For pp, (\Nt _stﬁ’)z +(st6" _stﬁ)(vvt _sta') )

S

-E" (pp'(E P (W, —W3v9')2 + (W, W, )E P W, —W,

t t
Si par contre t< &', alorSJ.,ol'j dw, = J-p[“oudu =0 et 1’égalité est satisfaite.

svo'

)



2.3 Intégrale des fonctions en escalier

Cela nous permet de définir I’intégrale stochastique pour les fonctions de E; .

Definition 26 : Soit ¢@eE; un processus en escalier de la forme

n-1

P = Z% X, 1., () - On pose alors,
k=0

n-1

.[(: Py dWU = Z(Dk (Vvtmvt _Vvtk\/t)'

k=0

2.4 Intégrale des processus de M2 ([0, T])

Comme, I’espace E, est dense dans M? ([0,T]), on peut approcher chaque processus
dans MZ ([0,T]) par une suite de fonctions en escalier. On définit alors 1’intégrale

stochastique d’un processus de MZ ([0,T]) par la limite de la suite des intégrales

stochastiques des fonctions en escalier correspondantes.

2.5 Intégrale des processus de L% ([0,T])

Définition 2.7 : On appelle F, -temps d’arrét toute variable aléatoire 7z a valeurs

dans R, telle que pour tout réel t positif,

(r<t) eF,.

Soit un processus ¢ e L; ([0,T]). On définit pour tout entier n le temps d’arrét 7, par

. t gt
o ()= ST ] @} (@)du=n}si | i(@)duzn
T sinon.

Alors, (7,),., st une suite croissante de temps d’arrét et pour tout n

Do =P Xpo. € Mg ([0,T]).



Définition 2.8 : Soit un processus ¢ eL: ([0,T]). On définit son intégrale

stochastique par

[ o, aw, = tim [ ol aw,.

N—>+0

Proposition 2.9 : Soient deux processus ¢,y € L% ([0,T]). Si 0<s<t<T, ona

t
1) E[L% dw, / FS} =0

2) E[ [Lo.aw, [, dw,/ FS} _ E[ [{puw, dul FS}

En particulier, on a l'isométrie d’Ito

E[(J}pu aw, ﬂ = E[ [o? du}

3. Formule d’Ito
Soit (€, F ,(F,)..0, P) un espace probabilisé filtré et W, un F, - processus de Wiener.

Définition 3.1 : On appelle processus d’Itd ou intégrale stochastique un processus

stochastique x, de la forme
t t
X, = X, +J0 K, ds+J'OHS dw,,
ou X, est une variable aléatoire F,-mesurable et K, respectivement H, sont des

T T 2
processus F, -adaptés tels que _[0 |K,|ds < +o0 et jo |H,|"ds < +0.

Théoréme 3.2 : La décomposition d'un processus d’Ito est unique. Si ’'on a
t t t t
X =X+ [ K, ds+ [ H dW, =+ [ Kids+ | H;dw,,

alors x, =x} p.s., K,=K! p.s. et H,=H.p.s.



Theoreme 3.3 (formule d’Itd) : Soit x, un processus d’Ité réel, defini par
X, = X, +J; K, ds+_[(:HS dW,

et soit g une fonction de C?([0,T]x R). Alors le processus y, = g(t,x,) est également

un processus d’lto et

ag(tx)olt ag(tx)o|x - g(tx)d(xx>t,

ol (X, X), =£ HZds.

Preuve : Remarquons qu’il s’agit de montrer que
t( &g o9 1. .,,0%g
t,X,)=0(0,%)+ | | =(5,%x;) + K.—=(S,X,)+=H: —-(s,X,) |ds
9(t,x) = 9(0.%) jo[as( )+ K (8, x) + 2 HEZ 2 (5,%)

+f H 296X g
0 S ax S

On peut supposer que les fonctions g,gtg ’E}g et —- & g

5 sont bornées, puisque dans le
X

cas contraire on peut obtenir le cas général en approchant g par une suite de fonctions
: a9, 0O

(9,),s0 telle que pour tout n les fonctions g,, st“ , ag”

- X

convergent uniformément sur tout sous-ensemble compact de [0, T]xR

gn

et sont bornées et

respectivement vers g,g—g,a—g et — o'g

t'ox o ox?

H, et K, sont des processus élémentaires.

De plus, on peut supposer que les processus

En utilisant la formule de Taylor, on obtient alors que

g(t,xt):g(O,xO)+Z%g(tj,xtj)Atj +y g(t X, ) AX; + 228 g(t X)) (AL)?

i J

DX g(t X,) (AL )(AX,) + = ZZT?GVXTJ)(AX,WZRV

N 2 2 .
o Aty =t —t;,AX; =X,  —X etR, :o(‘Atj‘ +|ax;| )pour tout j.

Si At; tend vers 0, alors

0 t O o t O
Zag(tj,xtj)Atj—)IOEg(s,xs)ds et Zj:a—?((tj,xtj)ij—>J.Oa—?((s,xs)dxs.

i



De plus, comme H, et K, sont des processus élémentaires, on a

ZZTg(Ax,-)ZZZ = K (at)? +22 > K, H, (At )(AW)+Z 2 Hy (AW)°.

Or, les deux premiers termes de cette somme tendent vers 0. Par exemple,

E[[Z(;;QK H, (At,)(AW, )J

j

ZE[[ Ik, H, )](Atj)3—>0quand (At,) 0.

2
La formule d’It6 suit alors du fait que EZ—?HS (AWJ-)2 tend vers
" X ]
j

2
J o9 > (S,%,) HZ ds dans L*(P) quand At; tend vers 0.

0 .
Pour le prouver, posons a;=a(t;) avec a(t):a—?(t,xt)Hf(a)) et considerons
X

I’expression

E[(ZaJ(AWJ)Z —ZajAtjj } 2 E aa;((AW)? - At )((AW,)* - At;).

Si i<j ou i>j, alors les quantités a a;((AW)*—At;) et ((AWj)z—Atj) sont

indépendantes, ainsi les termes correspondants s’annulent, puisque E (AWJ-)2 = At;.

Donc,
2
i j j
= ZE aj E (AW,)" —2(AW,)*At; +(At;)’
J
=Y E a? (3(At;)* -2(At;)* +(At;)?)
j
=2 E a} (At;)*> - 0 quand At; — 0.
j
On a donc montré que Zaj (AWJ.)2 —>J';a(s) ds dans L*(P) quand At; — 0. Comme
j

le calcul ci-dessus implique également que ZRJ. — 0 quand At; — 0, cela finit la

preuve du théoréme.



Exemple 3.4 : W? = f (W,) avec f (x) = x*. Donc,

W2 = f CEOAL)AW, + = [F W) d W, W
= F )+ ] O)AW, +2 [ F (W)W W),
=0+2[ W,dW, + [ds

= ['w,dw, = e Le
0 S S 2 2

Proposition 3.5 (formule d’intégration par parties) : Soient x et y, des processus
d’Ito reéels, définis par

X =%+ [ K ds+ [H dW, et y, =y, + [ K{ds+ [HIaw,
Alors,

t t t
XYy = %o Yo +J‘0xS dy, +J‘OyS dx, +(X,y),, avec (X,y), = jOHS H. ds.

De la méme maniére que pour le cas en dimension 1, on peut démontrer la formule

d’Itd pour des processus stochastiques de dimension n.

Théoréme 3.6 : Soit X, un processus d’lté a valeurs dans R", défini par

X, = (X, X ..., X{') avec
i i, [T (i j
X=X+ [ Kids+ [ HIdw],
-1

ou X, est une variable aléatoire F, -mesurable de dimension n et K, respectivement

H, sont des processus F, -adaptés a valeurs dans R" respectivement R™™ tels que
T T 2
J |K,|ds < +o0 etj |H,|"ds < +0.

0 0

Soit g une fonction de C*([0,T]x R"). Alors, le processus y, = g(t,x,) est également

un processus d’Ito et

2

g
OX.OX.

U |

15, o i1 iy
dyt:Eg(t’xt)dtJra_z(t’X‘)dX‘JrE (t,x)d{x', x"),,

ol (x',x'), = Z_[; HXHXds.
k=1



4. Equations differentielles stochastiques

Soient les fonctions b0, T]xR' >R et &[0, T]xR* — R*™". Considérons

I’équation différentielle stochastique

dx
d_tt =b(t, %) +o(t,x) 7,

ou 7 désigne un bruit blanc de dimension n.

Cette équation peut étre modélisée en utilisant I’intégrale d’Itd par
t t
X, = X, + _[0 b(s, x,)ds+ Joa(s, X,) dW,
ou W désigne un processus de Wiener de dimension n et x, est une variable aléatoire

avaleurs dans R’ de carré intégrable et F, —mesurable.

On a alors le théoréme d’existence et d’unicité suivant :

Théoreme 4.1 : Supposons qu'il existe une constante K strictement positive telle que
pour tout t dans [0,T] et tous x,y dans R%on a
b(t, X)|+|o(t, x)| < K(1+|x])
et
b(t, x) —b(t, y)|+|o(t,x) — o(t, y)| < K|x—y|.
Alors, il existe un unique processus X, (@) & trajectoire continue appartenant a
I’espace MZ ([0, T],R") qui est solution de I’équation différentielle stochastique ci-

dessus pour tout t dans [0, T].

Preuve :
a) unicité
Soient X, (@) et y,(w)deux processus continus qui sont solution de I’équation

différentielle stochastique. Alors,

2

E(x - vi[) < ZE(_[(:(b(s,xs) —b(s, y.) )o|s)2 +2EU;(0(S, X.)— o (s, ys))dws)
<2t J:E(b(s, x.)—b(s,y,) )’ ds+2 j;E(a(s, x,) - o(s,y,)) ds

<201+ T)sz; E(Ix -~y ).

10



Le lemme de Gronwall implique alors que E(|xt —yt|2):0 donc x, =y, tp.p. pour

tout t dans [0, T].
b) existence

On introduit la suite de processus stochastiques (x;'),., définie par

Xto =X
t t
X=X, +JO b(s, x{') ds+j0 o(s,x{') dW,.
Par des calculs similaires a celui ci-dessus on montre que pour tout entier n,

x" e M2 ([0,T],R") et que E(‘xtk*l—xtk‘z)32(1+T)K2-[0tE(x;‘—xs‘f’l‘z)ds, pour

k >0 respectivement E(‘xt1 —~ xto‘z) < 2TK2(1+ E|x0|2).

(2@+T)K?) T
(k +1)!

. . , 2
Cela implique par récurrence gque E(‘xtk+l - xtk‘ )s

Donc, que la suite (X/),., est une suite de Cauchy dans I’espace complet

kil k2
2 2
k+1 k+1 k T
— XS J—

I«

xk‘

MZ ([0,T],R"). En effet,
(e 2 VW2 (2(1+T)K?)
. (Ejo ds) < \/W

Par conséquent la suite (x{),., converge vers une limite x qui est solution de

1
(1+ Epxg[)?.
I’équation différentielle stochastique.

Les solutions de telles équations stochastiques sont appelées diffusions. Une des
propriétés fondamentales des diffusions est qu’on peut leur associer naturellement un

opérateur différentiel de second ordre.

Deéfinition 4.2 : Le genérateur infinitésimal L de la diffusion X, (@), solution de
I’équation  différentielle stochastique dx, =b(x,)dt+o(x,)dW, initialisé par
X, (@) = x €R® est I’opérateur différentiel de second ordre défini pour toute fonction f

a valeurs dans R" par

L1 09 = i ELL =T,

11



ou E™ désigne I’espérance par rapport a la loi de probabilité de la diffusion.

Théoreme 4.3 : Le genérateur infinitésimal L est défini pour toute fonction f dans

CZ(R") par

Lf (x) = Zb(x)—(x)+ Z( oo ).,(X)

(X)

Preuve : En appliquant la formule d’It6, on trouve

f(x)—f(x0)+_|. ~(x)dx 4+ j(aa)(x) f(x)ds

J

- f(x)+£[bi%+%( oo ) ](x)ds+J o (x) (x)dW‘

Par conséquent,

x Jpfof 1, L &
E f(xt)=f(x)+E[j£b . E(aa)ax_axjj(xs)ols,].

Le résultat suit alors de la définition de I’opérateur L.

Corollaire 4.4 (Formule de Dynkin) : Soit f une fonction de CZ(R®) et = un temps

d’arrét tel que E*(7) <+o0o. Alors,

EX[f(x.)]=f(x)+ EXUO’Lf (xs)ds}

Exemple 4.5: Le générateur infinitésimal associé a un processus de Wiener de

dimension n est

l1wo’f 1
Lf == A
Zi: ox: 2

12



5. Théoreme de Girsanov

Soit W, un processus de Wiener sur (Q, F ,F,, P) a valeurs dans R’ et soit une
fonction ¢ € L% ([0,T], RY).

On pose
z ‘o, dW,— = [l d
¢ = EXp j0¢s S_EJO|¢S| S |
Par application de la formule d’1t6, on a alors

Z,=1+ [ Z, AW,

Lemme 5.1 : Sous I’hypotheése
(H) dctq. |p,|<C ps., t p.p.,

(Z,)s, st une (F,, P)—martingale et pour tout t dans [0,T], E(Z) < +o.

Preuve : On applique la formule d’1t6. Pour p > 2,
dz = pth_1 dz, +% p(p-2) th-z d({Z,Z),
1
=PZE p AW+ p(p-1 2’ [p,[ ot
1 t 2 t
P _ - _ p p
= Zt =1+ 2 p(p l)J-O Zs |¢s| dS+ pjozs ¢s dWs
Soit le temps d’arrét 7, =inf{t <T/Z (@) =n}. Onpose Z,, =2, . . Alors,
p 1 top 2 Y b
Zn,t = 1+E p(p _1) J-O Zn,s Z[O,rn](s)|¢s| ds+ pJ.O Zn,s X[O,rn](s) (8 dWs
O, X0, (22 @, € MZ | par conséquent
1 t
E(Z2) =1+ P(P=D) [ E(%0,1(9) 21, o[ Jos

1 2 t p
<1+2p(p-De jo E(ZP,)ds.

1

. . p(p-1)c’t
Le lemme de Gronwall implique alors que E(Z},) <e? :

s . . Ep(p—l)czt
De plus, Z?, —=—Z", donc le lemme de Fatou implique que E(Z) <e?

13



Rappel 5.2 (Théoreme de Radon-Nikodyn) : Soient et zz deux mesures. Alors,
la mesure 1z est absolument continue par rapport a la mesure u s’il existe une
fonction f vérifiant

Hf=>0

2) fest intégrable par rapport a i

3) [fdu=1

telle que, pour toute fonction g, [@du=[¢ f du. On note j—ﬂ =f.
¥

On définit sur (Q, P) une mesure de probabilité¢ P par la dérivée de Radon-Nikodyn
dP

—=Z
dP

te

Théoréme de Girsanov 5.3 : Sous [’hypothése (H), le processus W, =W, —J}os ds est

un (F,, P)—processus de Wiener.

Lemme 5.4 (formule de Bayes) : Soit G une sous-tribu de F, et y une variable
aléatoire F, -mesurable telle que yZ, est P-intégrable. Alors,

ElyZ;/G]
E[Z,/G]

E[y/G]=
Preuve : Soit X une variable aléatoire G -mesurable et bornée. Alors,
E(yZ, X)=E(yX)
= E(X E[y/G]), comme X est G — mesurable
=E(xE[y/G]1Z,)
= E(X E[y/G]E[Z, /G]), comme X et E[y/G] sont G - mesurables
— E[yZ, /G]=E[y/G]E[Z, /G].
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