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INTRODUCTION

Cette those est consacrée a 1’étude de quelques problemes de Calcul de Malliavin et a
I'application de cette théorie au filtrage non linéaire. Elle est divisée en cing chapitres et

une annexe.

Le chapitre I est consacré a des généralités sur le Calcul de Malliavin et la théorie du filtrage
non linéaire. On y expose les idées essentielles de ces deux théories et on rappelle, sans
démonstrations, les résultats classiques nécessaires a la lecture des chapitres suivants. Plus
précisément, dans la partie concernant le Calcul de Malliavin, on donne la décomposition en
chaos de Wiener de l'espace L2(Q2, F, P), ot (2, F, P) désigne I'espace de Wiener standard.
On introduit I'intégrale multiple de Wiener-1t6 , le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck et
on définit les trois opérateurs centraux du Calcul de Malliavin, c’est-a-dire l'opérateur
’Ornstein-Uhlenbeck L, la dérivée de Malliavin D et l'intégrale de Skohorod 6. Ces
opérateurs nous permettent d’introduire les espaces de Sobolev généralisés. Les outils in-
troduits ci-dessus sont utilisés pour donner des conditions d’existence et de régularité e
la densité pour la loi de probabilité d’un processus stochastique, solution d’une équation
différentielle stochastique. Finalement, on rappelleiquelques résultats de calcul des varia-

tions stochastique pour des diffusions dirigées par un nombre infini de processus de Wiener.
i

Dans la partie concernant la théorie du filtrage non linéaire. on explicite tout d’abord
la forme générale des systémes e filtrage considérés. Puis, on rappelle un résultat de
continuité du filtre par rapport & la trajectoire de 'observation pour la norme de Banach sur
Co([0,T7, RY). Pour conclure, on réécrit les équations de Zakai et de Kushner-Stratonovitch

associées au probleme considéré, ainsi qu’une forme robuste de 'équation de Zakai.

Le but du chapitre II est d’étudier l'existence d’une densité réguliere pour les solutions

d'une équation différentielle stochastique inhomogeéne sous une condition moins restric-
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tive que la condition de Hormander générale. En effet, on permet que la condition de
Hérmander fasse défaut sur une sous-variété de codimension 1. Dans cette sous-variété on
suppose une condition de non dégénérescence exponentielle moins forte que la condition
de Hormander.

Dans une premieére section, on montre qu'une diffusion engendrée par un opérateur
différentie]l du second ordre, qui vérifie ces hypotheses, admet une densité de classe C*
par rapport a la mesure de Lebesgue. Cette section fait 'objet d'un article publi¢ dans
”Stochastics and Stochastic Reports” (cf. [74]). Dans une deuxiéme section. on considere
un systeme de filtrage non linéaire admettant comme signal la diffusion introduite dans la
premiére section. On montre, sous les hypotheses de la section précédente, que le filtre non
normalisé associé a ce systéme de filtrage admet une densité de classe C*° par rapport a
la mesure de Lebesgue. Les résultats de la premiére section ne peuvent pas étre appliqués
directement, car le transport des coefficients, nécessaire & la preuve, implique seulement la
condition de dégénérescence exponentielle a 'origine. Dans un premier temps, on montre
un résultat plus fort que celui de la premiére section, puis on applique celui-ci pour montrer

la régularité de la densité.

Dans le chapitre III, on étudie des diffusions, solutions d’équations différentielles stochas-
tiques & coefficients dépendant du temps, engendrées par une infinité de processus de
Wiener. Dans une premiére section, on développe un Calcul de Malliavin pour de telles
diffusions.On montre qu'une équation différentielle stochastique & coefficients dépendant
du temps, engendrée par une infinité de processus de Wiener, admet une solution unique
sous certaines conditions du type ” Lipschitz”. Puis, on montre que la diffusion ainsi définie
appartient a I'espace des fonctionnelles de Wiener régulieres ID°°. Finalement, on montre.
sous une condition de Hormander locale, que cette diffusion admet une densité de classe
C® par rapport & la mesure de Lebesgue. Cette section fait 'objet d’un article a pavrait;i‘*e
dans ” Probability and Mathematical Statistics” (cf. [77]).

Dans une deuxiéme section, on montre qu'un systeme de filtrage non linéaire admettant
comme signal la diffusion définie dans la premiére section, pgssede une densité de classe C>
par rapport a4 la mesure de Lebesgue. Ceci fait I'objet d’un article écrit en collaboration
avee P. Florchinger, qui est paru dans les ” Proceedings of the 2nd Portuguese Conference on
Automatic Control” (cf. [36]). Pour conclure, on calcule le support de la loi de probabilité

de la densité du filtre, & 'aide d’un ensemble de solutions d'un systéme controlé associé.

Dans le chapitre IV, on considére un systeme de filtrage non linéaire dont le signal et
I’observation sont & valeurs dans le méme espace et ou 'observation dépend d'un bruit

blance d'ordre e. On définit un filtre presque optimal de dimension finie et on montre que
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Uerrenr commise en remplacant le filtre par le filtre presque optimal est d’ordre 2. Puisque
les coefficients d’observation sont linéaires, on peut définir une probabilité de référence
adaptée au probleme. Cela nous permet de résoudre le probleme via la formule de Bayes
associée au changement de probabilités effectué. Ce chapitre fait I'objet d'un article publié

dans les ”Comptes Rendus de ’Académie des Sciences” (cf. [77)).

Le but du chapitre V est I'étude de diffusions sur les variétés riemaniennes. On mon-
tre I'existence et 'unicité de la solution d’une équation différentielle stochastique sur les
variétés, puis on calcule la dérivée de Malliavin de cette diffusion. Finalement. on montre.
sous une condition de Hormander globale, que cette diffusion admet une densité de classe
C> par rapport a I’élément de volume riemannien. Dans une deuxieme partie. on applique
ces résultats & un probléme de filtrage non linéaire sur des variétés riemanniennes. On
montre que le filtre associé & un couple signal/observation a valeurs dans des variétés rie-
maniennes admet une densité de classe C* par rapport a ’élément de volume riemannien.
sous une condition de Hormander globale. Ce chapitre fait I'objet d’un article a paraitre

dans " Stochastic Analysis and Applications” (cf. [75]).

Dans P'annexe, on étudie un probleme de filtrage non linéaire en dimension infinie. On
considere un systéme de filtrage associé & un couple signal/observation a valewrs dans
R% x IR™. On établit les équations de Zakai et de Kushner-Stratonovitch associées a ce
systeme et on donne une forme robuste de 1'équation de Zakai, dans le cas ou les bruits sont
indépendants. L’annexe fait 'objet d'un article écrit en collaboration avec C. Boulanger.

paru dans les " Proceedings of the European Control Conference 97" (cf. [10]).

Remarque:

Dans tout ce travail, on utilise la convention de sommation des indices répétés, sauf dans

le cas ou on effectue des sommes avec une infinité de termes.



Chapitre 1

GENERALITES SUR LE CALCUL
DE MALLIAVIN ET LA THEORIE
DU FILTRAGE NON LINEAIRE

1.1. LE CALCUL DE MALLIAVIN

1.1.1. INTRODUCTION

Le calcul des variations stochastique, développé par P. Malliavin dans [53] et [54], proc{u"e
une méthode puissante pour montrer 'existence de densités pour la loi de probabilités de
fonctionnelles du processus de Wiener et en particulier poyr la loi de probabilité de solu-
tions d’équations différentielles stochastiques. P. Malhavin%a introduit des idées nouvelles
en analyse stochastique, notamment les dérivées fonctionnélles. qui, avec les relations qui
les unisssnt, sont connues sous le nom de ”Calcul de Malliavin” ou calcul des variations

stochastique.

Les idées de P. Malliavin ont été développées entre autres par D.W. Stroock [76 — 78].
I. Shigekawa [73], S. Watanabe [86], S. Kusuoka et D.W. Stroock [47 — 48], N. Tkeda et
S. Watanabe [40], J.M. Bismut [6], J. Norris [60], D. Nualart [62] et P. Florchinger [29] .

Notons que les approches de Stroock et de Shigekawa sont des formulations équivalentes
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de I'approche de Malliavin, tandis que I’approche de Bismut est différente et en général

pas équivalente.

Le calcul de Malliavin repose sur la théorie des opérateurs différentiels définis sur des
espaces de Sobolev de fonctionnelles de Wiener. Un résultat crucial de cette théorie est la
formule d’intégration par parties, qui relie I'opérateur de dérivation sur 'espace de Wiener
a l'intégrale de Skohorod. Cette propriété sert & établir des criteres généraux, en termes
de " Matrice de covariance de Malliavin”, pour qu’un vecteur aléatoire donné possede une

densité (réguliere) par rapport a la mesure de Lebesgue.

L application la plus importante (qui a aussi été la motivation premiere) du Calcul de Malli-
avin est de donner une démonstration probabiliste du théoreme de Hormander. D’autres
applications de cette théorie ont permis d’étudier des propriétés du noyau de la chalewr ou
d’établir une preuve probabiliste du théoréme de 'indice. De plus, le fait que I'adjoint de
'opérateur de dérivation stochastique coincide avec une extension non causale de 'intégrale
d’It6, est le point de départ du développement d’un calcul stochastique pour des processus

non adaptés.

1.1.2. LA DECOMPOSITION EN CHAOS DE WIENER

Le cadre dans lequel on se place maintenant n’est pas le plus général possible, mais il est
suffisant pour les applications considérées dans ce travail. (Pour un cadre plus général, voir
par exemple le livre de D. Nualart sur le Calcul de Malliavin [62] ou celui de P. Malliavin

sur I'analyse stochastique [55].)

Soit (Q, F, (F¢)ieo,r], I’) un espace de Wiener standard de dimension d, i.e. (2 est I'espace
de Banach C([0,T],1R?), tel que w(0) = 0, pour tout w dans ). muni de la norme ||w|o'=
max;co,7) |w(t)], P est la mesure de Wiener standard, 7 le complété de la o-algebre de
Borel sur €2 par rapport & la mesure P et (F¢).epo, 7 la filtration définie par la famille F, de
sous-tribus de F, engendrée par {w(s) : 0 < s <t, lw € O} et contenant les sous-ensembles

de F de mesure nulle.

Toute fonction mesurable F : (2, F) — (IRd, B(]Rd')) est appelée fonctionnelle de Wiener.
Une telle fonctionnelle est en fait une variable aléatoire sur 1'espace probabilisé (Q2. F. P),

de loi

Pp=PoF!

cest-a-dire Pp(A) = P(F_I(A)) pour toute partie A de B(IRY).
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Pour tout g > 1, notons L9 = LI(Q2, F, P) I'espace de Banach de toutes les fonctionnelles
1

de Wiener f: Q0 — IR, intégrables & la puissance ¢, muni de la norme || f||, := (£ f]?)

On pose H = L2([0,T),IR*). H est un espace de Hilbert séparable dont le produit scalaire

est noté (-, -yg. Pour h € H, désignons son intégrale de Wiener par

d T
(1.1) Wy, = Z/ h*(t) dwy,
i=1v0

ol w; désigne le processus de Wiener standard de dimension d.
Alors, {Wy, h € H} est un processus gaussien centré, défini sur l'espace probabilisé
(O, F, P), de fonction de covariance E(WyWy) = (h, ) s

Remarque:

Le plus souvent, on choisit comme espace de Hilbert 'espace de Cameron-Martin i.e. le
sous-espace de ) de toutes les fonctions h, telles que chaque composante h(t) de h(t)
est absolument continue et admet une dérivée A%(t) de carré intégrable. Alors H est un

espace de Hilbert, muni du produit scalaire

da T
(o)=Y [ bttt hger
a=1 0

Rappelons que les polynéomes d’Hermite sont définis par

N

. DY dm 22
H,(z) = ( n') e dm”(e ), n>1

Introduisons pour chaque entier n > 0 les sous-espaces suivants de L?(Q. F, P):
PO ={P(W,,, .., Wi, );p>1,h; € H et Pestun polji'n(”)me réel. de degré < n}.

Y est le sous-espace linéaire engendré par les variablek aléatoires H, (W), ).
ouhe H, |hl =1

P, = PO,
Xn — X?L

Alors. les espaces Py et xo coincident avec I’ensemble des constantes et. par utilisation des

polvnomes d’Hermite, on montre que x, et P, sont orthogonaux pour n # m.
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De plus, on a la décomposition suivante:

Théoréeme 1.1.2.1.

L espace L?(Q2, F, P) s’écrit comme somme orthogonale infinie des sous-espaces X ,:
2 B
(1.2) L(Q, F,P)= D xn.
n=0
Clette décomposition est appelé décomposition en chaos de Wiener et x,, est le chaos de

Wiener d’ordre n. De plus, xo® x1 D ..- ® xXn = Pn.

Soit {e;, i > 1} une base orthonormale de H et

A={a=(a,as,..): a; € ZT et a; = 0, excepté pour un nombre fini d’indices 4}.

+o0 +oo
Pour a € A, soit al = [] a;! et |a] = > |a;|. Alors, en définissant, pour tout a € A.
=1 i=1

+00
le polynome d’Hermite généralisé Hy(z), = € R, par Hy(z) = [] Hqa,(z:), on obtient
i=1

une décomposition du chaos d’ordre n:

Proposition 1.1.2.2.

+00
Les wvariables aléatoires {\/aHa(We) =[] Ha,(We,),a € A, |a] = n} forment un
i=1

systeme orthonormal complet de Xy, pour tout n 2 1.

1.1.3. L’INTEGRALE MULTIPLE DE WIENER-ITO

Soit m > 1. Alors, pour des fonctions élémentaires f € L ([0, T)™. (IRH)™), s'éerivant

!

(1.3) fl1,eitm) = 2 Qiyloigy LA % x4

]-Silv“,ivngm
ou 4;,,A,,,..., Ay, sont des parties disjointes de B et a;, .4, = 0, si deux des 71.....7,,

sont égaux, on définit I, de la fagon suivante:

(1.4) In(f) = Y @iyin W(A)-W(Ay)

[RRER]

Alors.
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(1) 1., est linéaire.

(i)  In(f) = Ln(f),si flt1, o tm) = # Yoo fto(1ys i to(m)), 81 0 parcourt toutes
les permutations de {1,...,m}

(iii)  E[Ln(f) In(9)] =m(f, @) r2qo,1)m) Smop- ‘

Or. I'ensemble des fonctions élémentaires de la forme (1.3) étant un sous-espace dense
dans Lz([O.T]m, (IR,d')m), on peut prolonger [, en un opérateur linéaire continu e
L2([0.T)™. (RY™) dans L(Q, F, P), qui satisfait les propriétés (i). (i) et (iii).

Ce prolongement est noté I, (f) = / fty, ooy tm) dwy,...dwy,, .
[O‘T]rn

Théoréme 1.1.3.1.

Soient H,(z) le n-iéme polynéme de Hermite et h un élément de H de norme 1. Alors.

(1.5) nl H, (Wh) f/ h(tr)...h(tn) AWy, ...dW,,
[0.7]"

Par conséquent, U'intégrale multiple I, induit une bijection de L*([0, T|™) sur xm et toute

fonction de carré intégrable F € L%(§), F, P) peut s’écrire sous la forme
+o0

(1.6) F=>3 In(fm(t),
m=0

o fo, (8150 Sy t) € L? ([0, T]m“, Rd(m+1)) sont des variables symétriques par rapport a

S1..... 5, et mesurables par rapport a toutes les variables.

1.1.4. LE SEMI-GROUPE D’ORNSTEIN-UHLENBECK

Notons J, la projection orthogonale de L?(, F, P) sur le chaos de Wiener d'ordre .

vn. Alors. toute variable aléatoire F' € L*(Q,F, P) peut, d’apres le théoreme 1.1.2.1..

+00
sécrive comme F' = >7 J,(F). et pour tout réel A, avec [A] < 1. on peut définir la variable
n=0

+00
aléatoire Fy = > A" J, F.
n=0
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Alors, le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est le semi-groupe d’opérateurs contractants
(T,. t > 0} sw L*(Q), définis par

+o0
(1.7) T,F =Fp-e =Y e ™J,F.

n=0
Le semi-groupe Ty F' peut étre défini autrement. Soit {W,;, h € H} une copie indépendante
du processus gaussien {Wy, h € H}, défini sur Pespace probabilisé produit (£2 x Q'. F %
F'.P % P, Soit W:Q — IR la carte canonique associée au processus {Wn.h e H}.
Pour toute fonction ' € L*(Q), F, P), on peut alors écrire ' = 1p o X, olt ¢p cst une

fonction mesurable sur IR¥. Alors, pour tout ¢ > 0, on pose

(1.8) T.F = E'[yr(e"W + V1 - e 2W')],
o B’ désigne I'espérance par rapport a la probabilité P'.
Les deux définitions de T}, données ci-dessus, sont équivalentes. De plus, T} vérifie les
propriétés suivantes:
(1) T, est positif, i.e. >0 = TF > 0.

+oc0
(ii) T, est autoadjoint: E(G-TiF) = E(T,G-F)= Y e "E(J,F - J,G).

n=0

(iii) 7} est un opérateur contractant sur les espaces LP(£2, F, P), pour tout p > 1

C'eci implique que pour tout 1 < p < ¢ < 400, les normes ||- ||, et || - ||, sont équivalentes

sur le chaos de Wiener d’ordre n, x4,.

1.1.5. OPERATEUR D’ORNSTEIN-UHLENBECK L

Soit F € L*(Q, F, P). On définit 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck L par

+00
LF =3 —nJ,F,

n=1

+oo
: : 2,
lorsque cette expression a un sens, i.e. pour les I tels que ». n*> E(|J, F|") < +x.
n=1

Alors. l'opérateur L est un opérateur linéaire autoadjoint, qui coincide avec le genérateur

infinitésimal du semi-groupe d Ornstein-Uhlenbeck {7}, t > 0}, i.e.

(1.9) LF(w) = %TtF(w)

|t:0'
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De plus, E(LF) =0 et L est un opérateur fermé.

Remarquons que LF peut étre également interprété comme une dérivée de Fréchet:

Proposition 1.1.5.1.
Pour tout 0 < € < 1, posons F* = %[Fl_a — F]. Alors, LF existe si el seulement si F*

converge dans L?(), F, P) quand € tend vers 0 et, dans ce cas, LI = }in’}) e

On appelle fonction réguliere sur I'espace de Wiener (€2, F. ) toute variable aléatoire
F:Q — IR de la forme

(1.10) F o= f(W(h1), e, W(hy)),

oit f est une fonction de Cg°(IRP,IR), (i.e. Vensemble des fonctions f : IR” — IR de
classe C™ qui sont bornées et possedent des dérivées de tous ordres bornées) et hy..... Ny,
appartiennent a f1.

.'ensemble des fonctionnelles régulicres sur espace de Wiener est noté S.

On peut montrer que Popérateur L se comporte comme un opérateur différentiel du second

ordre s’il agit sur des variables aléatoires régulieres.

1.1.6. LA DERIVEE DE MALLIAVIN D

Fixons un élément hy € H. Le processus gaussien W = {W),, h € H} peut étre translaté
en un processus Who = {Wy,+ < h, hg >, h € H} et pour toute variable F' € L*(), F. P),

la variable aléatoire translatée [0 = 1pp o W est bien définie.

Soit

1
(1.11) Dy F = lim ~[F=he — 7],

e—0 & i

si cette limite existe dans L2(Q, F, P).

P
Si F eS8, Dy F existe et D ['= g%f(ﬂ/hp, W Yy hod e
i=1 "

Posons pour tout a = (a1,a2....) € A, a” (i) = (ag.eeecai—1.a, — Loajyy....). Alors,

+0o0
Dh.o (Ha(ﬂ/e)) = ; Ha—(i)(‘/ve)<€1j, ]L0>H;
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ol {e;, i > 0} désigne une base orthonormale de H.

D autre part, soit

. +oo
(1.12) : D% = {F c L*(Q,F,P)/ > n E(|J.F|*) < +oo}.

n=1

Définissons alors la dérivée de Malliavin D comme 'opérateur qui agit sur toute fonction

F =% Val Hy(W,) dans D>, par
€A

+o0
(113) DF = Z \/a (Z Haf(l)(We)eJ
i=1

acEN

Alors, les deux définitions de Popérateur D sont liées de la facon suivante:

Proposition 1.1.6.1.
Soit F'= 3 \/aHa(We) une variable aléatoire de carré intégrable, telle que Dy E' existe

aEA
pour tout h € H. Si la fonction h — Dy F appartient ¢ L3, (Q, F, P) alors, F € D>t et

DI = (DF, h), pour tout h € H:
La dérivée de Malliavin D vérifie les propriétés suivantes:
(i)  ID*' est un espace de Hilbert, muni du produit scalaive E(FG)+ E(DF. DG))

(i)  DpJns1F = JoDpF, pour tous FF € D*>' et h € H

21 = |[F|l2+ {E(|DF|%_I)}% de ID*! est équivalente a la norme L2

du chaos de Wiener d’ordre n, xn. De plus, x. et x,, sont orthogonaux si n # .

(iii) La norme || F

Le gradient stochastique d’une fonctionnelle réguliere sur l'espace de Wiener est la variable
aléatoire a valeurs dans Uespace de Hilbert L2([0, T]; IR). définie pour tout ¢ € [0.T] par

p

(1.14) DtF:Z;_

i=1 "t

SWh sy, W) By(1).

On a alors la formule de différentiation suivante:
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Proposition 1.1.6.2.

Soit ¢ € CP(IR™) une fonction & dérivées premicres bornées. Considérons un vecteur
aléatoire ' = (F1,..., F™), ot F* € ID*'. Alors, o(F) € ID*' et

FYDF".

(1.15) De(F) = gf (

Ceci implique que si ¢ € C3°(IR™) et si les /™ sont des variables aléatoires régulieres alors.

(1.16) Lo(F) = Z Z am% (F)(DF;, DFj)u

Finalement. on a la

Proposition 1.1.6.3.

+00
Soit F € ID*', donné par F = Z Lon(fm). Alors, la dérivée DF' est donnée comme

m=1

élément de L*([0,T] x Q), défini par

+co

(1.17) (DF)y =Y mIn1(fm(tr, s tm 15t)).

m=1

Donc. F' € ID*! si et seulement si Z m-m! | fm ||L2([0 Ty < +00.
m=1

Définition 1.1.6.4. !
On appelle matrice de Malliavin du vecteur aléatoire F' = (Fgl, s B la matrice de terme

général

(1.18) Qi; = (DF*, DFY),
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1.1.7. LINTEGRALE DE SKOHOROD ¢

La dérivée de Malliavin D est un opérateur continu de ID*! dans L% (Q, F, P) pour la
novme || - ||2.1. Toutefois, D n’est pas continu pour la norme L?. On peut donc considérer
'opérateur dual § de D pour la norme L?. Le domaine de § est 'ensemble des variables
aléatoires u € L% (Q, F, P) telles que la fonction linéaire ID*' 3 F +— E((DF, u)p) est
L?-continue. Alors, du est 'élément de L2(Q), défini par E((DF, u)y) = E(F.6u).

Daus le cas des variables aléatoires régulieres, on a le résultat suivant:

Proposition 1.1.7.1.

m

Soit Sy Uensemble des éléments u € L3 (Q,F, P) de la forme w = Y hiFi(w), ot h; € H
i=1
et ;€ S. Alors Sy C Dom § et

(1.19) bu=" WnF,—> (DE;, hi)u.
i=1 1=1

Si ' e D%, alors DF € Dom 6 si et seulement si F' € Dom L et dans ce cas, SDF = — LI

P

Soit maintenant u € L2([0,7T] x §2) un processus mesurable de représentation intégrale

+0o0
wy = Y Im(fm(-,t)). Notons
m=0

1

- ™m
,fm(tla ~--7tm;t) — m [fm(tla ”-atm;t) + Zl f'm(tla ---:tiflat-t'z,—i-l: --n,thti)]
1=

la symétrisation de f,, comme fonction a m + 1 variables. On a le résultat suivant:

Proposition 1.1.7.2.

+o00 .

e Dom 6 si et sexlement sila série > Iny1(fm) converge dans L*(L.F. P) et dans ce
m=0

cas. G coincide avec la somme de cette série.

+oo .

Lasomme Y Lnp1(fm) est aussi appelée intégrale de Skohorod du processus w et clle est
m=0

notée uoW.

J10.7]
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Remarques:

00
1) Siw e L2([0,T] x Q) est adapté, alors u € Dom § et intégrale de Skohorod / woW

JA)

..i_m
est égale a l'intégrale d’'Ito / udW.
Jo y

2) Soit v € L([0,T] x Q). Alors, il existe une fonctionnelle F' € D>, telle que DF =
si et seulement si les noyaux fo(t1, ..., tm;t) apparaissant dans la décomposition intégrale

de u sont des fonctions symétriques par rapport a toutes les variables.

3) Tout processus u € L?([0,T] x Q) admet une unique décomposition orthogonale u =
DE +u0, ot FF e D! et E(u®, DG)g) = 0, pour tout G € D*'. De plus. v’ € Dom &
et sul = 0.

1.1.8. LES ESPACES DE SOBOLEV GENERALISES

Par itération, on définit le gradient stochastique d’ordre N d’une fonctionnelle F' de &
comme la variable aléatoire & valeurs dans l'espace de Hilbert L2([0,T]Y;IR%). définie
powr tous s1,..., sy € [0,T] par

(1.20) DY  F=Ds..Ds,F.

S1

DN F peut étre interprétée comme variable aléatoire & valeurs dans Pespace de Hilbert
H*®N de toutes les formes continues N-multilinéaires sur 4 & - - -®H, muni de la norme de
Hilbert-Schmidt.
+-c0 E
Soit P = PO Pespace des variables aléatoires polynomiales, sur lequel on considere.
n s
n=0
pour tout réel p > 1 et tout entier N > 1, la semi-norme

(1.21) 1Flp.v = [1Fllp + DY Fllarsll,

ott ||[DV F|| g désigne la norme de Hiidert-Schmidt de DN F. ¢'est-a-dire

d
2
HDNF”%{S - Z /[0 TN (DZ\J(I,Sl),....(jN.sN)F) dsy.ds .

JteenIn=1

On a alors le résultat suivant:
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Proposition 1.1.8.1.
1) Sit <t ets<s, alors ||Fllps <||F|lp s

2) Soit (Fp)n>1 une suite d’éléments de P. Si || Fyp|lps — 0 et [[Fy — Fnllps — 0,
alors || I,

Z)I’sl — 0
. o N 1. . , .,
Si ID”Y désigne I'espace de Banach, obtenu par complétion de S, pour la norme || - ||, x-

OIl a

Proposition 1.1.8.2.

On a pour tout p > 1,

(1) P = LP(Q, F, P)

(2) DY DS, sip<p ets<s.
1 1

(3) (ID”*)* = ID®®, si — + — = 1.
rp q

De plus, I’opérateur D s’étend en un opérateur linéaire continu de IDP** dans IDP** pour

tous 1 < p < 400 et —co < 8 < +00.

On peut alors définir I’espace ID°° des fonctionnelles de Wiener réguliéres au sens du calcul

des variations stochastique par

(1.22) D® = N D»".
p>1 AM>1

ID* est un espace normé complet dans lequel S est dense. De plus, D™ vérifie les puo-

priétés:
. R g
() ID® est une algebre. i
(41) L est un opérateur bien défini et continu de ID™ gur ID™.

(4i1) Sip € CP(R™), F = (F1, .. F™), avec I'" € ID*. alors @(F) € D™

et on a

D(p(F)) = > (bup)(F) DI,

1=1

L(F) = 5 (6:8;9)(F) < D, DFj >y + i (6:0)(F)LF*

2,7 =1
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ot §(FG) = (DF, GYy + FSG.

1.1.9. CONDITIONS POUR L’EXISTENCE ET LA REGULARITE D’UNE
DENSITE

A Y

Une des motivations essentielles du développement du calcul de Malliavin est de donner
une méthode pour étudier 'existence d’une densité réguliere, pour la loi d’une fonctionnelle

de Wiener.

n effet. on a les résultats suivants.

Théoréme 1.1.9.1.

Soient {W), , h € H} un processus gaussien et ' = (F', .., F™) . Q0 — IR™ un vecteur

aléatoire vérifiant les conditions suivantes:

(i)  F'e ID*>' pour touti=1,...,m et il existe des éléments u* € A% (Q, F, P) tels
que u* € Domé et ¢v7 = (DF*  w)g € D% pouri,j = 1..m.

(it)  La matrice @ est inversible presque sturement.

Alors la lot de F' est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque sur IR™.

Ceci donne une méthode générale pour montrer I'existence d’'une densité. En pratique. on

doit choisir les éléments aléatoires u* et on prend d’habitude u* = DF"?, ce qui donne le

Corollaire 1.1.9.2.

Soit ' = (F', .., F™): Q — IR™ un vecteur aléatoire vérifiant les conditions suivantes:

(i) F* € DomlL et (DF*, DFJ) = Q% ¢ :ng’l, pour tout ©,7 = l.....m, ot ()

désigne la matrice de covariance de Malliavin de F

(ii)  det @ > 0 presque sirement.

Alors. la lot de F' est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR

Le résultat principal pour la régularité de la densité découle alors du lemme suivant
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Lemme 1.1.9.3.(cf.[53])

Soit v une mesure de Radon finie sur IR™. Supposons que pour tout multi-indice cv. il

caziste une constante finie Cq, telle que, pour toute fonction i dans CS°(IR™, IR),
b : 2

|| V@) v(de)] < Calld e
IR™

Alors, la mesure v admel une densité de classe C*° par rapport a la mesure de Lebesgue
sur IR™.

Théoreme 1.1.9.4.
Soit F = (F', ..., F™): Q — IR™ un vecteur aléatoire vérifiant les conditions suivantes:

(i) Fte ID*®, pouri=1,...,m

i a matrice ae aLtavirn J est telle que et e i
(i) L ce de Malliavin Q7 est tell (det @)~ e ) L
p>1

Alors, F' admet une densité de classe C*° par rapport a la mesure de Lebesque sur IR™.

1.1.10. APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

Dans ce paragraphe, on applique les critéres du paragraphe précédent aux équations

différentielles stochastiques.

Soient b € C>([0,T] x IR"™; IR™) une fonction & dérivées de tous ordres bornés. o1, ..., 04 €
C2([0,T] x R™,IR™) et zp une variable aléatoire de moments de tous ordres bornés, a

valeurs dans IR™.

Si {i,;t € [0.T]} désigne 'unique solution de I'équation différentielle stochastique au sens
de Stratonovitch

vl

t i
(1.23) Ty — To + / b(s,zs)ds+ / o; (s, .'sz) o dw?,
Jo J0O '

on a le résultat suivar.

Proposition 1.1.10.1.

Pour tout t dans [0,T] et tous p, N entiers, x; € (lDP’N)"’ et pour 0 < r <,

t g
Dixy = oi(r,zr) + / Vb(s,zs) Dixsds + / Vai(s.ay) Dlag o dw.
Jr J 1)
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Pour obtenir la matrice de covariance de Malliavin, associée au processus ;. on utilise
la dérivée du flot stochastique associée a (1.23) notée ¢,. En effet. on montre que les

processus ¢, et ¢, = vérifient les équations intégrales stochastiques

0 A
(1.24) o =1+ / Vb(s,:ns)gbsds+/ Vo(s.xs) ¢y o dw’,
Jo 0
et
7l o '
(1.25) ¢; ' =I—/ ¢;1Vb(s,xs>ds/ 65! Voi(s,z,) o duw.
0 0

Par application de 'opérateur gradient stochastique au processus x;, on a

Proposition 1.1.10.2.

Pour tout t dans [0,T] et tout 4, 1 <1 <m,

(1.26) Dz, = s oi(s. xs).

Par conséquent, la matrice de covariance de Malliavin, associée au processus ;. notée (J,

est donnée par .
L d
(1.27) Qu= ¢ / 51 Y ou(s,zs)ok(s.xs)T (97 1) ds ¢
0 k=1 i
Notons € la matrice défini par s

t d
C, = / (/5;1 Zak(s,:Es)ak(.s.x,s)T((b;l)T ds.
0 k=1

Ou a alors le résultat suivant:
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Théoréme 1.1.10.3.(cf. [62] page 116)

Supposons que les composantes de la matrice de Malliavin Cy ont des moments de tout
ordre et que pour tout p > 2, il existe des constantes ty et eo(p). telles que pour tout

c < eu(p) et toutt, 0 <t <tp, on a

sup P{u"Ciu < e} = O(eP).

lu|=1

Alors. la loi du processus stochastique x; admet une densité de classe C>° par rapport a la

nesure de Lebesque sur R™.

1.1.11. CALCUL DE MALLIAVIN EN DIMENSION INFINIE

Les résultats des paragraphes précédents restent valables pour des processus engendrcs par
un processus de Wiener de dimension infinie. On précise ici quelques résultats nécessaires

dans le troisieme chapitre de ce travail.

Soit ([0,T] x Z4, T, A ® v) un espace de mesure o-finie. olt A désigne la mesure de
Lebesgue sur [0,7] et v la mesure de comptage sur Z;. Notons H T'espace dc Hilbert

L2([0.7) x Zy, T, A ® v), ie. I'ensemble des fonctions h : [0,7] — IR**, telles que
] oo

o Foc
Z |hi(s)|* ds < +oo, muni du produit scalaire (h, h')y = / Z(hk(s) hi(s)) ds.
Jo 20 p=1

+oo L7
Powr tout h € H, on note w(h) le vecteur aléatoire, défini par w(h) = Z/ () duwk.
k=170

Ainsi on obtient un processus Gaussien réel centré {w(h), h € H} de fonction de covariance

Ew(hy) w(h,j)] = (hi,hjyu, 1, € Z,., défini sur un espace de probabilités (2, F. 7).

Considérons l'espace de Hilbert séparable R%. On dit qu'un vecteur aléatoive F': () — R
est régulier §'il peut s’écrirve sous la forme

M

F(w) = Z fi (w(h,l), ...,'u)(h,,L)).

i=1
ot f, € CF(R"™RY) et hy, ..., i;n cH.
La dérivée N-ieme de F' (N > 1) est le vecteur aléatoire a valeurs dans H*N x R défini
par
M no AN £
DM Fw)=> > 0 (w(h1), . w(hy)) b (1) (73).

o0z, ..., 0x;
i=1 i) ,.din=1 T N
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Pour tout réel p > 1 et tout entier naturel N > 1. on considere Ta semi-norme définie sur

"espace des fonctionnelles régulieres S par
IF v = I Fllosmay + DNV Fllrimen s aey.

9 ! Zana p -
et on note IDPY Pespace de Banach obtenu par complétion de U'espace S pour cette seini-

nornie.
Alors, on a ]D””N,(IRd) C ]DP’N(IRd) sip<p et N<N.

[espace des fonctionnelles de Wiener régulieres au sens du calcul de Mallliavin not¢
D% (IR), est défini par

De(RY) = () () DN (RY).

p>1T N>1

+oe
Considérons la décomposition en chaos de Wiener L2(€, ]Rd) = H,.
n=0

+0o0
Alors, pour tout ' € LZ(Q,IRd) on a le développement F' = > J,F., ol J, désigne

n=0
lopérateur de projection sur H,,. L’espace DN (]Rd) coincide avec I'ensemble des variables

aléatoires ' € L2(2, IRY), telles que

+oo
E(ID™ F|}snyge) = D nn—1)..(n= N+ 1) E|lLJ, Flljpe < +oc.
n=N

Proposition 1.1.11.1.

X

Soit ¢ : IR* — IR une fonction de classe CN(N > 1) a dérivées particlles de tows ordies

hornées. Supposons que F :  — R* appartient o DPNURY). pour un p > 1. Alors,
! 7

©(F) e ID"N(IR) et on a:

i d
IR I 7 i 1 "m
(1.28) DMEy=3" > vl . e(F)DIMER DRt
1150 ytn=1
ot e symbole Z/ désigne la somme sur toutes les partitions LU Ul, de{l...N}. avee

\I;| = card 1.

Notons 8V Ie dual de Fopérateur D) défini sur i (Q x ([0,T) x 23 )™ JR,").
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Le domaine de 6V, noté Dom 6V )(IRd‘), est I’ensemble des processus stochastiques u €
L2(S2 ([0, 7] x Z4)V;IR?), tels qu'il existe une constante C', telle que

‘E(< u, D(N)F >H®N®]Rf’-)

< Cl P2 me
powr tout F' e S.

Proposition 1.1.11.2.

Si F e D2N(RY et uw € Dom§M(IRY), on a la formule d'intégration par parties
g

(1.29) E({u, DM F) gan « pe) = E((6") (u), F) pa).

On remarque que 6N coincide avec I'intégrale de Ramer-Skorohod multiple (cf.[62]).

Le résultat suivant permet de calculer sa dérivée N-ieme.

Proposition 1.1.11.3.

Désignons A Z v par ji. Soit u € ID* NHa e IRY), tel que Drjl\[ - u est dans Dom §(IR?),

pour tout M, M < N et tout (71, ...,Tn ), uM - presque sirement. Supposons de plus que

/ B(S(DED, . w)P)uldr)-ps(drar) < +50,
(0. T X Zy )M

pour tout M < N.
Alors, §(u) € DN (IRY) et

(1.30) DIV (6(w) = 6(D,, ZDW‘&JJ,H.
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1.2. LE FILTRAGE NON LINEAIRE

1.2.1. INTRODUCTION

Le filtrage est une partie de la théorie des processus stochastiques, fortement motivée par
les applications. Le probleme du filtrage est le suivant: estimer "au mieux” les trajectoires
d'un signal aléatoire x,, connaissant une observation y; (partielle et entachée d'erreurs) sur
celui-ci. 11 est bien connu que le meilleur estimateur d’une fonctionnelle de z;. (qui minimise
le risque quadratique, est 'espérance conditionnelle de cette fonctionnelle par rapport a
la tribu engendrée par les trajectoires de I'observation jusqu’au temps t. Calculer cette
espérance conditionnelle, pour toute fonctionnelle, revient a déterminer la loi conditionnelle

de w;, sachant {ys, 0 < s < t}.

Ce probleme a été résolu, dans le cas de systémes linéaires, par R. Kalman et R. Bucy
(cf. [43] et [44]), pour étudier les trajectoires des satellites de la NASA. Le résultat quiils
ont obtenu, connu sous le nom de "filtre de Kalman” (cf. [19] et [66]), a été utilisé dans
le nombreux probléemes d’astronomie, de radio-guidage ainsi que de suivi de trajectoires.
Notons que le "filtre de Kalman” est généralement le modele utilisé par les ingénieurs apres

linéarisation des systemes étudiés.

Le probleéme de filtrage pour des systémes non linéaires est plus délicat a résoudre et on ne
possede pas encore 3 ce jour d’algorithmes permettant de répondre & un certain nombre

de problemes pratiques.

JALC. Clark [16] a introduit la continuité du filtre par rapport a la trajectoire de
I'observation pour la norme de Banach sur Co([0,7],IRP).Cette propriété n'est vérifide
ue dans un certain nombre de situations particulieres (cf. [17], [24], [67], [82] et [83]). La
continuité du filtre associé a un systeéme non corrélé a été étudiée tout d’abord. dans le cas
d'une observation a coefficients bornés, par M.H.A. Davis [17]. Le cas d'une observation a
coefficients non bornés a été traité par H.J. Sussmiann [82], pour le ”cubic sensor problem’.
Ce résultat a été généralisé par W.H. Fleming etiS.K. Mitter [27], pour une observation a
cocofficients polynomiaux, puis par H.J. Sussmann [83], & toutes les observations de classe
C? vérifiant une condition limite au voisinage de I'infini. La continuité du filire associc’a
un systeme corrélé & observation unidimensionnelle et & coefficients bornés a été étudice
par NLH.A. Davis [17]. P. Florchinger [28] a traité le cas de systemes corvélés a observation

unidimensionnel a coeflicients non bornés.

La non linéarité de I’équation de Ktishner-Stratonovitch (cf. [37], [66] ou [23]. par exemple).

satisfaite par le filtre, empéche tout progres dans I’étude des propriétés de cette solution.
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M. Zakai [87] a montré dans le cas de bruits non corrélés que le filtre non normalisé, s7il
existe. est solution d'une équation différentielle stochastique de type parabolique. M.H.A.
Davis [17]). NLH.A. Davis et S.I. Marcus [18] et E. Pardoux [64] ont ¢tendu la méthode de
Zakai au cas de problemes de filtrage non linéaire avec des bruits corrélés. Le cas d'un
svsteme de filtrage non linéaire, avec bruits indépendants‘ et coeflicients d’observation non
hornés, a été traité par E. Pardoux [65], puis par J. Baras, G. Blankenship et W. Hopkins
[1]. P. Florchinger [31] a établi I'équation de Zakai associée a un systeme de filtrage non

linéaire corrélé a coefficients d’observation non bornés unidimensionnels.

[a forme robuste de équation de Zakai a été introduite par J. Clark [16]. pour définir un
filtre “robuste” associé & un systéme avec bruits non corrélés et coefficients d’observation
hornés. Lidée est de réduire, par une transformation multiplicative. 'équation de Zakai
o1 e équation aux dérivées partielles déterministe, dont les coefficients dépendent de la
trajectoire du processus d’observation. M.H.A. Davis [17] et J.M. Bismut et D. Michel 3]
ont établi la forme robuste de I’équation de Zakai, dans le cas d’un systeme de filtrage non
linéaire non corrélé a coeflicients d’observation bornés. E. Pardoux [64-65] a démonti¢ le

méme résultat par une méthode différente.

W. Hopkins [39] a établi, par une méthode analogue, la forme robuste de I'équation de

Zakai, pour un syteéme avec des bruits non corrélés a coefficients d’observations non bornés.

La régularité de la densité du filtre a été étudiée par de nombreux auteurs, dans le cas ou
le bruit qui engendre le signal est de dimension finie. D. Michel [56] et J.M. Bismut et D.
Michel [8] ont résolu ce probleme sous une condition de Hérmander locale. dans le cas d'un
svsteme avec des bruits corrélés et des coefficients d’observation bornés. Le cas de bruits
non corrélés et des coefficients d’observations non bornés a été étudiée par G.S. Ferreyra
[26]. P. Florchinger [29] a traité le cas de bruits corrélés et de coefficients d’observation
non bhornés.

Dans [31], on montre, a 'aide du calcul de Malliavin, Sousgune condition de Hormander
locale, que le filtre associé & un probleme de filtrage non ]l:inéaire a bruits non corrélés.
coefficients d’observation bornés et un signal engendré pall~ un processus de Wiener de

dimension infinie, admet une densité de class.»C* par rapport a la mesure de Lebesgue.

La description de la loi d'un processus stochastique, solution d’une ¢quation différentielle
stochastique comme fermeture d’un ensemble de trajectoires, obtenu en remplacant les
processus de Wiener figurant dans 1'équation différentielle stochastique. par un controle de

H'. a été initialisée par D.Stroock et S.Varadhan [81].

En supposant que le filtre non normalisé admet une densité par vapport a la mesure de
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Lebesgue et que les bruits sont non corrélés, M. Chaleyat-Maurel et D. Michel [12] ont
Aéterminé le support de la densité dans Iespace C([0,T], L*(IR")).

Dans [15)], les mémes auteurs ont décrit le support du filtre non normalisé. associ¢ a un
probleme de filtrage non linéaire & bruits corrélés et coefficients d’observation bornés. en
utilisant des résultats de continuité, ainsi qu’un théoréme d’approximation. Dans ce travail.

'existence d’une densité n’est plus nécessaire.

1.2.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé complet et w, v deux processus de Wiener standards
indépendants, définis sur cet espace, a valeurs dans IR et IR™ respectivement. Notons

(F1)iejo.) la filtration complete engendrée par (w,v).

Considérons le systeme signal/observation (z;,y;) € IR™ x IR", solution de I'équation

différentielle stochastique

1

t , t
Ty = To + / Xo(zs)ds + Xi(zs) o dw’ + / Yj(:zzs) o dy!
0 Jo

(1.31) 0

1
yszf h(zs)ds + vy,
Jo

ol

1. xo est une variable aléatoire de loi myg, indépendante du processus de Wiener (w.v).

2. X;. 0<i<d et Xj, 1 <j<n,sontdes champs de vecteurs sur IR™, de classe C*.
a dérivées de tous ordres bornées.

3. h est une fonction de classe C*°(IR™,IR™) qui est, ainsi que ses dérivées de tous ordres,
a croissance au plus exponentielle. "

1. Xy + hX est a croissance sous-linéaire (pour éviter des solutions qui explosent).

Pour une formulation plus générale du systeme de filtrage, on renvoie le lectewr au cours
de E. Pardoux & Saint-Flour [66]. ?

On définit alors le filtre associé au systeme (1.31) par

Définition 1.2.2.1.

Pour tout t dans [0,T). notons m; le filtre associé au systeme (1.31), défini pour toule
fonction v dans Cp(IR™ . IR) par

(1.32) mep = Elp(e)/ V],




no
[
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ot Yy = o(ys/ 0 < s <t).

Dans le cas on la fonction h est bornée ou le systeme non corrélé (i.e. X = 0), définissons

le filtre non normalisé associé au systeme (1.31).

Powr cela. introduisons, pour tout ¢ dans [0, 7], exponentielle de Girsanov ‘associée au
) b

systeme (1.31) par

(1.33) Zy = exp(/ot h(zs) dys — %/0'5 h¥(ay) ds).

On définit alors une probabilité de référence P par la dérivée de Radon-Nikodym

dP
1.34 - =z
( 3 ) dPDJt t

Alors, par application du théoreme de Girsanov, le processus stochastique y est. sous la

probabilité P, un processus de Wiener indépendant de w.

Le filtre non normalisé associé au systeme (1.31), est défini par

Définition 1.2.2.2. ,

Pour tout t dans [0,T], notons p; le filtre non normalisé associé au systéme (1.31), défini

pour toute fonction v dans C,(IR™, IR) par

(1.35) pe(¥) = El(z:) 2,/ Vi),

ot E désigne lespérance sous la probabilité P.

De plus, la formule de Kallianpur-Striebel permet de I'.rawl.ﬁller de maniere équivalente avec

le filtre 7, ou le filtre non normalisé p;. |

Théoréme 1.2.2.3. il

Pour tout t dans [0,T] et toute fonction 1 dans Cy(IR™, IR), on a

(1.36) mp = 2
o)
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1.2.3. CONTINUITE DU FILTRE

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la continuité du filtre par rapport aux trajectoires de
l'observation, pour la norme de Banach sur 'espace Co([0, T],IR"™). Powr d’autres notions
de continuité du filtre, on renvoie le lecteur & [13] (continuité au sens de Sussmann) ou [14]

(continuité au sens du calcul des variations stochastique) par exemple.

On a le résultat fondamental suivant:

Théoréme 1.2.3.1.

Il existe une fonctionnelle T de Co([0,T], IR"™) dans IR, continue pour la norme de Banach
sur Co([0, T, IR™), telle que

(1.37) . I(y) = mp

presque surement.

L’intérét d’une telle notion est d’obtenir une formule valable trajectoire par trajectoire.
permettant d’estimer le signal, méme si on ne possede qu’une seule observation, ce qui est

le cas en astronomie, par exemple.

1.2.4. EQUATIONS DU FILTRAGE

Sous les hypotheses du deuxieme paragraphe de cette section, le filtre vérifie I’équation de
Kushner-Stratonovitch.
Théoreme 1.2.4.1.

Pour toute fonction 1 dans Co(IR™, IR), le filtre associé au systéme (1.31) est solution de

["équation aux dérivées partielles stochastique

-t

(1.38)  mpp = mop + /

0

ms(Lp) ds + /Ot <7Ts([:i’l/)) — () 7r3(1/))) (dyt — ms(h;) ds).

ot Lo est opérateur différentiel du second ordre, défini par

.n d n
(1.39) £0:X0+Zhi”)?i+%ZXf+%ZYf
i=1 =1 i—1



N
~1
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et L;.1 <1 <n est’opérateur du premier ordre, défini par

(1.40) Li=h+X;

L'équation de Kushner-Stratonovitch étant non linéaire, il est assez difficile d’obtenir e
bons schémas numériques pour résoudre celle-ci. Dans la pratique, les ingénieurs utilisent
I'écuation de Zakai [87] pour laquelle des schémas numériques ont été établis (cf. [51] et

[33)).

Théoréme 1.2.4.2.

Pour toute fonction 1 dans Co(IR™, IR), le filtre non normalisé associé au systéme (1.31).

est solution de [’équation aux dérivées partielles stochastiques

t (3
(141) o = oot + /0 ps(Lot) ds + / po(Lsth) '
. 0

De plus, si pour tout ¢ dans [0, T]; on pose

(1.43) q¢(x) = pe(x) exp(—(h(z),ys)),

alors, q;(x) vérifie I'équation de ”Zakai robuste”, i.e. g(z) est solution de I’équation aux

dérivées partielles ordinaire i
t 1 n
(1.44) 0(@) = gol3) + / (Lyots(e) = 5 DL as(x)) ds.
0 “a=1
!
o L,, est I'opérateur différentiel du second ordre, paramétrisé par y,. défini powr route

9

fonction ¢ par

(1.45) Ly,q = exp(—=(h(z),y:)) Lo(exp((h(z). w.))q).



Chapitre I - Généralités

E

1.2.5. REGULARITE ET SUPPORT DU FILTRE

Par application du calcul de Malliavin, on montre le théoreme suivant.

Théoreme 1.2.5.1. N

Supposons que ['espace engendré par les champs de vecteurs

Xisoon X [ Xy X oo oo (X [ X, Loy (X, X3 0018

(AR Lpio

est de dimension m. Alors, le filtre non normalisé p; admet une densité p; de classe C™

par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™.

De plus. cette densité est dans l’espace de Schwartz S et l'application t — py de |0, T) dans

S est continue.

Comme p, appartient & S, on peut considérer Iespace de Fréchet E. = C([¢.T].S). pour
tout ¢ dans 10,71 et décrire le support de la loi de p; sur F., a 'aide d’une équation aux

dérivées partielles parabolique controlée.

On remplace y par un contrdle u € H([0,T],IR™) dans les équations (1.31) et (1.33) et
on introduit, pour tout u dans H1([0,T],IR") le filtre non normalisé approché, défini pour
tout + dans [0, 7] et toute fonction ¢ dans Cp(IR™,R) par

(1.46) oty = E" [p(z¥) 23,

ou (x}. Z}') est la solution du systeme
¢ ¢ ‘ b _
= / Xo(zy) ds +/ Xi(x¥) odw! + / Xj(zy)ul ds
0 0 Jo

¢ t
~ 1
Z = exp (/ hi(zy)usds — = / h*(z") (l.S’)
0 2Jo

Si pt(2) désigne la densité par rapport & la mesure de Lebesgue sw IR™ du filtre non

(1.47)

normalisé approché, on a le résultat suivant.

Théoréme 1.2.5.2.

Pour tout t dans [0,T), tout © dans IR™ et tout contréle u dans H' ([0, T). IR"). py'(x) est

b

lunique solution de 'équation aux dérivées partielles parabolique

(1.48) dpi ()

= Lypp(w) -+ (halw) i) pi ().
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Sip et p* désignent les restrictions de p et p* sur [,7T], R, le sous-ensemble de [, défini
par R. = {p"(-), u € H'([0,T],IR"} et P. la loi de la variable aléatoire y — pY(-). alors

Ol a:

Théoréme 1.2.5.3.

Support(P.) = R.,

ot l'adhérence est prise dans I..



Chapitre 11

DIFFUSIONS ENGENDREES PAR
DES OPERATEURS DU SECOND
ORDRE INFINIMENT DEGENERES

2.1. LE THEOREME DE HORMANDER POUR DES OPER-
ATEURS DU SECOND ORDRE INFINIMENT DEGENERES
AVEC DES COEFFICIENTS DEPENDANT DU TEMPS

2.1.1. INTRODUCTION

Le but de cette section est de démontrer I'existence!d’une densité de classe C*° pour une
diffusion, solution d’une équation différentielle stochastique dont les coefficients dépendent
du temps, sous des hypothéses moins restrictives (iue la condition de Hormander. Fn
effet. on permet que la condition généra.z de Hormander fasse défaut d'une certaine fagon
“exponentielle” |, dans un sens qu’on précisera dans ’énoncé du théoreme 2.1.2.1. sur un

cnsemble de surfaces dans une sous-variété de codimension 1.

La démonstration du théoreme est de nature probabiliste. Elle est basée sur 'application
du calcul de Malliavin & la solution d’une équation différentielle stochastique dont les

coefficients sont Holder-continus par rapport a la variable de temps et de classe C* par
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rapport a la variable d’espace. Cette méthode nécessite des estimations précises pour des

processus de diffusion dans un espace euclidien.

Rappelons que S.Tanigushi [85] et P.Florchinger [29] ont démontré, sous une condition de
Hormander forte globale, respectivement une condition de Hormander locale, 'existence
d’une densité de classe C*° pour une diffusion, solution d’une équation différentielle stochas-
tique dont les coefficients dépendent du temps.

D’autre part D.R.Bell et S.E.A.Mohammed [4] ont traité, sous des hypotheses moins re-

strictives, le cas de coefficients homogeénes.

Cette section fait la syntheése des deux derniers travaux cités en traitant le cas des co-
efficients dépendant du temps sous des hypothéses moins restrictives que celles de [29].
Elle est subdivisée en trois paragraphes, organisés comme suit. Dans le deuxieme para-
graplie on précise les notations et on donne les énoncés des théoremes qu’on prouve dans lc
troisieme paragraphe. On commence par rappeler les lemmes clés de [4] qui seront utilisés
dans la suite. Puis, dans le lemme 2.1.3.4., on établit une version locale des hypotheses

des théoremes, qui permet de démontrer ensuite le résultat principal.

2.1.2. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit (2, F, P) un espace de Wiener standard de dimension d, i.e. 2 est l'espace de Ba-
nach C([0,T],1RY), tel que w(0) = 0, pour tout w dans €, muni de la norme ||w|q =
max.eo, 7] |w(t)|, P est la mesure de Wiener standard et F le complété de la o-algebre de
Borel sur €2 par rapport & la mesure P. Soit (F).e[0,7) une famille croissante, continue a

droite de sous g-algebres de F contenant les sous-ensembles de F de mesure nulle.

Pour tout ¢ > 1, notons L9 = L4(Q, F, P) 'espace de Banach de toutes les fonctionnelles
de Wiener f: Q — IR, intégrables a la puissance ¢, muni de la norme ||f||; := (E|f]9 )_ll
Dans la suite. on désignera la norme euclidienne sur IR™ par i| -| et la norme correspondante

sur I'espace des matrices m x m par || - ||. ‘
|
Considérons d+1 champs de vecteurs dépendant du temps Xy, ..., X4 sur un sous-ensemble

- D de IR™, s’écrivant

, d :
Xi(t,z) =X (t,x)—, 0<i<d
On suppose que les champs de vectéurs X;, 0 < ¢ < d, ainsi que leurs dérivées par rapport a

. sont Holder-continus en ¢ uniformément sur [0, 7] x I, pour tout sous-ensemble compact
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K dans IR'™, qu’ils sont de classe C*° en z a t fixé dans [0, 7], et qu’eux-mémes, ainsi que

leurs dérivées par rapport a x, sont uniformément bornés.

Si #, est une semi-martingale sur (2, F, (F, 71, P), on notera par odz, (respectivement
t s te[0,T]> :

dz,) sa différentielle au sens de Stratonovitch (respectivement d’It6). .

Soit le processus stochastique z; & valeurs dans IR"™, solution de I’équation différentielle

stochastique

¢ ¢
(2.1) xt~x0+/ Xo(s,:cs)d3+/ Xi(s,:rzs)ociwz,
0 0

ol z est une variable aléatoire Fy-mesurable & valeurs dans IR™ possédant des moments de
tous ordres bornés et on w, = (w}, ..., w?) désigne un F;-processus de Wiener de dimension

d.

Soit ¢ : D — IR une fonction de classe C™® et L lopérateur differentiel du second ordre

d
défini par L:= 3 > X2 + Xo +c.
i=1

Dans la suite, on considere les champs de vecteurs X;, 0 < ¢ < d, comme vecteurs colonnes.

Pour tout entier positif n, on notera E(™) la matrice & m lignes qui admet pour colonnes
les champs de vecteurs

) d - . A . d

Xl) R Xda [X’h ) Xiz]il,igzow & [Xi1> [va [’ [X'Lnfl ) Xln”"']]il,ig,...,in:07

ordonnés d’une fagon fixée une fois pour toutes. Ici, le symbole [, ] désigne le crochet de

Lie des champs de vecteurs.

Pour tous z dans D, ¢ dans [0,7] et n > 1, on note A(™)(¢,z) la plus petite valeur propre
de la matrice E™ (¢, 2) E(M7(t, ), ot 7 désigne la transposée d’une matrice.

Remarquons que )\(")(t, x) > 0, pour un certain n }'r 1, est équivalente a la condition de
Hormander pour 'opérateur parabolique L + % au point (f.z) de [0. 7] x D. De maniere
analogue & [4], on appelle point de Hormander parabolique pour opérateur L + 5—), tout
point x dans D pour lequel il existe un entier n > 1 tel que A" (¢, z) > 0, pour tout t dans
[0,T]. I’ensemble de tous les points paraboliques de D sera noté H. Notons que H est
ouvert dans D. L’ensemble fermé complémentaire H sera appelé 'ensemble des points

paraboliques non-Hormander. .

On peut maintenant énoncer les théorémes principaux:
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Théoréeme 2.1.2.1.

Supposons que l’ensemble des points paraboliques non-Hormander H¢ est contenu dans une
sous-variété N de D de classe C? et de codimension 1 et qu’en chaque point de H® au moins
un des champs de vecteurs Xy (t, -, ..., Xq(t,) est transversal par rapport & N, pour tout t
dans [0,T). Supposons de plus que, pour tout point x dans H¢, il existe un entiern. > 1, un
voisinage ouvert U de x et un exposant p €] — 1,0}, tel que AW (¢,y) > exp{—[p(y, N)]*},
pour tous t dans [0,T) et y dans U.

Alors, la loi du processus x; admet une densité de classe C* par rapport a la mesure de

Lebesgue sur IR™.

Remarque:
Si les champs de vecteurs vérifient la condition de Hormander locale et ne sont pas uni-
formément bornés, alors S.Tanigushi [85] donne un contre exemple pour lequel la matrice

de Malliavin associée au systeme est dégénérée.

En effet, si on considére les champs de vecteurs Xy et X; définies sur [0,77] x R? par

Xo(t,z) = (751)28%2 et X1(t,z) = a—i; + 2t xla%gv on montre facilement que I'hypothese

de Hormander est satisfaite en tout point, c’est-a-dire que X et [ X, [Xo. X1]] engendrent
R2
D’autre part, S.Tanigushi [85] montre que la matrice de Malliavin

t—s 2(t — 5)%(x, + wy — ws)

2(t — 8)2(zy +wy —ws)  4(t— s)3(zy + wy — wg)?
associée au systeme est dégénérée.

!
Théoréme 2.1.2.2. |
i

Notons X, Vaction de opérateur L — ¢ sur les fonctions réguliéres sur D. Supposons
-~ . . 3 -
que. pour tout © dans D, il existe un entier n > 1, tel que exactement une des deux

conditions suivantes soit vérifice:

() N (¢t ) > 0, pour tout t € [0,T].

(b) Il existe un entier k > 1, un voisinage U C D de x, une fonction v : U — IR de classe

C> ¢t un exposant p €| — U—gv,O[, tel que
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(i) ¥(x) =0 et il existe 1 < iy1,12,...,1 < d+ 1, tel que
(2.2) X, Xy Xi (& )Y(x) #0,  pour aucun t € [0.7].

(ii) XM (t,y) > exp(—|v(y)|P), pour toust € [0,T] et y € U.

Alors, la loi du processus x; admet une densité de classe C*° par rapport a la mesure de

Lebesgue sur IR™.

2.1.3. PREUVES DES RESULTATS

Dans ce paragraphe, T' > 0 est un temps fixé. On introduit tout d’abord une notion qui

va. étre tres utile pour la suite:

Définition 2.1.3.1.

Une variable aléatoire non négative X est dite exponentiellement positive, s’il existe des

constantes positives ¢ et ¢z, qu’on appelle les caractéristiques de X, tel que

P(X <€) <exp(—cie 1),

pour tout € €]0, ca].

On va également utiliser fréquemment le lemme suivant (cf.[40] lemme 10.5 p 398):

Lemme 2.1.3.2.

Soit y: [0, T] x Q@ — IR™ un processus d’Ité de la forme

(2.3) dys = a;(t) dw} + b(t)dt, 0<t<T,

Ol Gy, .ag, b2 [0,T]) X Q@ — IR™ sont des processus mesurables, (F)c(o.r)-adaptés, bornés
presque sirement par une constante déterministe cs. Soit > 0 et ¢ la variable aléatoire
définie par

(2.4) o:=inf{s > 0: |y(s) —y(0)| =»} AT.

Alors, o est un (Fi)ieo.1) temps d’arrét exponentiellement positif dont les caractéristiques
€[0,7]

dépendent seulement de r, cs, d et m.
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En prenant constante la variable de temps dans les coefficients de I'équation (2.1) & partir
d'un temps fixé, on peut définir, pour tout £ € [0, T, le processus stochastique suivant (cf.
(29]):

xy, sit<E N

[S]
<t
N

.lfg.t =

! /

Te +/ Xo(&, xe,s)ds + / Xi(€ zes) o dwy, sit>&.
3 /€

A ce processus on associe comme d’habitude:

Definition 2.1.3.3.

Pour tout £ dans [0,T|, notons ¢¢ s la dérivée du flot stochastique associé au processus

.’I,'n\:./,‘
Dans la suite. on considere le temps d’arrét oy, défini par

1 il
(2.6) o1 :=inf{s>0: |ms—x0\2§ ou ||¢rs — 1l > §,Vt§3}/\T

Alors. on déduit du lemme 2.1.3.2. que o est un temps d’arrét exponentiellement positif

avec des caractéristiques indépendantes de xg.

De plus. d’apres les hypotheses sur les champs de vecteurs, on a, pour tout ¢, t' dans [0. T:

sup  sup | Xi(t,z) — Xs(t' z)| < calt — 17
ic{0,...,d} zek

(2.7) et
sup  sup |VXi(t,z) — VX (1, )| < ealt — )7
i€{0,...,d} zEK
!
i
oit K désigne le compact {z € R™ : |z — zo| < 3} et o I'exposant des coefficients de
Holder. '

Donc. en posant 6 = (%)i pour tout ¢, t’ €R tel que |t — /| < 6. on a:

sup sup | X;(t,z) — X;(t' z)| <e
i€{0....,d} z€K

sup  sup |[VX;(t,z) — VX, (t' 2)] <&
i€{0....,d} z€K
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Rappelons maintenant les deux lemmes clés de [4):

Lemme 2.1.3.4.

Soit y : [0,T] — IR™ le processus d’Ité défini par (2.3). Supposons que o < T est un
(Fi)iejo.T)-temps d’arrét exponentiellement positif, tel que au moins un des coefficients de
diffusion a; satisfait la condition: |a;(s)| > 0, presque sirement pour tout 0 < s < o, pour
un certain & > 0 déterminé. Alors, il existe, pour tout n > 2, des constantes positives cs.

o et To. telles que, pour tout t dans |0, To[ et tout € dans ]0,cs t" M, on

tAo
(2.9) P(/ |ys|”ds<e> <exp{—06£_"++l}.
0

De plus. les constantes cs et cg dépendent seulement de d, cs, 0 et des caractéristiques de

o, tandis que la constante Ty dépend uniquement des caractéristiques de o.

Lemme 2.1.3.5.

Soient o un (Fi)ieqo,m) temps d’arrét exponentiellement positif, p € |—1,1[ et y un processus
d’Ité de la forme (2.3). Supposons que y et o satisfont une estimation de la forme (2.9).
pour un n > —p—fi—l. Alors, il existe des constantes positives Ty, c7, cg et ¢ > 1, telles que.
pour tout t dans 0, T1[ et tout € < exp {—cy t_é}, on a

tAo
(2.10) P(/ exp(—|ys|?) ds < 6> < exp {—cs|loge|®}.
0

De plus. les constantes T, cq7, cg et q sont complétement déterminées par la constante ¢y

du lemme 2.1.3.1., les constantes cs, ce et n de (3.7) et les caractéristiques de o. '

Ensuite, grace au lemme suivant, on établit une version locale des hypotheses du théoreme

2.1.2.1.

Lemme 2.1.3.6.
Supposons les hypotheses du théoréeme 2.1.2.1. vérifiées. Alors, pour tout x dans D. il

caiste un entier n. > 1, tel que exactement une des 2 conditions suivantes soit vérifice:
(a) N (t.a) > 0, pour tout t € (0,7

(b)I1 existe un voisinage ouvert U € D de x, une fonction v : U — IR de classe C* et un

exposant p € | — 1,0, tel que:
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(i) (z) =0 et Vip(z) - X;(t,z) #0, pour au moins un i =1,....d et Vt € [0,T].

(ii) XM (t,y) > exp(— |y (y)|P), pour tous t € [0,T) ety € U.

Preuve: .

11 suffit de montrer que, sous les hypothéses du théoreme 2.1.2.1., la condition (b) est
vérifise, pour tout z € H¢. Comme N est une hypersurface de IR™ de classe C2, il existe
une carte (V,0) de classe C?, centrée en z, tel que 0 := (61,0,) : V — R™ ! x R est un
C?-difféormorphisme ayant comme image I’ensemble ouvert 8(V), avec §(x) = (0.0) et
HINNV) = (R™ ' x{0})NA(V). De plus, les fonctions coordonnées locales 61 : V' — IR™ ™
et 05 1 V — IR sont de classe C?, avec Vy(z) # 0, pour tout z dans V et NNV = 0, {0} N
1", Par la condition de transversalité, il existe un ¢ = 1, ...,d, tel que X;(t.x) € T, N, pour
aucun ¢ € [0,7.

Or. ToN = [D8y(z)]*{0}, o Dby(z) désigne la dérivée de Fréchet de f, en x. Donc,
Vo (). X;(t,z) # 0, pour aucun t dans [0, 7.

Soit U; le voisinage ouvert de x de I’énoncé du théoreme 2.1.2.2. Choisissons une boule
ouverte V7 := B(z,6;1) C Uy UV, centrée en z et de rayon 6; > 0. Soit Vp C Vi la boule
Bz, 552—‘) Alors, pour tout y dans Va, p(y, N) = min(p(y, N 0 V1); p(y, NN VE)).

Or, p(y. NNVi) < &+ |y —z| < ply, NNVY), done p(y, N) = p(y, NN V).

Soient maintenant y dans V5 et z dans N N Vy. Alors, comme 6 est Lipschitz-continue, il

existe une constante positive k, telle que
ly — 2| > k|0(y) — 0(z)| = k[02(y)].

Done, p(y, N) > k|f2(y)| pour tout y dans Vo. Prenons U := V3 et ¢ := kfy,. Alors,
d'apres les hypotheses du théoréme 2.1.2.1., il existe un entier n > 1 et un exposant p dans
P = 1,0[. tel que A™(t,y) > exp {—[p(y, N)]P} > exp {~|w(y)|’} powr tous t € [0.7] ct
yeU.

Preuve du théoréme 2.1.2.1.:
On suit le schéma de preuve de [4] et on I’étend a des champs de vecteurs avec des coefli-

clents qui dépendent du temps, en utilisant la méthode développée dans [29)].

On écrit [0,7] comme réunion d’intervalles de longueur au plus . Soient N lentier. tel
g I
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que § < N < % + 1 et (t;)o<icn une suite de réels appartenant a [0,T], telle que

0=ty <ty <..<tny_1 <ty =T,avec |tig1 —t;| <6 pourtouti, 0 <i: < N —1,

Saus manque de généralité, on prend D = IR™ et on suppose que n est un entier, pour

lequel une des conditions du lemme 2.1.3.6. est vérifiée pour un point z* dans le support
de rg.

Soit  dans |0, T[. Alors, pour tout u dans S™~!, on a

(Z/ (071 X;(s,x5), >2ds<5>

=1
d tha, N—1
< P<Z/ Z <¢S'1 X;i(8,2s), )" N0 (8)ds < 5>
j=1 0 1=0

(q/):l Xj(8a$s)>u>2 = (¢;,13 Xj(ti)xti,s))u>2 + <¢:,_1 Xj(saxs):U')g - <¢L:,1¢. Xj(tiaxti,s)au>2

=1 =0
d  prtnoy N-1
=P Z/O Zw)t_ulsX (ti, To,,s), ) ]l[tl,tH_l]( )
j=1 i=0

_ N 3<,
+<(¢s LX(s,ms),u)?— < ¢p s Xj(tis @e,,8) U )ﬂ[t o] (8)ds < — —

N[Oy
[

d tno, N—1 ! 3e
S P Z Z d)t s l)'a’f S) U) Il[t t,,+1]( )ds < 7
; 0

u>2 - <¢t:15 X.’j (ti? Iti.s): U’>2|]l[t1i~,ti+1] (S)ds > 3

+
~
ﬁ
\
X
3
M
' |
=
@
5
e
——~
»
3]
w
[NSNIH
~_

On va scinder ce qui suit en deux étapes.

Dans la premiere étape, on montrera qu’il existe des constantes positives ¢4 et cy5. alnsi

ue des exposants 73 et r4, tous indépendants de u € S™, tels que, pour tous ¢ dans |0.7 .
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+ dans le support de zg et € dans |0, c14[, on a

d Ao, N—1 ) 3e
P Z . Z qst s tlaxt S) > ﬂ[t t1+1]< )dS < ?
J=t

N thoy N—1
< exp(—cise ™) + P(Z/ Z b ks Kitiy 2oy s) ) g, 1, (s) ds < &' >
0
ou les champs de vecteurs K7, ..., Ky désignent les colonnes de la matrice £ (n)

Puis. dans la deuxieme étape, on montrera qu’on peut trouver des constantes positives ¢og

et 75, telle que:

o NGy N-—1 N
‘P(Z/ Z |<¢;1 Xj(37xs)’u>2—<¢t_i,ls Xj(tiﬁ xti,s)’u>2|ﬂ'[tuti+11(8)d8> '5)
g=1"0 i=0 -

<exp(—car e ).

Finalement, on combinera ces deux résultats partiels pour en déduire la preuve du

thiéoreme.

e Premiere étape:

tAo N 1 3
<Z/ "5“ 5t Bee,s ) ) ey ) (8)ds < ?) = P(4)

J=1

= P(ANE) + P(AN E%)

el iAo, N—1 3e
oiv A= (30 [ S 00 Xttt ) 0 0) s < )

ot Eim (jj[ S S 00 5, Xl 1) |

d
+((b;}s{[Xj,X0] + % Z (X, [XL,Xk]]}(ti,a:tivs),'u,)z} L, 01 (s) ds < 6“).

l,k=1

aAvee o = L
AVCE (v = 5.

Puisque les champs de vecteurs intervenant dans 1’équation (2.5) ne dépendent pas du

temps. pour s dans [t;,;11], on peut appliquér le lemme 6.5 de [3] (cf. aussi theorem
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A.24 de [48]), ct il existe donc des constantes positives cig et ¢, indépendantes de w dans

Sm=1 telles que

(2.11) P(ANE®) <cyg exp(—cr1e” ).

~

D’autre part, £ C FNG, avec

Par conséquent,

d thoy N—1 3
P(Z/ Z ¢t1,s thxt S) >2H[ti,ti+1]( )dS < —>
=170

_:

< g exp(—c11e7Y) + P(ANFNG).

et en appliquant la méthode précédente a P(A N F N G), on obtient

(213) P(AﬂFﬂG) S C12 eXp(—Cl;gEiaz) + P(AﬂFﬂGﬂH),

t/\alN 1 N
oﬁH:(z LS 00 D Xl ) 0 T (55 < ).
l.j,k=1

=0

II est facile de voir que

d t/\UlN 1
GNHC <Z/ Z (e, 51X, Xol(ti, 74, q) >2Il[ti¢,+1](s)ds<a’“1>.
j=170

pour un certain-:y €10, 1] et un € suffisamment petit. Donc,

tho, N—1 d
AanGmHg(/ Z{ (e, X5 (tir w,) )
J0O e 1

J=

d
‘T’ Z <¢1;,13[Xj,XI,](tiamti,S) > }H[L,, 1+l]( )(15 < & ’>.

[,j=0
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pour un certain ro €10, 1{ et un e suffisamment petit.

En combinant ceci avec (2.12) et (2.13), on obtient

iINO1 N-—1 3

d =
(2.14) P<Z/o D ks Xty ), w) g e, (8) ds < 7)
j=1 i=0

d
Z {(Z(O;l\‘YJ(L Ty, ’5), ’l/,>.2

tAo1 N-1
2
<o exp(—ciie ) +cip exp(—cize™ ™ ) + P(/
0 i=0

d
+ Z <¢ti,1s[XjaXl](tiaxti,s),'U')Q}]l[l,,.tprl](s) ds < 6'.Q>.
l

J=1

En itérant cette procédure, on obtient finalement que pour tout n > 1, il existe des
constantes positives ciq et ¢1s5, ainsi que des exposants r3 et 74, tous indépendants de u
dans S™ 1. tels que, pour tous t dans ]0,7T[, = dans le support de zq et € dans |0, cy5[, on

a

d tAo, N-1 ~
(215) P<Z/ Z<¢;,IS Xj(tr“xths),’U,>2]]_[t1’tl+l](8)ds < 7)
j=170 i—0

N thoy V-1
<exp(—ci5e 3) + P<Z/ Z (QS;}S Ki(t;, mti,s),u)2115,;,_“+l|(s) ds < 5”).
=170 i=0

oit les champs de vecteurs K, ..., K i désignent les colonnes de la matrice X (n),

e Deurieme étape: '
Pour tout i. 0 <1< N —1lettout 7,1 <7 <d, on a:
Host X (s, ws),u)? — (qb;,lb X (ti, ty.), uh?|
< Hot Xj(s, ), 'u,>+(c/)t_i}S X (ti, @y, ), ud| X (gt Xj(s.25), u) —{o; L Xty ). u)l-

Donec. d'apres inégalité de Schwarz et (2.8), on en déduit, pour tout s € [ty t;41]. tel que

L .
S S 0y
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d
S bt Xy(s,ms) w) = (g Xt Teis), W)

j=1

< (1 + |65 D (E + | — 2 sl + ot — o0 51D,

oit ¢y est une constante qui dépend seulement de d, m et de la quantité

Ky = sup sup (| X;(t2)| + [VX;(t z)]).
J{0....,d} (t,x)€[0,T]x R™

Par conséquent,

o iAoy N—1 a
P<Z/ Z '<¢s_1 Xj(s,xs),u>2 - <¢;,ls Xj(ti’mti,S% u>2|]1[t1,t‘-11+1](5)d5> 5)
j=1"9 i=0 N

tAoq N-—-1 ] -
§p</‘ 3 oL+ 197 I + 20 - sl 187" = ¢ s (5105 > )
40 i=0 -

—1 tip1No1 _
: o —1 2 —1 -1 . &
(2.16) <> P(/MUI cie(l -+, " INE"+lzs — sl +Hds — ¢y, sll)ds > 2N>‘

=0

Or, powr tout i € {0, ..., N — 1}, on a, d’apres la section 1.4. de [29):

tit1A01 ] e
(2.17) P(/ cio(1 + 105 N E> + |zs — e o] + 05" — @1, 5D ds > —>
t

iNO1 2N
<P — K P g, ! Koppe)
< ( sup |zs — 2,5 > m€)+ sup 65" = Sl > Kinz).
SE[tiNoL, tip1 A0 ] SE[LiATLLig1 Ao
on K, = e
m = T5revm) (Tt Ders”

D’autre part, en prenant v = K& dans le lemme 1.3.2.4 de [29], il existe deux constantes

positives ci7 et c1g, qui dépendent seulement de T, m, d, p et Kx. telles que:

P( sup |zs — x4, 5] >§Km6) <7l
sE[tiAa 1 tivi Ao |

P( sup [ gb;lSH > Kme) < cpdel.

SE[tl/\Ul,ti+1/\Ul[

Donc. d'apres (2.17) on a pour tout p > 0,

g1 Aoy E c
P(/ cwu+wxﬂmﬁ+¢u—x%A+n@*—¢xmm5>;ﬁ><Cm5w.

L, A\Noy
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ol ¢y est une constante strictement positive dépendant seulement de T', m, d, p et K x.

De plus. d'apres la définition de N. il v a moins de £ + 1 termes figurant dans la sommnie
I ) I k) g

(2.16), donc on obtient pour tout p > 0:

d thoy N—-1 ~
—1 2 —1 2 € B
P(g / g (b5~ Xj(s,xs),w)” — (b, s Xj (s> Tey,s), w) " [ g, 10y (8)dS > 5) < cog &P,
oll ¢y est une constante strictement positive dépendant seulement de 7', d, m, p et [x.

Quitte a prendre p assez grand, on peut alors trouver des constantes positives cg; et 15

telles que

(2.18)
d AT N-—1 -
P(Z/ Z |<¢;1 Xj(5a$8)7u>2ﬁ<¢t—i,ls Xj(ti’xths)?u>2|]]‘[ti1ti+l](s)ds> 5)
j=170 i=0 -

< exp(—esne ).

En combinant les résultats de la premiere et de la deuxieme étape, (i.e. (2.15) et (2.18))

on trouve:

d t
(2.19) P(Z/ (p71 X,(s,25), u)’ds < 5> < +exp(—co1e ")
P

N thoy N—1
U <Z/ Z <¢;1s Ki(ts, 2e,.5), u>2ﬂ[ti‘t«t+1](s) ds < EM)‘
1=170 i=0

o Tg — 13 ATy et cog = €91 V 5. |
i
. . . . . .7 l .
Notons (), la matrice de covariance de Malliavin assoc1e13 au processus stochastique a;.
Alors, d’apres les résultats du chapitre I, Q; = ¢ Cy ¢7, ou C, désigne la matrice définie

par

En prenant infimum sur S™ 1, dans la relation (2.19), on obtient par compacité (cf.[3]

lernme 6.8):
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N tho, N—1 .
+coqe” ™ sup {P(Z/ Z (gf)t_i,ls Ki(ti,x, 5)s z,a)zll[tl_,q“!(s) ds < (3255"'> }
= B i=0

)

pour ¢ dans [0, cyg] et des constantes positives cag, C24, C25 et co-
Or, pour tout [, 1 <[ <N,

5

< 1:15 I(’:(t‘l7zt1_.8)’u>2 - (((gbt_hlb o I)Kl(tiaxtl‘s))u> + (I(l(tl)mtus)’u>)—-

donc

N thoy N—1
SLl[) {P <Z / Z <¢':;\15 Kl (ti’ xtl's)’ U>2]l[tmt1+1](s) dS < 025 6714> }
e ) i=0

Ju]=1 [—1 70
N tho; N—1 oy
S sup {P<Z/ Z <Kl(tiaxti,8)au>2]1[ti,ti+1](s) ds < %) }
[u|=1 =170 i=0 ”d"f., 5 [“-
N tAhay N—1 ra
" ISl|lp {P<Z/0 Z (Ki(ti me,s), u>2ﬂ[tmtvﬁ+1](3) ds < 62596 > }!
=t =1 =0 “

et comme, d’apres la définition du temps d’arrdt oy, [|¢ % — I|| < &, pour tout 5, 0 < s <

o1, on obtient

N tAoy N-—1
sup {P<Z/ Z (Qé;,lb Kl(ti;xtl,s)au>2]l[t1.tl+1](3) ds < ¢z 5r4>}
=1

thay N—1
S P(/ Z A(n)(tl,xtz’s)n[tl,tl+1](8) dS < 0286’“‘) .
0 =0

car (K (s, p, 5),w)? > AW (t,zp, ).

Donc

PuTCiu < €) < exp(—coze™ ")

tho, N—1
(2.21) +Cz4€_mp</ Z A (b, 20,5 U, 0, (8)ds < cos 5”)-
0 i=0

Or, on se trouve forcément dans une des deux situations du lemme 2.1.3.6.

Supposons d’abord que (a) soit vérifiée en (¢,z*), pour un n > 1 et tout ¢ dans [0. 7.
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Alors, par continuité de A il existe p > 0 et & > 0, tel que
(2.22) MM (t,y) > 6
powr tout ¢ dans [0, 7] et tout y dans B,(z*), ot B,(z*) désigne la boule ouverte de R

centrée en = et de rayon p. Soit V = B 3 (z*). Supposons que t appartienne a V et

notons o9 le premier temps de sortie de z; de V. Alors, d’apres (2.21) et (2.22),

Cog &4
(2.23) Pu™Ciu <e) <exp(—cage ") +coue ™ P<01 ANog ANt < 22 >

~4

Cog & Cog €74 Cog €™
Or.sit > ZS(Q ,ona P(Ul Nog At < 2866 > = P<01 N oy < 986 ) et comme

o, A\ o est un temps d’arrét exponentiellement positif, il existe des constantes

. Cog €7 o _,
positives ¢i et ¢q, telles que P o1 Acgs < S < exp (— e "), pour tout & € 0. ¢a|.
€28
Donc.
T —r —-m 015 —r.
Pu™Cuu <€) <exp(—coze ") +coge Mexp| — g™
C28
S Cog Ep + Cog €XP (—03084631 r7>
ou 17 = 14 ATg. Cag, C30 €t ¢31 sont des constantes positives indépendantes de xy € V.

Or. si @Q(x) désigne la matrice de Malliavin associé au processus stochastique z,. avec
rg = z, alors. pour tout ¢ > 1 et tout sous-ensemble borné V de IR™, il existe une

constante positive cg telle que, pour tout ¢ dans |0, T et tout z dans V, on a

©° [
| (det Qu(=)) M50 < eo{1 Z inf P WGl < j ) b,
Dou -
er@uta) I < eof (25) T 4 can)
€l Wl Qq_cg{ -~ €32 (s
b 1 R =l
Ol €39 = 1 +c9p ZGXP(*%O j FTma) < 4oo, carsij < [(ff) B ],on a L{S'ﬁ > .
=k

L L
et dans ce cas. on majore la quantité P(uTC’t (z)u < j~7m) par 1.
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Donec.

2mq

+ 632}} = 0.

t—0

| . ‘ ¢ ot
Iglggrt 10g<21€15H(detQt(y)) “q) - hmg—qbg[@{(£>

Si par contre le point (b) du lemme 2.1.3.6. est vérifi¢, on peut choisir p > 0 assez petit

pour assurer que B,(z*) C U et que
1 * *
V() Xi(t, z)| > ilvw(m ) Xi(t,2™)| >0

pour au moins un %, 1 < ¢ < m, pour tout z dans B,(z*) et tout ¢ dans [0,7].

Soit V = B_g(:c*). Supposons que z appartienne a V' et notons os le premier temps de
sortie de x; de Be(z).

D’apres le point (b) (ii) du lemme 2.1.3.6., on a, M) (£ y) > exp(—[(y)|P), pour tout
t € [0, 7], donc en introduisant dans (2.21) on obtient:

t/\O’l/\O'g
(2.24)  P(u"Cru < &) < exp(-caae™ ™) +cZ4e‘mP(/ exp(—|ys|P)ds < c-zgaﬂ).
0

ol y; désigne le processus (z;) pour t < g3.

D’autre part, comme

dry = Xo(t, ze)dt + X, (¢, x¢) o dw;
= (L —c)(t,zy) + Xi(t, z¢)dwy,

on a. d'apres la formule d’[t6:

(2.25) dy, = (L — e)p(x)dt 4 V) Xy (24 dw;.

De plus. d’apres le lemme 2.1.3.2., 0 := 01 Aoy est un temps d’arrét exponentielidment posi-
rif et d'apres le lemme 2.1.3.6., pour au moins un %, |Vp(c) X;(t. )| > 0, pour tout t dans
10, 7). donc par continuité de V) et des X, il existe un 6§ > 0, tel que |V (zy) X, (t, )| > 0.
pour tous s < g3 et t dans [0, 7).

Par conséquent le processus y; et le temps d’arrét ¢ vérifient les hyvpotheses du lemmme

2.1.3.4. Donc (2.9) est vérifiée powr tout n > 1 avec 0 = o1 Aoy et y, = v(x,) et par
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application du lemme 2.1.3.5., on déduit qu’il existe des constantes positives c¢7, cg, T}

ot ¢ > 1, toutes indépendantes de = dans V, telles que, pour tout ¢ dans [0,77] et tout
L

s <exp(—ert ),

tAC1AT3 N '
(2.20) 2 </ exp(—|ys|?) ds < cog a”) < exp{—cs|loge™|? }.
0
En substituant cette estimation dans (3.24), on obtient:

(2.27) Pu™Cuu < ) < exp(—caze ) 4 cog e ™ exp{—ca|loge |7 }.

1
W

pour tout ¢ dans [0,7T} et tout € < exp(—czt ™). Par conséquent,

L
7

(2.28) [(det Qi) " [l33 < eofexp(@macet ) +css}

)}

car si j < [exp(qu cet 9 )], on majore la quantité P(’LLTCt(CLT)u < j*ﬁv) par 1. Donc,

+0o0
ol 33 = {1 + Z(exp(—cz?,jﬁ?) + c24§77 exp{—cz|log j "7
=k

|-

. -1 . L
tl_l,%lth IOg(SIEJBH(det Q:(v)) ||q) = t£%1+ ot T = 0.

Finalement, on a montré que pour tout ¢ > 1 et tout = dans D. il existe unn voisinage V

de = tel que

Jim, ¢ log (sup||(des @) ], ) =0

En particulier, pour tous t et ¢ assez petits et tout p > 0, ]un a

|
PuTCwu < g) = O(eP).

De plus, les conditions sur les champs de vecteurs impliquent que les composantes de la

watrice de Malliavin € ont des moments de tous ordres.

Le résultat suit alors du théoréme-1.1.10.4.
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Remarque:

Comme on vient de montrer, 'explosion en temps petit de l'inverse de la matrice de
Malliavin est sous-exponentiel.

Toutefois, on ne peut pas conclure quant a hypoellipticité de l'opératewr L + 7(), car
la méthode utilisée par S.Kusuoka et D.Stroock [48] afin d’obtenir ce résultat ne semble
sTappliquer qu'aux opérateurs a coefficients homogenes.

Cependant, en appliquant les résultats de D.R.Bell et S.E.-A.Mohammed [4] pour chaque
/€ [0. 7] fixé, on montre que si on a Lu = f pour une certaine fonction f de classe C*> en

1. alors la fonction u(t, ) est de classe C* en z.

Preuve du théoreme 2.1.2.2.:
La preuve du théoreme 2.1.2.2. nécessite le lemme suivant de [4], qui est une modification

du lemme 2.1.3.4.:

Lemme 2.1.3.7.

Supposons la condition (2.2) vérifiée. Soient y, le processus d’Itd. défini par (2.25) et o un
(Fi)ieqo,r)-temps d’arrét exponentiellement positif. Alors, il existe des constantes positives
Cag, Cag et ca1, qui dépendent seulement des caractéristiques de o, telles que, pour tout t

dans 10, cag| et tout & dans )0, cso £18)* [, on a:

tAo o
(2.29) P(/ |lys|%ds < e) < exp(—031 g a®F )
0

On montre alors que l'inégalité (2.10) est satisfaite par le processus y := y, défini par
(2.25), tant que p reste dans | — (f;T’ O[ (cf [4] p.23-26). La fin de la démonstration suit

exactement celle du théoreme 2.1.2.1.

Remarque:
Les estimations obtenues ci-dessus devraient premettre d’obtenir une estimation de Varad-
han pour la densité. Des estimations de ce type ont été obtenues dans le cas hypoelliptique

par R.Léandre ([49-50]) et dans un cas trés dégénéré par P.Florchinger et R.Léandre {34].
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2.2. REGULARITE DE LA DENSITE DU FILTRE ASSOCIE A
UN OPERATEUR INFINIMENT DEGENERE.

2.2.1. INTRODUCTION .

Dans cette section, on applique les résultats prouvés dans la section précédente a un
probleme de filtrage non linéaire, ol les coeflicients du signal vérifient la condition de
Hormander dégénérée introduite précédemment. Plus précisément., on montre que le filtre
non normalisé associé a un probleme de filtrage non linéaire, avec des bruits corrélés et des
coefficients d'observation non bornés, admet une densité réguliere, méme si la condition
de Hormander n'est pas vérifiée dans un certain sens ”exponentiel” sur une collection

d’hypersurfaces.

Cette section est divisée en cinq paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxiéme
paragraphe, on introduit le probléeme de filtrage non linéaire étudié dans ce chapitre et on
rappelle quelques notations dont on a besoin par la suite. Dans le troisieme paragraphe. on
redémontre le théoreme 2.1.2.1. sous des hypotheses moins restrictives. Dans le quatriéme
paragraphe, on définit un filtre non normalisé, 1ié au filtre défini dans le second paragraphe
par une formule de Kallianpur-Striebel. Dans le cinquieme paragraphe, finalement, on
énonce et démontre le théoreme principal en utilisant le résultat préliminaire du troisieme

paragraphe.

2.2.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (2, F. P) un espace de Wiener standard de dimension d, i.e. ) est Pespace de Ba-

[y

nach C([0,T].R%) tel que w(0) = 0, pour tout w dans €, muni de la norme o =

max;e(o,7) [w(t)|, P est la mesure de Wiener standard et JF le complété de la o-algebre de
Banach sur €, par rapport & la mesure P. :
Notons (Ft)sepo,r) la filtration consistant en la famille 7 ide sous-tribus de F, engendréc

par {w(s) : 0 < s <t} et contenant les sous-ensembles de F de mesure nulle.

Considérons d + 1 champs de vecteurs Xg, ..., Xy sur IR™ s’écrivant

Xi(z) = XJ('I:)i 0<i<m.

Oz

Pour tout entier naturel n, notons £ la matrice qui admet pour colonnes les champs de
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vecteurs

Y. o 1d g . . . d
X Xa; [X11 ) Xlz 11,i2=01 """ [X’m [Xwa [a [Xln—1 : Xin”"'Hil.ig,.“,in:O'
ordonnés d'une fagon fixée une fois pour toute. On considere chaque champ de vectenns
sur IR™ comme un vecteur colonne par rapport & une base (canonique) fixée de l'espace
de tous les champs de vecteurs de classe C*° sur IR™. Pour tout z dans IR™ et n > 1.

définissons A(™ () comme étant la plus petite valeur propre de la matrice E™ (2)EUI7 ().

Rappelons que /\(”)(:L‘) > 0, pour un certain n > 1, si, et seulement si, la condition de
Hormander générale est vérifiée pour Popérateur parabolique G + 2 en z € IR™. ou
g p p p q 5
d
G = Xo +% ) Xiz. Comme dans la section précédente, on dit que z € IR™ est un point de

i=1
Hérmander parabolique pour 'opérateur G, s’il existe un entier n > 1, tel que A () > ().

On note H ’ensemble de tous les points de Hormander paraboliques et on appelle points

paraboliques non-Hormander les points appartenant a ’ensemble fermé H€.
Supposons de plus que les champs de vecteurs vérifient la condition suivante:

(H) Supposons que ’ensemble des points paraboliques non-Hormander € est contenu
dans une sous-variété M de classe C? et de codimension 1 et qu’en chaque point
de H¢, au moins un des champs de vecteurs Xy, ..., X4 soit transversal par rapport
a M. Supposons de plus que pour tout point x € H€, il existe un entier n > 1, un
voisinage ouvert U de z, et un exposant p€—1, 0] tel que A (y) > exp {A [p(y. 1\/[)] P}

pour tout y dans U, ou p(y, M) désigne la distance euclidienne entre y et /.

Considérons le probleme de filtrage non linéaire associé au couple signal-observation

(vr,y:) € IR™ x IR, solution de 1'équation différentielle stochastique !

L

' L

Ty = T +/ Xo(zs)ds —i—] Xi(zg) o dw; + / X(zs) (h(zs) ds + odv,)

g 0 0 Jo

(2.36) %

Y = / h(zs)ds + vy,
Jo

O1l.
L. g est une variable aléatoire de loi my.
2. X est un champ de vecteurs sur IR™ de classe Cp°, s’écrivant

X(z) = Yj(m)-ai—j.
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3. h est une fonction de C*(IR"™,1R), telle que h ainsi que ses dérivées de tous ordres
sont a croissance sous-exponentielle.

4. Xo + hX est & croissance sous-linéaire (pour éviter I'explosion de la solution
du systeme (2.36)).

On définit alors le filtre comme d’habitude en théorie du filtrage non linéaire.

Définition 2.2.2.1.

Pour tout t dans [0,T], notons m le filtre associé au systéme (2.36). défini pour toute
fonction ¢ dans Cp(IR™, IR) par

(2.37) mep = Blp(:)/ V],

ot Y =a(ys /0 < s <t).

2.2.3. UN RESULTAT PRELIMINAIRE

Dans ce paragraphe, on démontre P'hypoellipticité d’opérateurs différentiels du second
ordre, avec des coefficients dépendant du temps, sous des hypotheses légerement moins

restrictives que celles du théoreme 2.1.2.1.

Considérons, sur le méme espace de probabilités que ci-dessus, I'équation différentielle

stochastique

dzy = Xo(t, &) dt + Xi(t, %) o dw?
(2.38)
Tog=1€ IRn,

ot Xg. ... Xq sont d+1 champs de vecteurs sur IR™ qui dé;pendent du temps. On suppose
de plus que les champs de vecteurs X;, 0 < i < m, ainsi quéz leurs dérivées par rapport a .
sont, Holder continus en ¢ uniformément sur [0, T] x K, pour tout sous-ensemble compact
K de IR™, C* borné en z, si t est considéré comme élément fixé de [0,T] et que toutes kulis

dérivées en x sont uniformément bornées.

De facon analogue au paragraphe précédent, on note, pour tout entier naturel n, E la

matrice dont les colonnes sont les champs de vecteurs

v v . [V . 1d .
/\1: - 23 Xd7 [XilaX’iz]il,i2:Oa

(X [ X, [ X,y X I DN

ot =00
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arrangés dans un ordre fixé une fois pour toutes. Pour tous z dans IR™, ¢ dans [0,77] et
d > 1, notons A (¢, z) la plus petite valeur propre de la matrice £ (t, 2)EW7 (¢, 1),

Iei, on dit que z € R™ est un point de Hormander parabolique pour l'opérateur L =
p jue p p

- d -

Xy + é S X2, ¢'il existe un entier n > 1, tel que A(™(0,2) > 0. On note H, l'ensemble
i—1 .

de tous les points paraboliques et HS 'ensemble fermé de tous les points paraboliques

non-Hormander.
Supposons de plus que les champs de vecteurs vérifient la condition suivante:

(H) L'ensemble des points paraboliques non-Hormander H¢ est contenu dans une sous-
variété N de classe C? et de codimension 1. De plus, en tout point de H€¢, au moins
un des champs de vecteurs Xl, ...,Xd est transversal par rapport a N et pour tout
point © € H€, il existe un entier d > 1, un voisinage ouvert U de x, et un exposant
p €] —1,0[ tel que A (0,y) > exp {—[p(y, ]\/[)]p}, pour tout y dans U, ou p(y, Al)

désigne la distance euclidienne entre y et N.

Remarque:

Rappelons que dans la premiére section de ce chapitre, on a supposé que A (t,y) >
exp {—[p(y,]\/[)]p}, pour tout y dans U et tout ¢ dans [0,7]. Cette hypothese est trop
forte dans cette application, car le transport des coefficients nécessaire a la preuve de la

proposition 2.2.5.8. implique seulement cette propriété a l’origine.

On a alors le théoréme suivant.

Théoreme 2.2.3.1.

Supposons l'hypothése (H’) vérifiée. Alors le processus stochastique T, admet une denstté

de classe C*° par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR".

Preuve:

Les champs de vecteurs X;, 0 < @ < d, étant Holder-continus en £. on en déduit la continuité
de la fonction ¢ +— XM (¢, z). Par conséquent, la condition (H') implique qu’il existe nne
constante strictement positive ty. telle que pour chaque x € H¢. il existe un entier n > 1. un
voisinage ouvert U de z. et un exposant p €| — 1,0/, tel que A (¢ y) > exp{—[p(y. N)]"}.
pour tout y dans U et tout ¢ dans [0, to.

Le reste de la preuve est quasiment identique a la preuve du théoreme 2.1.2.1. La seule
différence est l'utilisation d’une version un peu modifiée du lemme 2.1.3.6. En effet,

Uhypothese (H’) implique:
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Lemme 2.2.3.2.

Pour tout x dans IR™, il existe un entier n > 1 tel que exactement une des deux conditions

suivantes est vérifiée:
(a) N0(t. ) > 0, pour tout t € [0, to]
(b) Il caiste un voisinage ouvert U de x, une fonction 1 : U — IR de classe C? et un
caposant p €| — 1,0, tel que:
(i) () =0 et Vip(z) - Xi(t,z) # 0, pour au moins uni = 1....d et Vt € [0, to].

(ii) MD(t,y) > exp(—|w(y)|P), pour tous t € [0,to] ety € U.

Alors. pour tout z dans IR™, on peut montrer exactement comme dans le paragraphe

2.1.3.. que pour tout ¢ > 1, il existe un voisinage V' de z, tel que

sup P(u"Ciu < ) = O(e7),
Ju|=1

oit Q(x:) désigne la matrice de Malliavin associée au processus stochastique (Z;)¢eqo, 7] avec
i = x, ¢, est la dérivée du flot stochastique associé et Cy = ¢, *Q;(2)(¢]) ' Cela conclut

la preuve du théoreme 1.1.10.3. =

2.2.4. LE FILTRE NON NORMALISE

Afin d’obtenir, pour presque chaque w, une version continue pour la norme de Banach sur
espace Co ([0, T],IR™) x {0, T] du processus (y,t) — z;(w,y) , on définit, comme dans [28].
. processus stochastique 7, tel que le processus x; peut s’écrire en fonction de Ty, y, et

du flot déterministe associé au champ de vecteurs X.

Définition 2.2.4.1.

Notons ®, le flot déterministe associé au champ de vecteurs X (i.e. P, est l'unique solution

t
de ['dquation déterministe &, = = + / Y((I%(CC)) ds).

0
Notation 2.2.4.2.

el
ox,

Si X désigne un champ de vecteurs-sur IR™ tel que pour tout v dans IR . X (x) = X (x)

el si I est une fonction dans C1(IR™, IR™), alors, pour tout x dans IR™,
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pPosons

XF(z)= Xj(.’lf)an

ot

Définition 2.2.4.3.

Notons T, le processus stochastique, solution de l’équation différentielle stochastique

ot t
(2.39) Ty — xo + ]” (@Z:lXO)(fS) ds /” (‘Pz:le)(Th) o dwy.

On a alors le résultat suivant qui nous permet de définir le processus stochastique a;; pour

chaque trajectoire du processus ;.

Proposition 2.2.4.4. (cf.[17] ou [8])

Pour tout t dans [0,T], x = @y, (Tt)-

De plus, comme d’habitude dans les problemes de filtrage non linéaire, on définit pour tout

t dans [0, 7] 'exponentiel de Girsanov associée au systéme (2.36) par:

(2.40) Zy = exp(/ih(ms)dvs + % /1 h3(x,) ds)
Jo Jo

Ainsi, utilisant la proposition 2.2.4.4. et la définition du systeme (2.36), on a. pour tout ¢

dans [0.7T), Z, = exp Vi, avec

L L
. 1

oL - et 2 -
(2.41) V, = / h(®y, (T5))dys — 5 h? (D, (T,)) ds.

J0 0
Les hypotheses sur la fonction A n’impliquent pas nécessairement que le processus stochas-
¥ -1 : : : ..
tique 2, est une Fj-martingale. Par conséquent, on ne peut pas appliquer le théoreme
de Girsanov, afin de définir une probabilité de référence et un filtre non normalisé associ¢

au systeme (2.36). Néanmoins, on définit un filtre non normalisé formel, par une formule
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(W2}
(@

obtenue apres une intégration par parties dans Pintégrale stochastique apparaissant dans

I'expression du processus stochastique V;. En effet,

Proposition 2.2.4.5.

Pour tout t dans [0,T], on a

¢
- / (®21X,) H(ys, Ts) o du,
J0

ot H est la fonction définie pour tout (t,x) dans [0,T] x IR™ par

Ht z) = /0 ho®(x)ds.

Pour montrer un résultat d’intégrabilité pour le processus stochastique Z;, on suppose que

pour tous > 0 et € > 0, il existe une constante K. > 0, telle que

d
(2.43) [ Xh|+ sup |G(ho®)|+ > sup |Xi(ho®,)|* < eh® + K,.

Is|<r i—1 1sl<r

Remarque:

Si les bruits sont indépendants (i.e. si X = 0), on retrouve la condition de Sussmann [82].

On obtient alors

Proposition 2.2.4.6. (cf.[28])

Pour tout p > 0, le processus stochastique Zy appartient a llespace LP (W Rmyg) pour presque

tout y (ici, W désigne la mesure de Wiener sur ’espace 0‘6 probabilité (0, F. F,, P)).

Cela nous permet de définir le filtre non normalisé comme suit.
b

Définition 2.2.4.7.

Pour tout t dans [0,T). définissons pour toute fonction + dans Cy,(IR™. IR), le filtre non

normalisé associé au systeme (2.36) par

(2.44) peh = E¥ [(x)Z,],
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ot B" désigne lintégration par rapport a la mesure W & my.

Le filtre non normalisé p, est alors lié au filtre 7, par la formule de Kallianpur-Striebel.

Théoréeme 2.2.4.8. (cf. [28]) .
Pour tout t dans [0,T] et toute fonction ¢ dans Cy(IR™, IR), on a

2.45 T = ——.
( ) i pel

2.2.5. EXISTENCE D’UNE DENSITE REGULIERE POUR LE FILTRE

Le filtre 7, étant 1ié au filtre non normalisé p; par la formule de Kallianpur-Striebel (2.45).
il est équivalent de démontrer I'existence d'une densité de classe C> par rapport a la

mesure de Lebesgue pour le filtre 7y ou le filtre non normalisé p;.

Pour cela, il suffit de montrer que toutes les dérivées au sens de Malliavin du processus
sont des mesures bornées. Le calcul de Malliavin permettant de faire une intégration par

parties sur 'espace de Wiener, le résultat se déduit du lemme suivant.

Lemma 2.2.5.1. (cf.[53])

Soit v une mesure de Radon finie sur IR™. Supposons que pour tout multi-indice «, il

existe une constante finie Cy, telle que pour toute fonction 9 dans C°(IR™), on ait:

(2.46) | T <l

Alors, la mesure v admet une densité de classe C*° par rapport a la mesure de Lebesgue

sur IR™.

'

Ceci nous permet d’énoncer le théoreme principal de cette section.

Théoreme 2.2.5.2.

Supposons I'hypothése (H) vérifiée. Alors, pour tout t dans |0,T). le filtre non normalisé

pr admet une densité de classe C*° par rapport a la mesure de Lebesque sur IR™.
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Preuve:

D apres la définition 2.2.4.7. et la proposition 2.2.4.4., on a

(2.47) pep = B[t o &y (Te) Z:).

»

Powr montrer que le filtre non normalisé p; admet une densité de classe C*° par rapport a
J]a mesure de Lebesgue, il suflit d’avoir une formule d’intégration par parties et de montrer
que l'inverse du déterminant de la matrice de covariance de Malliavin, associée au processus

stochastique T;. appartient & LP(W & myg), pour tout p dans IN™.

Rappelons tout d’abord quelques résultats préliminaires:

Définition 2.2.5.3.

Notons I, la dérivée du flot stochastique, associé au processus stochastique T, défini par

Iéquation (2.39), i.e. Fy est l'unique solution de ’équation différentielle stochastique

i g/
(2.48) F, =1 +/ D(®; 7" Xo)(Ts)Fs ds + / D(®; ' Xi)(Ts)Fs 0 dw},
0 0

Par application du gradient stochastique au processus stochastique T, (cf. 1.26), on obtient

Proposition 2.2.5.4.

Pour tout t dans [0,T] et tout 7, 1 <1i<d, on a:

(2.49) Dz, = FiF, (3571 X,)(,).

Ce résultat permet de montrer la proposition suivante ‘

Proposition 2.2.5.5. (cf. [29])

Pour toute fonction 1 dans Cg°(IR™, IR) et tout t dans [0. 1], o ®,, () et Z; sont dans
ID>* (W) pour tout y dans Co([0, T, IR).

De plus. la matrice de covariance de Malliavin A, associée au processus stochastique &,

est définie par
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(0¢]

Proposition 2.2.5.6.

Pour tout t dans [0,T],

t d ,
(250) M=y / Fo S (@ X))@ X)) (F, ) ds )

Ces notations permettent d’obtenir de fagon analogue & [8] ou [56] la formule d'intégration

par parties suivante.

Proposition 2.2.5.7.

Pour tout t dans [0,T] et tout 7,1 <j <m, on a
d t -
D) =57 (o 2y, w07~ 3 [ (DIM Dz s
i=1 40

d £ _ d t
(251) -m Y (D ogz) Dz s+ Y [ (D) ).
i—1 70 =170

D’autre part, on a le résultat suivant

Proposition 2.2.5.8.

Pour tout t dans |0, T, (det M)~ appartient & LP(W & my), pour tout p dans IN".

Preuve:

Le filtre non normalisé p; étant continu par rapport aux trajectoires du processus
d'observation (cf. [28]), on peut fixer une trajectoite du processus y dans la formule (2.47)
et effectuer un calcul des variations stochastique seulement sur des fonctionnelles de .
En particulier, pour une trajectoire fixée du processus y, on peut facilement démontrer. a
'aide d’estimations montrées dans le lemme 1.0.3 de [28], que les coeflicients de 1'équation
différentielle stochastique dont le processus stochastique @; est solution, vérifient les con-
ditions du troisiéme paragraphe (i.e. pour une trajectoire fixée du processus y. les champs
e veceteurs @;b'lXi, 0 < ¢ < d, et toutes leurs dérivées en v sont Holder-continues cit 7.
uniformément sur [0,7] x K, pour tout sous-ensemble compact K de IR™, C* bornés en

t.sitest fixé dans [0, T) et toutes leurs dérivées en z sont uniformément bornées.)
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Diautre part, si Z(X1, ..., Xy4) désigne I'idéal engendré par l'algebre de Lie L(X,..... X))
dans Palgebre de Lie L(Xo,..., Xq4), il est facile de montrer, par des résultats standards de

géométrie différentielle, que pour tout (¢, z) dans [0,T] x R™, on a

(2.52) I(®; Xy, By Xa) (1) = T(X0, o, Xa) (D, (2))

Dotl. en prenant t = 0 dans la relation (2.52), on déduit que
I(®y ' X1, @57 Xa)(0,2) = (X, ooy Xa)(2).

Ainsi. 'ensemble des points paraboliques non-Hérmander ¢ pour les champs de vecteurs
<1>3le . est, inclu dans la sous-variété M, introduite plus haut, de classe C? et de codimen-

sion 1 et, en chaque point de H¢, au moins un des champs de vecteurs (D,z:lX TR Xy

est transversal & M.

Par conséquent, si on note A(m) (t, z) la plus petite valeur propre de la matrice correspondant
aux champs de vecteurs @Z:lXi, I’hypothese (H) implique que M0,y) = Ay >
exp{—[p(y, M)]P}, pour tout y dans U. Le résultat découle alors du théoréme 2.2.3.1.

Le lemme 2.2.5.1., et les propositions 2.2.5.7. et 2.2.5.8. impliquent que le filtre non

normalisé p, admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™.

De plus. en itérant la formule d’intégration par parties, comme dans [8]. on montre que

cette densité est de classe C°.

Ceci termine la, démonstration du théoreme 2.2.5.2. .
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DIFFUSIONS ENGENDREES PAR
UN PROCESSUS DE WIENER
DE DIMENSION INFINIE

3.1. CALCUL DE MALLIAVIN APPLIQUE A UNE CLASSE
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES A CO-
EFFICIENTS DEPENDANT DU TEMPS

3.1.1. INTRODUCTION

Soit (Q, F, (Ft)te[O,T],P) un espace probabilisé complet. Dans ce chapitre, on étudie
I’existence d’une densité réguliere pour la loi du processus stochastique m-dimensionnel

|
{z, t € [0, T}, solution de 'équation différentielle stochastique au sens d’It6

t ) +oo
(3.1) Tt :rcg+/ Xo(s,xs)ds—FZ/ Xk(s,xs)dw_’;.
0 i Jo

oll y est une variable aléatoire A valeurs dans IR™, {w¥, ¢t € [0,T], k > 1} est une suite de
Fi-processus de Wiener standards. indépendants, et Xg, X1, ... sont des champs de vecteurs
sur IR™, qui dépendent du temps et qui vérifient certaines conditions de régularité quon

précisera plus loin.
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Ces champs de vecteurs s’écrivent
Xi(t,m):X?(t,x)ﬂ. i>1
! ailij ' o

et
X, t,x = X! t,z)—.
o(t,2) = (1, 2) 5
Le processus {z4, t € [0,T]} est alors une diffusion associée a l'opérateur différentiel du

second ordre

02
Oxi&rj .

o - 8 | 1/ j
L= a +X0(ta x)a—% o '2—;<Xk(tT) ch(tx))

Notre but est de montrer que la densité de la diffusion associée a cet opérateur est de classe
C™>, sous une condition de Hormander locale. Ceci est une amélioration des résultats de
M.D. Nguyen, D. Nualart et M. Sanz [59], qui ont étudié des équations différentielles
stochastiques, engendrées par un processus de Wiener de dimension infinie, avec des coef-

ficients qui ne dépendent pas du temps.

Dans cette section, on combine des idées de P. Florchinger [29] pour I’étude des diffusions
avec coeflicients dépendant du temps a des méthodes de M.D. Nguyen, D. Nualart et M.

Sanz [59] pour le processus de Wiener de dimension infinie.

Cette section est divisée en quatre paragraphes, organisés comme suit. Dans le deuxiéme
paragraphe, on montre I'existence et 'unicité de la solution de I’équation différentielle
stochastique (3.1) par la méthode d’itération de Picard. De plus, on montre que cette
solution admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Dans la troisiéme section,
on prouve que la solution de cette équation appartient & ”1’'espace de Sobolev généralisé”
ID*°(IR™) et dans la quatrieme section, on montre le ré511‘11ta.t principal, c’est-a-dire le
théoréeme de Hormander pour la solution d’une équation difﬂlérentielle stochastique, dirigée
par un processus de Wiener de dimension infinie et des coefficients dépendant du temps.

- ¥

Remarque:

Toutes les constantes considérées dans cette section seront notées C'. méme si lewr valeur
varie d’une formule a 'autre.
Toutefois, si plusieurs constantes distinctes apparaissent dans une seule formule. on

désignera celles-ci par C1,Co, ...
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3.1.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION ET DE SA DENSITE

m oo %

Considérons la norme |[z]| = ( Yoy [:E;]z) sur Pespace des matrices R™ & IR™.
i=15=0

Supposons que xg soit une variable aléatoire Fy-mesurable, a support compact, possédant

des momeilts de tous ordres de carré intégrable et que les champs de vecteurs X;, ¢ > 1. et
Xg. ainsi que leurs dérivées par rapport & z, sont Holder-continus en ¢, uniformément sur
[0.T] x K, pour tout sous-ensemble compact K dans IR™, qu’ils sont de classe C* en .
pour f fixé dans [0, T et qu'eux-mémes, ainsi que leurs dérivées de tous ordres par rapport

a 2. sont uniformément bornés.

En particulier, la fonction X : [0,7] x IR™ — R™ QRY, X ={Xpk=>1,Xo} vérifie la
condition de Lipschitz

(L) sup || X (¢, z) — X(t,y)ll < Kl|z —yl.
t€[0,T)

pour tout z,y € IR™.

Cette condition assure I’existence et 'unicité de la solution de I'équation (3.1) dans l'espace
L2(Q % [0,T] x Zy; RY).

Théoreme 3.1.2.1.

Si la condition (L) est satisfaite, il existe un unique processus stochastique {xs,t € [0, T]}
qui vérifie I’équation (3.1). De plus {z,t € [0,T]} admet une trajectoire presque sirement

continue et E{ sup I:tt|p} < +00, pour tout p > 2.
0<t<T

\
Preuve:

On construit récursivement une approximation de la solution de (3.1) par la méthode
'itération de Picard.

Définissons pour cela la suite de processus stochastiques {z{"™. ¢t ¢ 0,7} par

- ’EEO) :xo
(3-2) (n+1) n) .
z; = o + XO (s, :r )ds + Z XL (lw pour n > (.

Pour assurer que le systéme (3.2) est bien défini, on montre d’abord par récurrence sur n.

que pour tout p > 2, E{ sup lxgn)|p} < +00.
te[0,T)
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En effet.

E{ sup |:1;§”+1)|p} :E sup :Co+/ Xo(s, zlr d9+2/ Xi(s, 2z dwl”|]7}
te(0,T) te[o T} 0

f +oo .
< C’E{ sup (|:1:0|p + |/ Xo(s,z{™) ds|P + | Z / Xi(s, z{™) dw§|p> }
0 k=170

tc[0,T]
d’apres I'inégalité de Young.

De plus, par application des inégalités de Holder et de Burkholder, I’expression précédente

est majorée par

(SN

j

C{E(|x0[P)+E/ |X0(s,xgn>)|pds+E(Z/ |Xk(s,mgn))|79d5)}
0 170

{ (|zo|?) +E sup / | Xo(s,z{™) lpds —I—E Z/ | Xk (s, 2" |d9>

te[o T)

(A

IA

c{B(lwol?) + B / ) 1X (s, ) 1 ds}

<C {E |zo|P) +E/ sup || X (s,z{™)||Pds}. (%)
s€[0,T]

Par utilisation de (L), on déduit

sup HX(ta 22)” = sup ”X(t: 113) - X(tv 0) i X(ta 0)”

te[0,7] te[0,7
< sup (||X(t,2) — X(t, 0 + X (£, 0)]])
te[0,T
< Kol + sup | X(5,0)]
t€(0,T] ;
< Klo| + K/, |

comme les champs de vecteurs sont bornés.

Donc.

(+) < C{ B(lzol’) + B /OT (Kl + )" ds |

<C {E([m!”) + /OT<1 + Elzmp )ds}
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< Ch + CQE{ sup |:C§n)|7’}§ o < CE{ sup |q:§0)|7)}: C E(|ag|P) < +o0.

te[0,7] te(0,T)
Des arguments similaires impliquent
E{ sup |zimt - n)|p} < C sup I/ [Xo(s — Xo(s, (") ds|P>
Le(0.77] te[o T)
t
+5( sup D / [X(s,20") — Xi(s.2{" )] dufP) }
t€(0,7] 1 /0
T B B %
< C{/ E‘X0($,$gn))_XO(S,ngnfl))ip ds+/ E[Z | Xk (s _/\k(S ! (n— 1))| ] d.s}
Jo 0
T
<CE [ I1X(s,a") = X(s,a" V)P ds
0
T
(3.3) gC/ E{ sup |z — (" D|PY ds.
0 0<s<t

Par conséquent, la suite (z(™),>¢ étant une suite de Cauchy dans l’espace complet
L2(Q x [0,T];IR™), elle admet une limite notée = = {x¢,t € [0,7]}. De plus,

lim E{ sup |a:§n) — a:t|P} =0
n=1o0  Lielo,T]

ce qui implique que x est un processus presque stirement continu, satisfaisant (3.1) de fagon
évidente.
Montrons maintenant, 'unicité de la solution de I'équation (3.1).

Soit y = {yi,t € [0,T]} une autre solution de (3.1). Un calcul analogue au précédent

morntre que

E{ sup |z —ys*p < C’/ sup |us — ys|2] dt.

te(0,7) 0<s<t

ce qui assure I'unicité de la solution d’apres le lemme de Gronwall.
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Finalement, par les mémes arguments que ceux utilisés précédemment, on a pour tout

n > 2
T
E{ sup |xt|p} < C{|m0|p+/ (1 +E{ sup ]$S|p}) dt}.
0 0<s<t

Le[0,77
D'ou E{ sup |re p} < +o00.
1e[0.71)
Remarques:

1) On aurait pu déduire ce résultat directement de larticle de A. Millet, D. Nualart et M.
Sanz [57]. En fait, ils montrent I'existence et I'unicité méme dans le cas ou le processus
évolue dans un espace de dimension infini. En supposant alors que seulement un nombre

fini des composantes des champs de vecteurs sont non nulles on retrouve le cas traité ici.

2)La condition de Lipschitz (L) implique que
m -
(3.4) > D IViXi(t, @) < K,

pour tous | = 1....,m, t € [0,T] et presque tout = € R™.

En effet. les gradients V, X/ (¢, 2) sont définis pour presque tout x et d’apres le lemme de

[Fatou,
™m 4oc m oo )
SN VXt )P =) nr%g—?[x,g(t; T1y e T F €, ) — Xp (B 21, o md)])?
=1 k=1 =1 /C:].E‘)
m +oo |
< Ii{:riiélfe_z Z Z | X (t 2y, 2y E'I- Eveeyg) — Xi(tizq, ... )2
<liminfe * K|(0,....,0,...,0)]> = K.

Cette remarque permet d’étudier la différentiabilité du processus  stochasticque

{x/. t € [0, T|} dans la proposition suivante:
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Proposition 3.1.2.2.

Si I'hypothése (L) est vérifie et si les champs de vecteurs sont Ct en espace. alors le
processus x appartient ¢ D> (L2([0,T]; IR™)) et pour tout t € [0,T], x; € D> (IR™).

De plus, on a .

m 400

(3.5) sup > > |[ViXi(t,z,)]” < K,
te(0,1] 57 k=1

pour toutl = 1,...,m, et la dérivée de z, est solution de I’équation différentielle stochastique

1

L too _ ]
Digd = X (r.z,) + | ViXI(s,z5)Dixt ds + VX (s, xs)Diat dw®,  sir <t
3 1 0 s k r<s 5
T /C 1 T
Déigd e=(), sir >t
onit>1etj=1,..,m.

Preuve:

On suit les idées de la démonstration du théoreme 2.3. de [57]. On considere la suite ap-
proximante (xin))nzo, définie par (3.2) et on montre par récurrence sur n que 2" appartient
a IDZY(L2([0, T); IR™) et que

(3.6) supsup B[ sup ||Dral||m gm] < +00,
noor t€(0,7]

ce qui implique z € ID**(L2[0, T]; IR™).

oo
En effet, soit z = JFZ Ji(z) la décomposition de z sur le chaos de Wiener (e
L*(Q x [0,T);IR™). Nf)?gns y={y®'(t)} la l'unite_i faible dans L?(Q2 x [0, T]?. IR™ x R"")
d'une sous-suite de {D,‘?‘xﬁn)i; n > 0}. |

Comme (") converge vers z dans L?(§2x [d,i”], IR™), la projection de y sur le k-ieme chaos

e Wiener est identique a celle des séries Y D& (Jix}) définissant formellement D¢ .v}.
k

T pT
Donc E[/ / | Dyt || m x o drdt] est borné par sup E| sup |\D/,‘a:,/”)||rfR,r. i ] et par
o Jo n,T t€[0,7T]

conséquent z; € ]]32’1(L2([0, T);IR™).
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D’apres la proposition 1.1.10.1.; on a, pour r < ¢,

t too Lt
Do = X (2 (M) / Vi Xi(s,2s)DEx (M ds + Z/ Vi XL (s. M) Dez (M dayk,
o k=1YT

N

De plus, les inégalités de Burkholder et Holder impliquent

T
E(sup ||Drxgn+1) | mm ) < C1+ Ca / E(sup || Drzl |2 o o ) ds,
t Jo

u<s

ol C| et C5 sont des constantes indépendantes de n.
Donc, la relation (3.6) est vérifiée et les mémes arguments, appliqués a z au lieu de A

permettent de terminer la preuve.

Proposition 3.1.2.3.

Le processus {Dixzl, 0 < r < t} admet une version presque strement continue pour tous
i>1,7=1,.mettec|0,T] fixés.

Preuve:
Considérons le processus {y](t,r), t > r, (r,t) € [0,T]% 7, = 1...,m}, solution de

I"équation différentielle stochastique

Jr

- " - - +OO ‘t .
(3.7) yg(t,r):55+/ VhXé(s,ms)ylh(s,r)d8+Z/ Vi X1(s.xs)yl (s, ) dw®
k=11

ot &) désigne le symbole de Kronecker.

|
Par (3.5). un tel processus existe et vérifie E{ sup |y(s,1‘)|7’} < 4o, pour tout p > 2.
0<s<T
S |
|

De plus, on a pour » <7/ <t:

"E[Y I (4r) - ] ()1
J=1
m 4 t ) t )
< E[Z | Z(/ VhXﬁ(.s,xs)ylh(s.r) dw* —/ VhX,i(s./:vs)ylh(s,r’)dwiﬁ’)
j=1 k=177 T
t

14 v g )
+/ V/IXg(s,ms)y{L(s,r)ds—/ VhXé(s,xs)yf(s,r’)dsﬂ

T
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™m d 4

{Z|Z VhX &, B3 )yl (s, r)du,k[ }+C E{Z|/j V/,,,/\;g(s,xs)y;l(s,r) d5|4}

j=1 k=1"T j=1 -

+C3E {Z|Z VhX (s ms)(y{'(s,'r)—yf( )) dw” N }

JlIC].T

m

10} Z| / VX3 (s, ) (gl (s 7) — v (s.r) ds|*}
= [1 +Ig+[3+[4

Or. d’apres les inégalités de Holder et Burkholder.

m  +oo r’
I < C’E{Z( / |VhX,z(3,:ns)y{l(3,7") d$|2>2}
j=1 k=1""
m r’ +oo
<on{> ([ S Ivaxits.suir k) )
=1 Y7 k=1
]m m r! +oo _ 2
<cB(Y3" [ sup(319axils2) (s ds)
j=1h=1YT k=1
gCKZE{ sup lyl(s,r)|4}|r—7'/|2, d’apres (3.4)
0<s<T
< Clr —1")2

Par des arguments similaires, on obtient Iy < C|r — /|2,

D’autre part, les inégalités de Holder et Burkholder impliquent

<CF Z/ su’p Z|VhX (s,2s) ) <i| (yl(s,m) =y (s, )|2)2d.s}

h=1

t +oo

S 19X (5, 0) 2 (w67 — v (s )2 ds) )
k=1 ‘

< ok® [ B[S 16bor) ~abts,r ] s

h=1

De méme, Iy < C/ ZI (5,7) — yp(s, )|4] ds.

h=1
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Par conséquent,

m m,

zﬂ}:wﬂaﬂ—yﬁuWW}scur—ﬂﬁ+cg/ B> l(yh (s,7) — it (s, 01" ds

J=1 h=1

<Clr =%,

d’apres le lemme de Gronwall.

Le critére de Kolmogorov nous permet de conclure.
De plus. comme Diz! = X!(r,z,)y] (t,7), le résultat découle de la continuité des champs

de vecteurs X;.

Proposition 3.1.2.4.

Supposons que U’hypothése (L) est vérifiée et que l’espace engendré par les champs de
vecteurs X1(0,z), X2(0,2), ... est de dimension m, pour chaque x € IR™. Alors, la loi de

2 admel une densité, pour tout t > 0.

Preuve:
D’apres les résultats du calcul des variations stochastique (cf. Corollaire 1.1.9.2), il suffit

de montrer que le déterminant de la matrice de Malliavin Q(t) associé au processus x;

Q(t) = (D], Dz s §, L = 1,....m)

est strictement positif.

Soit A = {w: det Q(t)(w) = 0}. Supposons que P(A) > 0 et montrons qu’on arrive alors
a une contradiction. ‘

i
En effet. si w € A, il existe v € R™ avec |v| = 1 tel que 'UfF(t)w =0, ce qui implique
- 9 t +oo ™m 3
|32 platoy) ar =0
0 k=1 j=1

Dou

m

k Jd,  —
ZDTCCt'Uj = O,
j=1
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powr tous k > 1 et 7 € [0,¢]. En particulier

m

> X10,z)v; =0,

j=1

pour tout k > 1, ce qui est impossible car 1’espace engendré par les champs de vecteurs est

supposé étre de dimension m.

3.1.3. REGULARITE DE LA SOLUTION

Dans cette section, on va montrer que pour tout ¢ € [0,7], le vecteur aléatoire v, ap-
partient a l'espace ID°(IR™). Pour cela, 'hypotheése (L) ne suffit plus. Il faut exploiter
complétement nos hypotheses de départ sur les champs de vecteurs. En fait, on va utiliser

I'hypothése suivante:

Powr tout multi-indice (ny,...,n;), avec ny + ... +n; =n, n > 1, et pour tout t € [0.7.

m +oo

(B) K'= sup S[STIVE Xp(t o) + [V Ko 2)?] < +oc.
TER™ 323 k=1

811.

T . T
Oz, t.. .0z’
1 3

ou VI . désigne I'opérateur
b eeaty

Pour prouver la différentiabilité de x; on aura besoin du lemme suivant de [59):

Lemme 3.1.3.1.

Soit {xn. n > 0} une suite de variables aléatoires a, valeurs dans IR™, telle que pour tous
p>2et N>1,

(i) zn € IDPN(IR™), pour tout n > 0.
(ii) 1l existe z € LP(Q2; IR™) tel que liI_{]zl |zn — x|l = 0.
(i) La suite {DM g, n > 0} est bornée dans LP(Q; HON @ IR™).

Alors, x € ZDP’N(ZRm).

Enoncons maintenant le résultat principal de cette section.
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Théoréeme 3.1.3.2.

Supposons que les champs de vecteurs Xg, k > 1, et X, vérifient I'hypotheése (B). Alors,
pour tout t € [0,T], zx € ID(IR™).

)

Preuve:

Considérons, pour tout M > 1, la suite de processus {xp(t), t € [0.1]} a valeurs dans

R"™. définie par

.t M ¢
(3.8) xa(t) =20 + / Xo(s,zm(s)) ds + Z/ Xi(s,xa(s)) duw”.
0 =1 /0

D’aprés les résultats du calcul des variations stochastique (cf. proposition 1.1.10.1.). pour
tous p. N. zas(t) € DPN(R™), pour tout M > 1, et @y, € DN (L2(0. T R™)).

Afin d’utiliser le lemme précédent, on veut montrer que zas(t) — ; dans LP(Q2; IR™). Or.
1)}

+E‘[ sup ‘Z/ (Xk(s,:cs) —Xk(s,l‘m(s))) o

te[0,1]' .21 /0
1}

Par les inégalités de Burkholder et Holder, le membre droit de cette inégalité est majoré

2
ds)

tel0,7] te{0,7T]

E{ sup |z, — :EM(t)|p} SC},{E[ sup ‘/()t<X0(s,x3) — Xo(s,m,,\[(s))> ds
M

|

+oo
+ E‘ Z /t X;,c(s,arzs)dwéC

k=pM+170

par
T M

C,,{E /‘T\XO(S,%) — XO(S,$A4(3))‘pds +E‘</0 Z|Xk(8,$s) — Xk(S..lTj\,j(S))
70 k=1

[N] 1

Wl
——

T oo
+E([ 3 |X,€(s.._us.)|2ds>
JO !,j

=M +1
T T, ol 2
l 0 2
§C’,,.K{E/ sup |x3—:z:M(s)‘Pdt+E/ ( Z [ X (s, 267 ds) }
0 Do enrt 40 k=M +1
d'apres (L).
+o< z
Or. ( Z | X1 (s, z5)|? d.s)d < C(1 + |zl?), et @ € LP([0,T] x Q). Par conséquent.
h=AT+1

T oo .

: 2

A[hm /D, / ( g | X1(s, z,)|? ds> ds = 0, et le lemme de Gronwall nous assure la

S A
k=M+1
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convergence cherchée.

Remarquons, qu’on a prouvé en méme temps la convergence de xjp; vers x dans
Lr(Q: LA([0, T}, IR™)).

Pour chaque sous-ensemble K C {1,...,m}, K = {&1,...e,}, désignons par j(K) et r(K)
les quantités définies par j(K) = je,...Je, et 7(K) =7c, .

De plus, pour tout k > 1 et tout entier positif M, on définit
s Wign (s,71, TN = ZVﬁlmkpxk(&$M(5))D,|«(11|1])( ' T\}(S)Dl(lflr,}) 7 '11\5(3):

ALY > LGk [,15(1,) ks
”((‘) o (s T1y e TN) = ZVil...kpXO(S’xﬂd(s))DL(llllj)( l)fn_\f('s’)-"D?la(][l:)( ”):cAZ[(s),

ol la somme du membre droit de 1’égalité porte sur ’ensemble de toutes les partitions
[LU...Ul,={1,..,N}. Les indices ki, ..., kp varient dans {1,...m} et sont sommés.
Finalement, on pose Oé(M)(S) = Xi(s,zpm(s)).

Le processus upy = { Xg(s,z0(8)), s € [0,T],k > 1} vérifie les hypotheses de la proposition
1.1.11.1. C’est pourquoi, utilisant I’identité (1.30) et la proposition 1.1.11.1. on obtient

N

N o (M)Jlj —lj +1~--jN = X

(3.9) Dv(nl_.)‘J;A/{JNxM(t)— E a3y & (TeyT1y ooy Ta L Tog 1y ooy TN )
e=1

M

+Z/ a,(CM)jl"'jN(s,ﬁ,....I'N)dwf

k=1 (r1V...Vry )AL

(M)jr...JN
+/ o (8,71, ., ) ds.
(r1V...Vrn )AL

On montre ensuite que

M B
(3.10) SUp sup E{ sup< ) ( Z |D1(“]1\{..).Jr11\~[~-JNq;,\/(f)|2> } < +2¢.
M ri.ry rmV..Vry<t<1 o =i

pow tous N € Z, et p > 2, ce qui implique que la suite {D(N):r_\[(t). M > 0} est bornée
dans LP(Q. H*N @ IR™), pour tous N € Z4 et p > 2. Par conséquent, d’apres le lemimne
3.1.3.1., @ € D(IR™).

On procede par récurrence sur N. Pour N =1, on a
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D}'l/\[( ) ~X (7 .L‘M / V[XO(S .73]\[( ))D ’EM( )d

M t
s / VX (5, 1 ()) Diach () durk.
k=1"T"

N

Les inégalités de Burkholder et Holder impliquent que

A

{ sup <Z | D7y (t) )15} < CK',p,d,<1 + /rl E{ sup (Z |D$;;L:M(u)|2)

r<t<T r<u<s j=1

[N]h-}

bds).

t (3.10) se déduit aisément.

Supposons maintenant que ’hypothese (3.10) est vérifiée pour toutes les dérivées jusqu'a
l'ordre N — 1.

Alors, d’apres (3.9), on a

M

o aw (3 mgmaor))

MV VN SIS Yy =l

M

<C’Kf,p,d{1+.£}‘E{ sup (Z |D(N)7l ‘LM(u)IQ)p}dS}

V...V <u< .
1 TN <u<s Firengin=1

et le lemme de Gronwall implique (3.10). Ceci termine la preuve du théoréme.

3.1.4. REGULARITE DE LA DENSITE

Le but de cette section est de démontrer que, sous la condition de Hormander, la loi de 2,
admet une densité de classe C*°, pour tout ¢ > 0. ;

Comme z; € ID*°, il suffira de montrer que l'inverse dlli déterminant de la matrice de
Malliavin Q(1) appartlent a LP, pour tout p > 1.

Pour cela, on utilise la suite approximante (mM(t)) de xy, définie par (3.8). solution

M>1
d'une équation différentielle stochastique engendrée par un nombre fini de processus de
Wiener.

Oun montre d'abord qu’il suffit de vérifier que I'inverse du déterminant de la matrice de

Malliavin de xy(t) appartient & tous les LP.
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Lemme 3.1.4.1.

Soit {xpr. M > 1} une suite de processus aléatoires de dimension m, tels que les vy,
appartiennent tous ¢ ID**(IR™) et zpr — = dans ID*'(IR™), quand M — +c0. Notons
Qunr = (Q))1<ij<m (respectivement @ = (@ )1<ij<m) la matrice de Malliavin de v,
(respectivement de x).

Sl existe un Mg > 1, tel que sup E(det Qpr) P < 400, pour tout p > 2, alors
M> M,

E(det Q)P < +o0,

pour tout p > 2.

Preuve:

Par hypothese Dzps — Dz dans L2((; H @ IR™). Quitte & choisir une sous-suite. si
nécessaire. ceci implique que ||Dzpy — Dz||gor~ — 0, presque siirement, quand M — +20
et par conséquent Qp = (Dzp, Dzy)pomrm — @ = (Dz, Dx)ggrn, presque sirement.
quand M — 4oc0.

Le lemme de Fatou implique alors que

E(det Q) P = E( liminf (det QM)‘”)

< liminf E(det Qp) P < sup F(det Qar) P < +oc.
M —+o00 M > My

Pour éviter le calcul de déterminants en dimension infinie, on rameéne le probleme en

dimension fini, en utilisant le lemme suivant:

Lemme 3.1.4.2.

Soit {Cp;. M > 1} une suite de matrices aléatoires symétriques semi-définies positives
d ordre m. Supposons qu'il existe un Mg > 1, tel que
(i) sup E(||Cpml||") < +o0, pour tout p > 2.
> A

(ii) Pour tout p > 2. il existe un eo(p) tel que, sie < eo(p),

sup sup P(v"Cpyv <e) < CeP,
M > Mo |u|=1
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pour une certaine constante positive C'.

Alors, sup FE(det Cp)7P < 400, pour tout p > 2.
N> Mo
Preuve:
[l suffit d’adapter les arguments donnés en [80] (voir aussi [40]) & des champs de vecteurs
dépendant du temps.

Si Ay = nf ¢"Chyv, on a det Cpy > )\M Il suffit donc de vérifier que. pour tout p > 2
[e]=1
il existe un eo(p) tel que, si € < gg(p), on a sup P(Ay < &) < CeP. pour une certaine
M > Mo
constante positive C.

m o
Supposons que |[|[Cp]|| = ( > (C’}’\,[J)2> <e L
2,7=1

[N

Si|u] = |v] =1, alors
[vTCrv — u" Cpru| < 27 Hu — ).

Considérons un nombre fini de points vy, ...,vn, dans la sphere unité S™ ! = {u €
Mg

R/ |ul = 1}, tels que |J Be2(v) D S. Alors, il existe une constante C. telle que
i=1 2

ng < C(EQ)—(m—l)‘

Supposons que v Cprvg => 2€, pour tout k = 1,...,ng. Alors, pour tout v € S™!, tel que

.2
v —wg| < 5, ona
v Chyv > U;;CM'U/C . |'UTCM’U . U,‘QCMU/CI > E.
Par conséquent,

1nf v Chv < 6)
mf v Cpv < g, ||Carll

P(
P(int =)
< P(|J (iChron < 223 )+ PGl > =
k=1
2

._ﬁLA —

0]
< S P@ECHv < 22) + P E(|Col?).

ce qui implique le résultat désiré. ~
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Remarque:

C'es deux lemmes contiennent une version simplifiée de résultats prouvés par S.Watanabe

36).

. it +O<)
Dans la suite, on note Xy le champ de vecteurs Xy — % > VX Xg. Cette définition a un

k=1
+o0
sens. car la condition (B) implique que la série ) VX X} est absolument convergente.
k=1

Rappelons la condition de Hormander locale:

()  Pour tout point z dans le support de la variable aléatoire zg, l'espace vectoriel

engendré par les champs de vecteurs
Xi, k> 15 [ Xy, Xiol, ki, ko 2055 [ [ X,y Xigg oo ks oky 20,0
au point (0, z) est de dimension m.

On peut maintenant énoncer le théoreme principal de cette section:

Théoréeme 3.1.4.3.

Si les champs de vecteurs vérifient les hypothéses (B) et (H). alors, pour tout t > 0, la loi
du processus stochastique xy posséde une densité de classe C*° par rapport a la mesure de

Lebesque sur IR™.

Preuve:

Fixons un ¢t > 0 et considérons la suite {zp(t), M > 1} définie par (3.8).

Soit {yar(t), t € [0,T]} la dérivée du flot stochastique associé a (3.8). Alors. ya/(¢) est.la

solution du systeme différentiel stochastique

(D))’ = 6 + /0 VX3 (s, 2a0()) (ya(s)) 1 ds

M t :
I . ;
—i—Z/ Vi X§ (s.:c,\,[(s)) (yM(s))I dwif’. B = Ly, e
=eirt k=170
De plus. le processus inverse {yy (£) ¢ € [0, T} est solution du systeme différentiel stochas-

ticuae

M

2 .
(,l/;/l (f)); :(Slz + / (y;/[l(s)); Z VhXi (S.‘ $]\[(S))VLX,{L (S .7:1\,/(.5’)) s
v k=1
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t
/ i (s )) Vi (520 (s)) ds Z/ U ()] V1 X7 (5,201 (8)) .
Jo

D apros les résultats du paragraphe 1.1.10., on peut écrire la matrice de covariance de

Malliavin correspondant & s (t) sous la forme
(3.11) Qm(t) = ym (E)Cnm (D)yhr (0,
ot '3y est la matrice symétrique définie positive dont les composantes sont données par
/ - ! j
10 z ) i O KT ()

(cf. (1.27)).
Afin de pouvoir utiliser le lemme 3.1.4.2.; on montre les résultats suivants:

(i) 2a(t) — z(t) dans D*'(IR™), quand M — +co.

i) sup E{ sup ||y, |I”) < +oo, pour tout p > 2
M

M tc(0.7)

(iii) Pour tout p > 2, il existe go(p) tel que, si € < go(p),

sup sup P(vTC’M(t)v < 5) < CeP,
M>Mo |v|=1

D apres la condition (B), on a

BICUOIP < Coae | i/ (177
Done, la propriété (ii) implique
Sjl\J;[pEHC]\/[(t)Hp < +oc,
powr tout p > 2, et, d'aprés la propriété (iii) et le lemme 3.1.4.1..

-
sup E(det C’M(t)) < 400,
AL> Mo

pour tout p > 2
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Par conséquent, en utilisant la propriété (ii) et I'identité (3.11), on obtient

P
sup E(det QM(t)) < o0,
M>Mo

powr tout p > 2 et d’apres le lemme 3.1.4.2. et la propriété (i). on conclut que
E(det Q(t)> < +o0,

pour tout p > 2.

Done, comme d’apres le théoréeme 3.1.3.2., z; € ID°(IR™), ceci suffit pour assurer la

conclusion du théoreme.

Preuve de (1):
Au cours de la démonstration du théoreme 3.1.3.2, on a montré que 2,/(t) tend vers
dans L2(€;IR™), quand M tend vers +co et que z est dans ID*(L*([0, T]; IR™)).

De plus, pour tout M fixé,
B 3 . t ~ .
Digl (t) = X (r,zpm(r)) +/ Vi X3 (s, zam(s)) Dixhy(s) ds
M A )
JrZ/ Vi X1 (s,zp(s)) Dixh () dw?,
k=1"T

sit>ri=1,..,.M,j=1,..,d,
et

Dizh, (1) =0,
sir>toutl>M. r

D’autre part, d’apres la proposition 3.1.2.2. on al

t +00 e
Dial(t) = X7 (r, z,) +/ ViX3(s,z5)Dixt ds+Z/ Vi X (s x5)Dial dut.
3 fo—1" "

r

On montre maintenant que

(3.12) lim HD:ITM(t) — Dl‘tHLz(Q:H@]Rm) = 0.,
M —+oco
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o H = L*([0.T] x Z4;1R).

En effet.
T oo m o 6
B[ 33 Dkl - Dialfar <0y 4%
: i=1j=1 o=1
avec
T M m
A'}\,:E/ SN X (rmaa(r)) — X (r, z,)|” dr,
S0 = L =1
T+o00 m M t - _ . 3
ME/ SN Z/ (_VlX,Z(S,xM(s))Dﬁxl,\,[(s)—VLX,JC(A o) Dl )dw dr.
: 1= 1_] 1 k=1 T '
T+oo m . 5
s = E/ Z VLX (s,zs)Dixt dw®| dr,

i=1 9= 1I€ MA1YT"

71\[m

t . _ . , )
/ (V[Xg (s, 20 (s)) Dizh;(s) — VLXé(S,as‘,.)D':.xQ ds‘ dr,

/\[ /
i=1 7j=1
T +00
E/

= /\’[+1_7 1

m

, 2
/ Vi X{(s,zs)Dixt ds{ dr,
T

ef,
T +o©

AS, =E Z Z\Xjrxr )|? dr.

SO =M1 =1

La condition (L) implique que
T
Ay < KE/ lzpr (1) — 2| dr < KE< sup |zar(r) — :n,r|2>
0 0<r<T
ot cette derniere expression tend vers 0, quand M — +oco, d’apres la preuve du théoreme
3.1.3.2.

D'autre part, A2, < C(B}, + B3,), avec

"p+oo m M

B}, :E/O ZZ Z/ V[X s, Ta(s)) — ViXi(s.@ ))D 2h(s) dw®

i=1 3=1 k=1

(l r.

ot

dr.

B}, =E | ZZ Z/ V. X} (s, )(D’:EM( s) — Dial) dw? ’
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Or. I'inégalité de Burkholder implique

T oo m

By, SCE/O ZZ Z/ 'VLX s,xm(s)) — Vi Xi(s, s ’ |Dizh, (s)]? ds) dr.

i=1 j=1 k=1

De plus. en utilisant la condition (B), le membre droit de cette inégalité peut étre majore

par

+oo m

Cx' E // |zas () — x4 ZZID%’N s)|? ds dr.

1=1 (=1

et. d’apres 'inégalité de Schwarz, par

0<s<1 M T r<s<l

Cr (E{ sup |zas(s) ~xs|4})%supsupE{ sup (AZi Dizh (s )2}

Comme, d’apres (3.10), le second terme de cette expression est borné,on a

lim B}, =0.
]\4-—>+ M

Des arguments similaires montrent que

T +00 m

B [ So5(3 [ 1K e)PIDiah (o) - Dirtas) s
0

i=1j=1 k=1YT

T +too m
<C’K/E/ / ZZ|DixlAd(s)—D,€x‘(s)|2dr> ds

i=1 =1

= Ckr /0 1Dz (s) — Dl T2 memm) 95-

De l'inégalité de Burkholder on déduit -

T +too m
§C’E/ ZZ Z t_|VLX,J€-(S,$S)|2|DZ';:E('SIQCZ5> dr

i=1j=lk=M+1 “7

+oo m
(3.13) < sup sup Zsup Z V. X] (t,2)|? supE{ sup (ZZ|D:12|2)}
X 1§[§1nj:1 ) kM 11 r<s<T —1 =1

ol le second terme de (3.13) est borné d’aprés (3.10), tandis que le premier terme tend

vers (). quand M — +oo, d’apres la condition (B).
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Des majorations analogues & celles obtenues pour A%, (respectivement A3,) se montrent
facilement pour A%, (respectivement A5,) .

Enfin. sous hypothese (B), on a de fagon évidente Mlim A8, =0.
1—+400

Ainsi, on a prouvg que

[ Dwar(t) - Dlt”L?(sz H®IR™) <CK CM+/ [ Dz ai(s) — Da:S”g[,?(Q:Hlem)ds}r

avec lim  Chy = 0.

M—+4co

Par conséquent, on obtient (3.12), par utilisation du lemme de Gronwall.

Preuve de (i1):

Les inégalités de Burkholder et Holder, ainsi que la condition (B) impliquent

E{ sup l]y;ﬁ”p} §C’p,d{1+ Z E(/ |(y;[1 | lV[XJ s, (s | ds)’
0<1<T Cilae 0
M , »
© 30 B3 [ ) P9k ) )
i,0,7=1

n

m m
—I—ZE(/ 2; y]\/[ Z Z‘VhX S, :BM Z ‘V[Xk S. ”C\[ ‘ d5>
=

=1 jh=1k=1 h=1k=1
T
gq,,d‘K,{H/ B( sup_|lys (s)ll) ds}.
0 0<s<T

On obtient alors (ii) par application du lemme de Gronwall.

Sy
—

Preuve de (i1i):
Considérons les ensembles de champs de vecteurs I',, n > 0, définis par récwrrence par:
i
To = { X, 1 < k < ko)

+o0
| 1
r, = {[Xk.V], 1<k <ho V€ Tumt; [Xo, VI 5 D [X, X, V] Ve rn,1}7 n>1.

J=1

Alors (cf [59]). sous 'hypothese (H), il existe deux nombres entiers kg > 1 et {g > 0. tels
Lo

que. pour tout z dans le support de xg, 'espace engendré par I' — U I'y, au point (0, x)
n=0
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cst IR™ et par conséquent (cf [62] ou [80]), il existe trois constantes positives ¢, R et I\,

telles que

lo

(3.14) Z Z (u,V(s,9))? > c,

=0 Vel

your tous u € S™Y, s € [0, K] et tout y € IR™ avec |y — xg] < B.
1

Pour obtenir une inégalité analogue pour les champs de vecteurs intervenant dans la

définition de la suite approximante {xps(t)}, définie par (3.10), on introduit les champs de
. M
vecteurs XM = Xo — % S VX, Xj et les ensembles
k=1

M = { Xy, k=1,..,M},

n—11

A = {(Xe, VM), k=1, M, VM €T
M

(X3, VM) 4+ 257G, D V)L VM e F,H}, n>1.
7j=1

De plus, d’apres [59], on a, pour M suffisamment grand,

lo
(3.15) Z Z (u, V(s,9))? > ¢,

I=0 verM

pour tous v € S™ 1 s € [0,K] et tout y € R™ avec |y — x| < R. ol ¢, R et K sont

données par (3.14).

On fixe maintenant M "assez grand” pour que (3.15)31‘este valable. Soient r et tV deux
constantes positives, telles que r < R et t° < K et soit e € 0, t°]. Considérons le temps

d'arvét o = o (M), défini par:
1
AT . B Ty L 0
(3.16) G = 113f{|a:M(s) zo| > 7 ou ly,, (s) — 1| > 2} At

Des hypotheses sur les champs de vecteurs, on déduit facilement (cf. [60]) que o~ ! € LP(P).

pour tout p < 400,
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Tl reste & montrer que, pour tout p > 2, il existe un £o(p), tel que, si ¢ < &o(p).
sup P(u”Chr(t)u < g) < Ce?. pour une certaine constante positive C. ¢’est-a-dire
|ujes

o M

(3.17)  sup P / Z y,\[ /\k s,z (s )) \u>2d3 < 5) = O(e?), pour tout p < +oc.
wCcS 0 =1

ott S désigne ST

En gelant la variable de temps dans les coefficients de I'équation (3.1). a partir d’ un temps
fixé, on définit, pour tout & € [0,77] le processus stochastique a5/ (€,t) (cf. [29]) solution
e I'équation différentielle au sens de Stratonovitch
(3.18)

T M (t), sit S f

aar(€,t) = M
a0 (€) + / Kol (6,9)) ds + 3 / J(Eoni(E,8)) odut. siE <L

A ce processus, on associe comme d’habitude la dérivée de son flot stochastique, noté
yn (€,t) pour tout & € [0,T7.

De plus, les hypotheses sur les champs de vecteurs impliquent que pour tous f. t' e [0.71].
Y

L
2

tels que |t —¢/| <6 := (—%—) i

sup  sup | Xi(t,z) — Xi(t', 2)| < &°
i€{0,...,M} zek

(3.19) et

sup  sup |VX;(t,z) — VX, (t' z)| <&
i€{0,...,M} z€K
ot K = {x € R™/|z — x| < 7}, o est I'exposant de Hoélder des coefficients et K est la

constante intervenant dans la condition de Lipschitz (L).

Pour montrer (3.17), on écrit [0,¢°] comme réunion d’intervalles disjoints de longuewrs
inférieures & §. Soient N un entier, tel que % < N < t + 1 et (t;)o<i<y une suite
d'éléments de [0, to], telle que O‘Vi"to <t <L <ty <ty = 0 avec |t; 1 — i < 6, powr
tout 4, 0 <i < N — 1.

On montre alors que

o N—1

M
supP(;/o Zm $)Xi (5, 2ar(5)), 1) L,y ((8) ds < £) = O(),

ues
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pour tout p < +o0.

Par utilisation d’arguments standards en théorie de la mesure, on a

sup’P Z/ Z Yar (8) Xk (s,201(8)), >2ﬂ[ti,ti+1[(5)d5<5>

A N—
3e
(320) < sSup P(Z/ Z y]\/[ (tza‘)ch(tz,xl\/[(tzaS)) >2ﬂ[ti,ti+1[( )(]S < _>
el =0 ?

ueSvn 1

A

+ sup P<
u€esS L

N-
/ Z Yar (8) Xk (s, 201(8)), >2

—(yps (e, 8) X (tis was (82, 8)) . v > [Tt tepi((8) ds > 3 )

O traite séparément les deux termes du membre droit de cette inégaliteé.

Dans une premieére partie, on montre que (3.19) implique

M
(3.21) ~ sup. P(Z/ Z' ynr (8) Xk (s, 20 (s)), >2
k=1"0

<yM (tz,S>Xk(tz,$M(t S ) > |ﬂ[t t1+1[(3) ds >

o

) = 0e).
pour tout p < +0c0.

Dans une deuxieme partie, finalement, on montre que la condition (3.15) implique

M N-1
N 3e

(3.22) supP Z/ Z Yus (tiy )Xk (Lis zar (tis8)), u> L, 000 ((8) ds < ?> = 0(").

uweS

pour tout p < +oc0.

o Premaere partie: |

Pour tous 1,0 <1< N —let k,1 <k< M, ona i

‘<y;/1(s)Xk(s.:c/\j(s)),u>2 <yM (tl,s)Xk(ti,a:M(ti,s)),,uy‘
< \<sz () Xk (s,mM(s)),u> + <y;[1(t7;,S)Xk(ti,m_,\[(ti,5)).,u>\
|<?//\[ ($)Xk(s,zar(s)),u) — <y/T11(ti,S)Xk (ti,ﬂ:,w(f;i,s)),uﬂ.

Donc, pour tout s € [t;, £ 1] tel que s < o, on déduit de l'inégalité de Schwarz et de la
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relation (3.19):

Z‘ U/\I 8) Xk (s, 2ar(s)), “>2‘ <y;11(ti)S)ch(ti,ﬂij\«[(ti,8))-U>2l
(3.23) < Cy (14 |y (ti, 8)]) (€2 + lzne(s) — maa (tis $)] + lyiy () > g Mty s)]).

ou (' est une constante positive, qui dépend seulement de Ky. A et m. avec
Kx = sup sup (| Xkt )| + | VXi(t, z)]).
ke{0.....M} (t,x)e[0,T]xR™

On obtient alors:
o N—1

sup Z/ Z| Yas 1(s) XA(S (s ) U>{y1\[ tz,S)Xk(tz,:EM(t s)). u>2[]1[ti,ti+1[(5)ds>§)

ueS

oN-1

P(/O ch(lﬂyjcjl(ti,S)l)(52‘H$M(S)_$M(ti,S)Iﬂyl;jl(s)—y]\_/f( e, vy ((s)ds>2 >

[~1 tit1Ao B
Z ([ culuttyng () (2o (5)-ar s Ol () =9 (B )} > 55 ).
] ti

No

(3.24)

De plus, pour tout 7, 0 <7 < N —1, on a:

Liv1No ~
P Gt (6 o)) loae o) —ae b )+l (5) = w3 (6. 9)1) ds > o)
t

iNO

'l‘-,_{._]f\ﬂ -

< P(/ Cr (1 lyar (b, $)1) (% +lzar(s) ~zar (t, 9)|+Hlypg () = yaf (8, 9)]) ds > 55
! =]

Sl e

sup |yt ()= ya ()| < Kme )+ P( sup Jyr(s)—yi (b )| > Kme)-

56[151',/\O'Zti+1/\0'[ Se[ti/\o';ti+1/\0'[

(3.25)

N _ 1 '
o1 [(,”, — (15+6\/m)(t0+1)cl :

De l'inégalité
IZ//TJL(tia 3)| < \y;,l(ti, 3) - yﬁfl(sﬂ + |y,;[1(?>‘) - [| + |41,

on déduit

[REN WA ) .
P(/ Cr (L+[yp/ (b)) (€2 + |z (8) —mar (b 8) |+ |yag (8) = yag (tin5)]) ds > SN
S

aYe

sup |yi\/[( ) — Uz\[ s)| < [\m¢>
s€[tinoitipiAo|
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Ly 1 NO -
< P(/ (15 + 6\/3)01 (€2+|1CA/1(3)—331\/[(751:,3)|+|?JX[1(5) —yu (L 8)]) ds > W
L. No

(3.26) sup Iy;[l(s) —1/;[1(ti. s)| < K,,ﬁ).

Se[ti/\o”‘ti+1/\0'[

’ N . . . .
Donc. en séparant le membre droit de (3.26) en trois parties, on obtient:

/,+]/\(T . .
P(/ Cr (L +1yag (ta 1) (€% +|mae (8) —ar (ti, 8)| +Hyay () = ypg (i 8)]) ds > W
!

,,'_/\(I

sup |7J/\1( s)— U\[ (ti-s)] < Km@)
SE[LiNTtig1NT|

tip1N\o . tig1 /Ao =
< P( e - ) P(/ T M — T, > — >
- // - 21INC, " tiAo [za(5) = 2aa (b, ) 21INCY

,,‘_/\(7
behe 1 € 1 1
JFP(/ Yar (8)—vyp (i, 8)| > ANC: sup [yar ($)=var (Li-s)] < Km5>-
Jii Ao 1 se[tinaitip1Ao]
De plus, /0+1 < &, par définition de N, et, comme [t;41 —t;| < &, on a

/1+1/\O
P(/ Cr(1+|yas (s ) (€2 Flzar (8) —zna (i, $)|+ypf (8) — yag (i 8)]) ds > 2N’
LiNo

sup yaf (5)=yaf (8, 9)] < Kome )

sE{tino;tip1 Ao

< P(e? > Kpe) + P( sup |xar(s) — zagr(ts, 8)| > Kma)

Se[ti/\o';ti+1/\0'[

+P( sup [Yar (8)=yar (tir )| > Kme; sup lyar (8) —yaf (ti8)] < K.m5>.

SEL AT iz 1 NT] SE[tiAT;tip 1 NT| N

(3.27)

Or, le dernier terme du membre droit de (3.27) (%yst nul et pour e suffisamment petit,
P(e? > K,,e) = 0, donc on obtient de (3.25) |

/,+|/\O’ -
P(/ G (g (5, 9)1) (2 lona (8) = (b, )|+ lyay' () — v (8- 9)]) ds > o= )
JAiNa

<P( s e m e (o) > Kne) 4 P(swp i) u (9)] >

sE[b ATtip1 Ao sE[LiNTt, 1 Ao
K,,,,e).

On conclut par utilisation du lemme 1.3.2.4 de [29].
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e Deuriéme partie:

Pour montrer que la condition (3.15) implique (3.22), on utilise les résultats du premier

chapitre.

Tout d’abord on modifie 1égérement la condition (3.15), de fagon a faire apparaitre des
champs de vecteurs pour lesquels la variable de temps reste constante. Par définition du
temps d’arrét o, on a |zar(t;) — To| < 7 et t; < 0, pour tout i € {0..... N — 1}. tel que
t; < o. Donc, pour tout i € {0,..., N — 1}, tel que ¢; < . la condition (3.15) implique

lo

(3.28) ST Vlthy)uw) e

j:O VEF;\{

powr tous u € S et y; € R™, tels que |y; — zam ()| < R — 7.

De plus, on a

sup P /0 (it (b 8) X (10,200 (12, ), 0) Wi (5) s < )

N—1 M .o N-1

< Z supP(Z[ Z<y;[1(ti,s)Xk(ti,:cM(ti,3)),u))2ﬂ[ti7ti+l[(s)ds<5:a € [tj,tjﬂ[).

j—0 Y€5 g v0 Do
Fixons un j € {1,...,N — 1}. Alors, d’apres des arguments standard de la théorie de
I'intégration, on a

M .o N-1

SL;IC);P(Z / Z <y1\“41(ti,s)Xk (ti,wM(ti, s)),u>2ﬂ[ti‘ti+l[(s) ds < e:o € [t;. t;,-H[)

MES 1" 0 i—0
Jj—1 ti+1 M . .

(3.30) < Z Sup(/ Z<yX11(ti’ 8) Xk (ti, Tar(t;. .s))"u.>- ds < ? {t; < 5})
i:O“ES Jt; E—1 .

-~ 9t

De plus, si pour tout 7,0 <7 < j — 1, g; désigne le temps d’arrét défini par:
: 1 —1 1
o; — mf{s, lzar(ti,s) —xar(t:)] = R—1ou|yy (ti-s) —yy (Bl > 1} Atiyy.

On a
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L1 M -
SHI)(/ Z<y;{1(ti75)j¥k (ti,;’ltj\,[(ti,s)),u>2 ds < 3 {t,; < 6})

neSs i b1

(3.31) < sup / Z yM tl,s VX, (t,,ml\[( iy ! )) 1I> (ls< {t <c})

ueSs

Or. comme pour tout 4, 0 < 7 < N — 1, la longueur de Uintervalle [t;.1,4,] est d’ordre
g2 Qaprés la démonstration du théoreme 4.2 de [60] (cf. aussi [62]. [63] et [87]). il
existe une constante positive Cy, dépendant seulement de lg, R,7 et 0. ainsi que des
majorants uniformes des dérivées des champs de vecteurs X;,1 < < Al telle que pour
tout 7.1 < ¢ < M on a:

Sup / Z Yl (t, ) Xi (b, Tar (b, 8)),u) ds < 3;{@ <e}> < C(%y
ts : '

ues

pour tout p > 2.

D’apres (3.30) et (3.31), on obtient alors pour tout j € {I,...,N — 1}

olN—-1 =D

) .z
sup P Z/ Z y]\/[ tzaS)Xk(tzuml\/[(thS)) >H[ti-ti+1[(8)d8<6;0€[t7'tj+1[)chjp—l

neSsS

pour tout p > 2, ou C5 est une constante positive, qui dépend seulement de [y, R, r et t0.

ainsi que des majorants uniformes des dérivées des champs de vecteurs X;. 1 <7 < A .

D’autre part, si 7 = 0, 'inégalité précédente devient

o N—1

sup P Z/ Z yM tz,s)Xk(tl,a:M(tl,s)) >2]l[thti+l[(s)ds<a;0€ [tj,th[)

neSs

M g
< SupP(Z/ <y];[1(0, s) Xk (O,m,\[(O,s)),1J,>2 ds < e;{o < f1}>.
k=170 i
ot d'apres les arguments usuels exposés dans la démolglstration du théoreme 4.2 de [60] (cf.
aussi [62], [63] et [87]), il existe une constante positive Cy dépendant seulement de ly. R. 7 et
V. ainsi que des majorants uniformes des dérivées des champs de vecteurs X;, 1 <7 < M.

tel que pour tout 4, 1 <17 < M, on a:
A
sup P Z/ yar (0, $) Xk (0,230, 5)). u> ds <z {o <t }) < Cye's,

k=1

powr tout p > 2.
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Par conséquent, il existe une constante positive Cs telle que pour tout 7 =0,..., N — 1

A g N—1
SUp P(Z / Z <y];,1(ti, $) Xk (ti, xar(ts, s)) , u>2]1[ti,t,;+1[(3) ds<ez:o € [t tj11 [)
k=179 =0

ne s

< C5-22

FT
pour tout p > 2.

Finalement. en introduisant cette derniere inégalité dans (3.29). on obtient l'assertion

(3.22), ce qui termine la démonstration du théoreme.

3.2. FILTRAGE NON LINEAIRE AVEC BRUITS DE DIMEN-
SION INFINIE ET COEFFICIENTS D’OBSERVATION NON
BORNES

3.2.1. INTRODUCTION

Le but de cette section est de montrer que le filtre non normalisé. associé & un probleme de
filtrage non linéaire, dont le signal est engendré par un processus de Wiener de dimension
infinie et I'observation scalaire & coefficients non bornés, admet une densité de classe C>°
par rapport a la mesure de Lebesgue. Ce résultat permet de calculer le support de sa loi

de probabilité, a 'aide de I'ensemble des solutions d’un systeme contrélé associé.

La régularité de la densité du filtre a déja été étudiée par de nombreux auteurs dans le
cas oll le bruit qui engendre le signal est de dimension fini (cf. paragraphe 1.2.1.). Dans
[31]. il est montré, a l’aide du calcul de Malliavin, que, sous une condition de Hormander
locale. le filtre associé & un probleme de filtrage non linéaire avec ces bruits non corrélés.
des coefficients d’observation bornés et un signal elglgendré par un processus de Wiener de

dimension infinie admet une densité de classe C*° par rapport a la mesure de Lebesgue.

La description de la loi de processus stochastiques, solutions d’équations différentielles
stochastiques, comme 'adhérence d’un ensemble de trajectoires d’un systeme controlé.
déduit du systeme stochastique de départ, en remplacant les processus de Wiener dans
'écuation différentielle stochastique par un contrdle appartenant a H', a été initialisée
par le célebre article de D.W.Stroeck et S.Varadhan [81].

Supposant que la loi de probabilité du filtre non normalisé, associé a un probleme de
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filtrage non linéaire & bruits indépendants, admet une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue, M. Chaleyat-Maurel et D. Michel [12] ont suivi la route intialisée dans [81] pour
déterminer le support de cette densité dans Pespace C([0,1], L?(IR™)).

De plus, les mémes auteurs ont décrit dans [12] et [15] le support de la loi d'un filtre non
normalisé, associé & un probleme de filtrage non linéaire a bruits cotrélés et coeflicients
d’observation bornés, par une méthode basée sur un résultat de continuité et un théoreme
d’approximation et cela sans tenir compte de ce que la loi du filtre admette une densité ou

1101.

Cette section est divisée en cing paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxienie
paragraphe, on introduit le probléme de filtrage non linéaire étudié dans cette section.
Dans le troisieme paragraphe, on définit un filtre non normalisé, 1ié au filtre défini dans
le paragraphe précédent par une formule de Kallianpur-Striebel. Dans le quatrieme para-
graphe, on montre que le filtre admet une densité de classe C* par rapport a la mesure de
Lebesgue, qui appartient également & I’espace de Schwartz. Dans le cinquieme paragraphe,

on établit un théoreme du support pour le filtre.

3.2.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (€, F, P) un espace probabilisé complet, {wf, t € [0,7], k € IN*} une suite de proces-
sus de Wiener standards indépendants et v un processus de Wiener standard, indépendant
des processus w*, k € IN*. Notons || - || la norme sur I'espace des matrices sur R™ x R,

donnée par

m oo

Il = (303 mi)?) . :

i=1 j=0

(S

Soit une famille de champs de vecteurs { Xy, k > 0} sur R™ qu’on écrit
|

|

Ve € R™, Vk e N,

Xp(z) = Xi(2) 5,

telle que la carte X : IR™ - R™ @ RN, X = { Xk, k > 0} est une fonction de classe €7

aux dérivées de tous ordres bornées.

Considérons le probleme de filtrage non linéaire, associé au systeme signal/observation

(zr,y:) € IR™ x IR, solution de I’équation différentielle stochastique
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1 +oo t Jf
T =T+ / Xo(zs)ds + Z Xi(zs) o dw? +/ X(z) (h(@s) ds + 0(lz,v_\,>
(3.32) 70 i=1 70 0
v
Y = / h(zs)ds + vy,
0
O1l.

1. zg est une variable aléatoire de loi mg

2. X est un champ de vecteurs sur IR™ de classe Cp° s’écrivant

_ i 9
X(z) =X (x)=—.
&vj
3. h est une fonction de clagse C*°(IR™, R), qui est, ainsi que ses dérivées de tous ordres.
a croissance au plus exponentielle .
4. Xg+hX est a croissance sous-linéaire (pour éviter des solutions du systeme (3.32) qui

explosent).
On définit le filtre associé au systéeme (3.32) comme d’habitude dans les problemes de
filtrage non linéaire:
Définition 3.2.2.1.

Pour tout t dans [0,T], notons m, le filtre associé au systeme (3.32), défini pour toute
fonction W dans Cy(IR™, IR) par

(3.33) mp = Elp(ze)/ V],

0l Y, = olys /0 < 5 < t).

3.2.3. LE FILTRE NON NORMALISE

Les hypothéses sur la fonction h ne permettent pas de définir une mesure de probabilité
de référence, comme habituellement dans les problemes de filtrage non linéaire. En ef-
fet Texponentielle de Girsanov, associée au systeme (3.32), n’est pas nécessairement une
martingale. et par conéquent on ne peut pas appliquer le théoreme de Girsanov. Pour con-
tourner cette difficulté, on définit un filtre non normalisé formel et on montre une formule

de Kallianpur-Striebel.
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Introduisons d’abord quelques définitions et notations nous permettant de contowrner le

probleme de la dépendance des bruits.

Définition 3.2.3.1.

Notons ®; le flot déterministe associé au champ de vecteurs X (i.e. ®, est l'unique solution
de 'équation déterministe P, = x + fOtY((I)S(CC)) ds).

Notation 3.2.3.2.

Si X désigne un champ de vecteurs sur IR™, tel que, pour tout x dans IR™, X(v) =

Xj(:z;)% et si I est une fonction de CL(IR™, IR™), alors, pour tout = dans IR™, on pose

XF(z) = Xj(:c)gg(m)

ct
(Br 7 X)F(z) = (Vo (z)) X (B(2)) VF(2).

Le processus d’observation y; étant unidimensionnel, on peut remplacer le parametre de
temps dans I'expression du flot déterministe ®, par y; et introduire, comme dans [§], un

processus stochastique T; € IR™, solution de I’équation différentielle stochastique

t oo At
(3.34) Ty = a:o»+/ (®; ' Xo)(zs) ds + Z/ (@71 X:) (&) o duw;.
On a alors le résultat suivant:

Proposition 3.2.3.3.

Pour tout t dans [0,T], x; = Dy, (T4).

Preuve: o

Par application de la formule d’Itd-Stratonovitch au processus stochastique %, on obtient:

¢ = t
a(I)’L 8 - .
Py, (7)) = Dy, (T0) +/ ——% o dys + / (V®y.(25)) o dz,
0 Jo

-l

t ) ¢ too »
—aot [ R (@) ot [ Ko@) ds 43 [ K0y, () 0,
0 0 /o
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Donc. par unicité de la solution de Iéquation différentielle stochastique (3.22) on a

P, () = 2, pour tout ¢t dans [0,77].

Y
De plus, on définit, pour tout ¢ dans [0, 7] 'exponentielle de Girsanov associée au systeme
(3.32) par:

t -t
1 2
(3.35) Ly = exp(/ h(zs)dvs + 5 / h,g(:cs)ds>.
0 < Jo
La proposition 3.2.3.3. et la définition du processus y;, permettent d’écrire, pour tout ¢
dans [0,T), Z; = exp Vi, ou

3

(3.36) v, :/0 h(Dy, (Zs)) dys — % /O'hz(cpys(fs))(zs.

Pour définir ”de facon formelle” un filtre non normalisé, associé au systeme (3.32), on
utilise I'expression du processus stochastique Z; obtenue apres une intégration par parties

dans 'intégrale stochastique apparaissant dans I'expression de V;.

Afin de prouver un résultat d’intégrabilité pour le processus stochastique Z; on suppose

que, pour tout 7 > 0 et tout € > 0, il existe un K. > 0, tel que

+o0
(3.37) XAl + sup [G(ho®)|+ > sup [Xi(ho®,)* <eh’ + K.,
fs|<r =1 Is|<r

ou G est l'opérateur différentiel du second ordre défini par

+oo
o o 1 2
(3.38) G =X+ —Q—Z;Xl.

On a alors.
- B

Théoréme 3.2.3.4.

Pour tout p > 0, le processus stochastique Z; est dans ['espace LP(W 7 myg).
presque stirement en y. ou W désigne 'espace de Wiener défini sur l'espace probabilisé
(UL F, Fy, P).
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Preuve:
On suit les idées de [28]. Si H désigne la fonction définie, pour tous ¢ dans [0,7] et @ dans

R™. par,
3
(3.39) Hit,z) :/ ho®,(z)ds,
0

on déduit aisément de la formule d’Ité-Stratonovitch que

Vi = H(yo 5) */0 [2(h2 0 (y, (8,)) + (@57 Xo) H(ys, 2,)] ds
+oo

(3.40) -2 / (571 X,) H(ys. 7)o dhy
i=1 70

Définissons maintenant un processus sur Uespace Co([0, 7], IR™) x IR™. muni de la mesure

W s mg, pour lequel nous allons montrer un résultat d’intégrabilité.
Notons, powr tout u dans Co([0,7],R™):
L) &} la solution de ’équation différentielle stochastique

+o0

dz¥ = (¢2 1 Xo)(z¥) dt + ¢t X )(ZY) o dwy
(3'41) t (Cb 0)( t ; )( t) t

Cfg — Ty
2) a le processus stochastique défini, pour tout ¢ dans [0, T], par
(3.42) xy = &y, (TY)

De plus, pour tout ¢t dans [0, 7] et tout u dans Co([0, T],IR™), on note Z;(u) le processus
défini par Z;(u) = exp Vi(u), ou

Vi(u) = H(ut,ft(u)) —/0 [%(hz + Xh) (Cbus (E?)) + ((PTL:IXO) H(us,Zy)| ds

—Z/ (@51 X:) H(us,3¥) o dw,

Alors. de maniere analogue & la preuve du théoréme 1.1.8 de [28], on montre que. pour
tout u dans Co([0, T),IR™) et tout p dans IN*, Z;(u) appartient a LP(11" 2myg). Le résultat

s’obtient en prenant u = y.
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On définir alors un filtre non normalisé formel de la fagon suivante:

Définition 3.2.3.5.

Pour tout t dans [0,T], et pour toute fonction ¢ dans Cp(IR™, IR), on note pyv: le filtre non

normalisé associé au systéeme (3.52) défini par

(3.43) prp = EY [w(:ct)Zt],

ou BV désigne 'intégration par rapport a W ® myg, 1.e.

peip = / / W(xy) Zy dW (w) dmg (o).
J e CI)([O,T],R)

De plus, le filtre non normalisé p; est lié au filtre 7, par la formule de Kallianpur-Striebel
(cf. [42]) suivante

Théoréme 3.2.3.6. (cf. [28])

Pour tout t dans [0,T] et toute fonction ¢ dans Cy(IR™, IR), on a

_ (1)
pi(1) '

(3.44) » ()

3.2.4. EXISTENCE ET REGULARITE DE LA DENSITE DU FILTRE

Le filtre 7, étant lié au filtre non normalisé p, par la formule de Kallianpur-Striebel. il est
équivalent de montrer 'existence d’une,densité de classe C*° pour le filtre 7, ou le filtre

non normalisé p;.

Pour cela, il suffit de prouver que toutes les dérivées au sens des distributions du processus
pi sont des mesures bornées. Le calcul de Malliavin permettant de faire une intégration

par parties sur I'espace de Wiener, le résultat découle du lemme suivant.
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Lemme 3.2.4.1.(cf.[53])

Soit v une mesure de Radon fini sur IR™. Supposons que pour tout multi-indice ¢, il existe

une constante finie Co telle que pour toute fonction v dans C°(IR™. IR)

‘ [ 9ou(z) v(d)| < Callploos
4 ﬂ.l’."'
alors. la mesure v admet une densité de classe C* par rapport 4 la mesure de Lebesque

sur IR™.
Ce lemme nous permet d’énoncer le théoréme principal de ce paragraphe:

Théoréeme 3.2.4.2.

Supposons que, pour tout point x dans le support de xg, [’espace engendré par les champs

de vecteurs

Xi, k> 15 [ Xy, Xio]s kvoka 2 05 [ [ X,y Xigg |- ] Ry by > 05

J

évalués en x est de dimension m. Alors, pour tout t dans [0,T], le filtre non normalisé p,

admet une densité de classe C*° par rapport a la mesure de Lebesque sur IR™.

Preuve:

D’aprés la proposition 3.2.3.3, on a, pour tout ¢ dans [0, 7],
(345) ptd) = Fv |:’l/) o) (byL (‘f;t) Zt] .

De plus, on peut montrer, comme dans [28], que p; est continu par rapport aux trajectoires
du processus d’observation y,. On peut donc fixer la trajectoire du processus y dans (3.4%).
appliquer le calcul de Malliavin seulement & des fonctionnelles de w et utiliser les résultats

de [75].

|
|
tout ¢ dans [0, 7], T, € ID°(W) et pour tout 7 > 1,

En appliquant le gradient stochastique au processusistochastique Z, on montre que. pour

(3.46) Diz, = FF, (&)1 X,)(z),

ou [, est la dérivée du flot stochastique associé au processus Ty, i.e. la solution de I’équation

différentielle stochastique

J ()

{ +00
(3.47) F, :[+/ V(. Xo)(Zs)Fs ds+2/ V(@ X)) (@) F, 0 dwt.
=170
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On obtient alors le résultat suivant:

Proposition 3.2.4.3.

Pour toute fonction i dans C°(IR™, IR) et tout t dans [0,T7], ¥ o &, (%) et Z, sont dans
D> (W), pour tout y dans Co([0,T], IR). )

Preuve:

Comme 1 est une fonction de C°(IR™,IR) et &y, (Z;) = ¢, les résultats usuels du calcul
de Malliavin impliquent que, pour tout ¢ dans [0,7], ¥ o ®,, (Z;) est dans ID(W).

D autre part, Z; est dans LP(W &myg), d’apres le théoreme 3.2.3.4., donc il suffit de montrer
que log Z; est dans D (W).

Or, d’apres (3.36), log Z; = fot h(@y, (Zs)) dys — %fof h?(®,,(zs)) ds. Par conséquent, il
suffit de montrer que fot h(®y, (zs)) dys et fot R%(®,, (Z5)) ds sont des processus de D™ (W).

Ce vésultat est immédiat, car les hypotheses sur h impliquent, d’apres le lemme 2.9. de
(28]. que h(®y, (z,)) et h?(Py, () sont des processus de D (W),

De plus, si @ désigne la matrice de covariance de Malliavin associée au processus stochas-

tique Z;, on a la formule d’intégration par parties suivante:

Proposition 3.2.4.4.

Pour tout t dans [0,T], toute fonction H dans ID(W @ mg) et tout i,1 <i<n, on a

- t . B
E'U!(vi,d) o @y, (Z:) Z: Qs H) = W [w o ®y, (Z¢) Zt<—/ D H D}z, ds
0
t , t R
(3.48) - H'l/ Di(log Z,) D%, ds + / Di(z,) dw;)]
0 Jo
Les hypotheses sur les champs de vecteurs permettent d’obtenir le résultat suivant:

Proposition 3.2.4.5.

Pour tout t dans |0, T], (det Q;)~! appartient & LP(W & mg) pour tout p dans IN".

Preuve:
Le filtre non normalisé p; étant continu par rapport aux trajectoires du processus
Q’observation (cf. [28]), on peut fixer une trajectoire du processus y dans la formule (3.45)

et effectuer un calcul des variations stochastique seulement sur des fonctionnelles de w.
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En particulier, pour une trajectoire fixée du processus y, on peut facilement démontrer. a
"aide d estimations montrées dans le lemme 1.0.3 de [28], que les coefficients de I'équation
différentielle stochastique (3.34), vérifient les mémes conditions que les champs de vecteurs
de la premiere section de ce chapitre (i.e. pour une trajectoire fixée du processus y, les
champs de vecteurs @Z:th 0 < ¢ < d, et toutes leurs dérivées en x sont Holder-continues
en t uniformément sur [0, T x KC, pour tout sous-ensemble compact K de IR™, C* bornés

en «, si t est fixé dans [0, 7] et toutes leurs dérivées en = sont uniformément bornées.)

D’autre part, si Z(X1, ..., X4) désigne l'idéal engendré par I'algebre de Lie L(X;..... Xy)
dans l'algebre de Lie L(Xo, ..., Xq), il est facile de montrer, par des résultats standards de

péométrie différentielle, que pour tout (¢,z) dans [0,7] x IR™, on a
(3.49) (05 X1, oo, @57 X)) (b, ) = T(X 1,y Xa) (By, (7))
D’ott, en prenant t = 0 dans la relation (3.49), on déduit que

(3.50) I(®; ' Xy, ., @)1 Xg)(0,2) = T(X1, -, Xa) ().

De plus. les hypotheses du théoréme 3.2.4.2. impliquent que Z(X1,..., Xq)(z) =R". et le

résultat se déduit du théoréme 3.1.4.3.

Du lemme 3.2.4.1., de la proposition 3.2.4.4. et de la proposition 3.2.4.5., on déduit que le

filtre non normalisé p, admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™.

De plus, en itérant la formule d’intégration par parties. comme dans [8], on montre que

cette densité est de classe C®°.
Ceci termine la démonstration du théoreme 3.2.4.2. ,
De plus, cette densic& est dans I'espace de Schwartz S.

Théoreme 3.2.4.6.

Supposons les conditions du théoréme 3.2.4.2. vérifides. Alors. pour tout t dans |0.T}.
le filtre non normalisé p, admet une densité p, qui est dans l'espace de Schwartz S et

Uapplication t — py de 10, T] dans S est continue.
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Preuve:

Rappelons que

S={f:R" - R t.q. VN-uplet a,¥p € IN, sup (1 + lz|2)P |V f(z)| < +o0}.
IEB"L

On suit I'idée de la preuve du théoreme 1 de [15].

Considérons pour tout N-uplet «, la mesure signée 1%, définie sur IR"™ par
) 3

(351) dua(x) = % pt(x) d:E, ou z% = :12?11,21’”

Alors, on peut montrer, comme dans le lemme 1.1 de [15], que p* est une mesure bornée.

De plus, prouver que p; est dans S, est équivalent a prouver que sa transformée de Fourier

est dans S, i.e. que, pour tout p dans IN et pour tout « dans IN™,

(3.52) sup (1 + |€]2)™Vep:(&)] < +oo <= sup (1 + [£]*)P|E*(§)] < +o0.
EelR™ tcIR™

¢
Comme, pour tout B dans N™, |€°|a%|(¢) = ‘/ VB e quf (x)], (3.52) découle du
0

résultat suivant

Proposition 3.2.4.7.

Pour presque tout y et tout § dans IN™, il existe K(c, 3) dans IR, tel que pour toute
fonction ¢ dans C°(IR™), ;

(353 [, V@ @) < (e 0) o

Preuve:

Notons @), la matrice de covariance de Malliavin associée au processus stochasticue 7.

La proposition 3.2.3.3. implique que

(3.54) | VPota)dun(a) = B[99 (po @y, (7)) 5 4],
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p i ) —1 - . .
Par conséquent, si on prend H = ); ~ z¢ dans la formule d’intégration par parties de la

proposition 3.2.4.4., on obtient que pour |G| =1

a5y | / |  VO() du®(z) = E¥ [¢(x) 7, B').

A Y
ot
/

t i o
(3.56) B =_— / DPQYDPT,ds — Q, | DP(log 7,) Dz dt + | DY(z,)dub.
0 J0

A1)

De plus, d’apres la proposition 3.2.4.3., Bf"ﬁ est dans ID®?(W), pour presque tout y.

Par récurrence sur |G|, on montre Pexistence d’un processus stochastique appartenant a
D> (W). toujours noté B™? tel que pour tout 8 dans IN™
J t

(3:57) BV (D g(we) o] 2] = B [#(w) 7 B,

Ceci démontre la proposition 3.2.4.7. avec K(a, §) = BV [|Bf"ﬂ|Zt].

Les bornes obtenues dans les expressions précédantes étant uniformes pour ¢ dans [e, T

on déduit du théoreme d’Ascoli la continuité de lapplication t — p; de ]0,T] dans S.

3.2.5. UN THEOREME DU SUPPORT

Sous les hypotheéses du paragraphe précédent, définissons ’application p, par

Définition 3.2.5.1. }
|

|
Soit p; : Co([0,T), IR) x IR™ — IR™ [’application deﬁme par

pr(e ) = qz) BY [exp<H(ct,@) ~ /0 (%.(h2 + Xh)(®e,(Ts)) + (257" Xo) Hc,, Ts)) ds

: +0oo ¢ .
(558) — Z;/O ((I)Zc_le)H(cb Ts) o] dU)ng,,:xb;l(Au)>] :

ot q; désigne la densité de la loi du processus .

~

Alors, on a les résultats suivants
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Proposition 3.2.5.2.(cf.[12])

Siu e HY[0,T], IR), alors p.(u,-) est 'unique solution dans S de | équation aux dérivées

partielles

dpe(u, x)
(3.65) dt

pe(u,-) > mg  sit— 0,

= L*Pe(u, ) + S*pr(u, x) s

— too S —
i L= Xo+hX+3 5 X2+ 1% et §=h+X.

i=1
Preuve:

On sait (voir annexe) que si ¢ est dans Cp(IR™, IR), alors pgp vérifie I'équation de Zakai

¢ ¢
petp = P(xo) +/ pS(Lw)ds—l—/ ps(S) dys.
0 0
On décrit alors la loi du processus py & ’aide de solutions d’une équation aux dérivées
partielles déterministe, engendrée par un contrdle appartenant & H!. En fait, on remplace
dyr par 4dt dans les équations (3.32) et (3.35). Plus précisément, pour toutes fonctions u
dans H'([0,T],IR) et 1 dans C,(IR™, R), on pose

pi = BV (=) Z¢],

ou (wy, Z}*) est solution du systeme différentiel stochastique

t +oco t i
T, = To + / Xo(zy)ds + Z/ Xi(z¥) o dw? + / X (") ds
0 =1Jo Jo

g

I .
A exp(/ h(zs)usds — —/ h%(z) ds).
0 2 Jo :.
Alors, pour toute fonction 1 dans Cp(IR™, IR), pi4p est solution de I'équation aux dérivées
partielles
dpy
dt
poY = ¥(zo)-

N ACORTACHE

D ou le résultat.




Chapitre I1I - Diffusions engendrées par un processus de Wiener de dimension infinie 102

Proposition 3.2.5.3.(cf.[28])

L application ¢ — Pi(c, z) est continue de Co([0,T), IR) dans IR pour tout (t.z) dans [0, T] %
R". De plus, pour presque tout y, pour tout x dans IR™,

(3.60) pe(y, ) = Pe(y, =)

Théoreme 3.2.5.4.

L application ¢ — p.(c, ) est continue de Co([0,T], IR) dans C([e.T],S). pour tout € > 0.

Preuve:
Notons p® (respectivement p¢) la restriction de p (respectivement de p°) a [e. T'] et montrons

que, pour presque tout y, pour tout « dans IN? et tout p dans IN,

sup sup (1 + |£|2)p|VO‘(ﬁA§ ) — pt( )’ — 0 quand ||c — ¢'||ee — 0.
tele, TV ECR™

Par des arguments similaires & ceux de la preuve du théoréeme 3.2.5.4.. il est facile de voir

qu’il est suffisant de montrer que pour presque tout y, pour tout («, 3) dans IN™ x IN™,

sup  sup [ 0@ d(ee - ) e)| 0 quand e~ ¢l -0,
te[e,T] deCz (IR™) ||¢||oo n
ot diy"¢ = z¢pe(c, ) du.
Or,
(3.61) / VAP(z) d(jig® - fig® ) (@) = BV [VP$(zi) af (27 — 27)],
,l:.'?m

b1 — b =
avec Z; = exp (H(ct,ft) - / (§(h2 + Xh) (@, (Ts)) + (P Xo) Hes. X)) ds
Jo

_ Z / *‘1 H(cs, X))o (/,'11}1’,).

Par conséquent, les propositions 3.2.4.3. et 3.2.4.4. asswent l'existence de processus
B (¢) dans D™, tels que

(3.62) B [DP o) w¢ (25 - 7)) = B () (B (0) 25 — By () 7).
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D’ou

1 —a,c . ! « o
sup  sup | / VA(x) (i — e )@)| < B[ |BE(0) 28— BE () 2 |.
te[=1 e (IR) ”d’”oo m

Al

Supposons que ¢ et ¢’ sont dans un sous-ensemble borné B de Co([0,T],R). Comme
B (¢) € ID*®, pour tout  dans [0, 7] et tout ¢ dans Co([0, 7], R), on a

(3.63) sup E¥[|BXP(c)|?] < +oo.
ceEB
t€[0.7]

De plus, d’apres ([28]),

(3.64) sup EY[|Z{*] < 400
LEC[%.BT]
et
(3.65) sup E[|Zf — Z ] < Clle— ¢||2,
te(0,7]

La conclusion du théoréme découle facilement des relations (3.62)-(3.65).

Cela nous permet d’énoncer le résultat principal de cette section. Notons R. le sous-
ensemble de E. défini par R, = {5°(u,-), w € H'([0,T7],TR)} et P. la loi de probabilité te
la variable aléatoire y — p°(y,-) & valeurs dans E.. Alors, de maniere analogue & [12]. on

déduit de la proposition 3.2.5.3. et du théoreme 3.2.5.4..

Théoreme 3.2.5.5.
Support (P.) = Re,

on 'adhérence est prise dans Fo..




Chapitre 1V

FILTRAGE DE DIFFUSIONS
FAIBLEMENT BRUITEES

4.1. INTRODUCTION

La nécessité d’estimer un processus d’état partiellement observé intervient dans de nom-
breux probleémes appliqués et a été beaucoup étudiée durant de nombreuses années. Des
structures mathématiques adéquates ont été établies et on dispose aujourd’hui de nom-

breux résultats théoriques sur ce sujet.

Dans ce travail, on suppose que le processus dont on veut calculer une estimation (signal)
est un processus de diffusion markovien observé a I'aide d’une fonction perturbée par un
bruit blanc. En fait, on veut calculer la meilleure estiination possible du signal au temps t.
connaissant I’observation jusqu’au temps t. Or, excepté dans quelques cas particuliers, les
, . . . : ! : o ) )
équations différentielles permettant de résoudre ce probleme, comme ’équation de Zakai
(cf.[87]), sont de dimension infinie. Cela rend intéressante toute procédure fournissant des

filtres presque optimaux de dimension finie.

Ici, on suppose que le bruit blanc perturbateur est d’ordre € et que pour € = 0. le signal
est exactement observé. Ce probleme a été traité en détail dans le cas de bruits non
corrélés. A H. Jazwinski [41] a établi la décomposition en semi-martingales du filtre dans

un cas spécifique afin de construire des filtres du second ordre. B.Z. Bobrovsky et M.
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Zakai [9] ont calculé des estimations des moments conditionnels du signal, tandis que R.
Katzur, B.Z. Bobrovsky and Z. Schuss [45] ont utilisé des techniques de perturbations
e I'équation de Zakai pour calculer formellement un développement asymptotique de la
densité conditionnelle et en déduire des filtres approchés de dimension finie. J. Picard
[68] a obtenu des filtres sous-optilnaux par d’autre méthodes. Il a notamment utilisé des
concepts de base de la théorie de filtrage non linéaire, tels la formule de Kallianpur-Striebel
(cf.[42]) et la décomposition en semi-martingales du filtre optimal associés a des résultats
de retournement du temps de processus de diffusions. A. Bensoussan [5] a démontré une
partic des résultats exposé dans [68] par des méthodes plus élémentaires et J. Picard [69] a
ensuite généralisé certains de ces résultats a des signaux multidimensionnels. Finalement.
J. Picard [70] a traité le cas multidimensionnel en travaillant sous des hypothéses un
peu plus faibles que dans [69]. Les résultats obtenus dans cet article reposent sur de
simples considérations probabilistes et 'utilisation du calcul des variations stochastique.

Le probleme du lissage a été abordé lui aussi.

Le but de ce chapitre est d’étudier un probleme analogue pour un systeme de filtrage non

linéaire avec bruits corrélés. Il est divisé en trois paragraphes organisés comme suit.

Dans le deuxieme paragraphe on introduit le systeme qu’on étudie par la suite. On suppose
tous les processus & valeurs dans IR™. On définit une classe de filtres sous-optimaux et
on montre, en suivant les idées de J. Picard [70] que les éléments de cette classe sont
égaux au filtre optimal & /e pres. Dans le troisieme paragraphe on précise le filtre utilisé
dans notre application et on montre que celui-ci approche le filtre optimal & ¢ pres. Le
démonstration repose essentiellement sur un changement de probabilité adapté au probleme

et des résultats du calcul de Malliavin.

4.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME ET RESULTAT PRELIMI-
NAIRE

Soit (€, F, P) un espace probabilisé complet et (F;).cjo. 7 une famille croissante, continue
a droite de sous o-algeéres de F. Soient w et v deux Fi-processus de Wiener indépendants

de dimensions respectives d et m.

Si 2 est une semi martingale sur (2, F,F;, P), odx, (respectivement dx,) désigne sa

différentielle de Stratonovitch (respectivement It6).

Considérons le probleme de filtrage non linéaire associé au systeme état/observation




Chapitre IV - Filtrage de diffusions faiblement bruitées 106

(1, 11) € (IR™)? solution du systeme différentiel stochastique:

i o, {4
T, = Tg +/ b(xzs)ds + / o(xs)dws + / g(zs) dus
(4 l) 0 40 J0O

t
y,,:/ h(zs)ds -+ € vy,
0

vérifiant les hypotheses suivantes:

(Hy) g est une variable aléatoire Fp-mesurable & valeurs dans IR™ dont les moments de

tous ordres sont bornés.
(H3) b est une fonction de classe C2(IR™,IR™) & dérivées premitres et secondes bornées.

(Hs) o et g sont des fonctions bornées de classe C2(IR™,IR™ & IRY), respectivement

C*HIR™,IR™ ® IR™), & dérivées premieres et secondes bornées.
(Hy4) hest une fonction affine, i.e. il existe § dans IR et a: dans R™ tel que h(x) = bz +a.
(Hs) La fonction a = oo™ est uniformément elliptique.
(Hg) Les fonctions A'b et (h’oaT(h’)T)_%h’b sont, lipschitziennes.

Remarque:

La condition (Hg) implique que la fonction h'c est inversible.

On peut alors définir le filtre associé au systeme (4.1) comme d’habitude dans les problemes

de filtrage non linéaire.

Définition 4.2.1:

Pour tout t dans [0, T), notons 7, le filtre associé au systéme (4.1) défini pour toute fonction
Y dans Cy(IR™, IR) par

(4.2) e = Blp(z) /Y],
ot Y =o(ys /0 < s <t).

On considere de plus la classe de filtres sous-optimaux suivante:

t 1t
(4.3) me = mg + / b(ms) ds + —/ B (m) K (dys — h(ms)ds),
JOo € Jo
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ol g € IR™ est arbitraire et { K¢, t > 0} est un processus V,-progressivement mesurable.
horné tel que pour tout (¢, w) dans [0, 7] x Q, K, (w) est une fonction bornée uniforménicnt

elliptique.
Remarques:

N

(i) La définition des filtres sous-optimaux implique que le signal et l'observation doivent

étre de méme dimension.

(ii) Dans la suite, si f est une fonction vectorielle de la variable x € IR™. f’ désigne sa

matrice Jacobienne, si f est scalaire, f’ est un vecteur ligne.

Powr ces filtres, on a alors une premiere estimation d’erreur:

Proposition 4.2.2.

Pour tous tg >0 et p>1, on a:

(4.4) sup [z, — mul, = O(Ve)

t>to

Preuve:

La formule d’Ito6 implique

h(zy) :h(x0)+/0 Lh(xs)ds—k/o (h'o)(zs) dw3+/0 (h'g)(xs) dvs,

ou L est opérateur différentiel du second ordre défini pour toute fonction f dans
C2<Rm.’ﬂ_{7n) par

: ‘ d ; P
(4.5) (LHz) = bl(x)g:}; (z) + % Z(U(m))k(a(x))kaigL v
! k=1 Ti0Tj
1&g A @
EPICLNCC et

De méme.

Il

t : ¢ -t
h{m:) = h(mg) + / f)sh(ms) ds + j/ K, (h(ms) — h(ms)) ds + / K, dvy,
0 ¢ Jo Jo
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ot L; est défini pour toute fonction f dans C2(IR™,IR™) par

2

_ o " il
(4.6) (L f)i(z) = b'(z ai %Z B V(R )Kt)kda gx (z)-

A )

Ceci implique

hWiz)) — h(me) =h(zo) — h(mo) + / (Lh(zs) - ish,(ms)) ds + /'(h/g)(xs) dw,

JA0) J 0

t 1 t 1 L
+/ h'g(zs) dvs — = Kgdvs — —/ K (h(zs) — h(my)) ds.
0 0 0

£

Comme K est uniformément elliptique, on peut montrer (4.4) de maniére analogue a [69].

Par application de la formule d’Itd, on calcule |h(z;) — h(m)|¥ pour des entiers k pairs.

puis, aprés avoir pris I'espérance dans les deux membres de 1’égalité obtenue, on utilise

quelques estimations usuelles pour des inéquations ordinaires. =

Corollaire 4.2.3.

Pour tous tg >0 et p>1, on a:

(4.7) sup [|my — mI|l, = O(Ve)
t>to

et

(4.8) sup [l — m !l = O(Ve).
t>to

4.3. LE RESULTAT PRINCIPAL

On choisit maintenant un filtre de la classe définie précédemment pour lequel P'erreur

commise est d’ordre &.

i :
Soit ~ la fonction définie par v = (h'co™ (R)7)? et pour tout ¢ dans ‘0.T]. posons

(4.9) Ky =~(my)
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Remarquons que, d’apres les hypotheses (H3), (Hy) et (Hs), 7 est bien une fonction bornée

uniformément hypoelliptique.

On peut alors énoncer le résultat principal de ce chapitre

Théoréme 4.2.4.

Pour tous tog >0 etp>1, on a:

(4.10) sup ||l — myell, = O(e).
t>to

On définit tout d’abord quelques processus stochastiques qui vont étre utiles par la suite.

Soit le processus

¢
(4.11) w, :/ v mg) (B o) (xs) dws.
0
Alors W, est un (F;, P)-processus de Wiener a valeurs dans IR™ et

(4.12) dry = b(zy)dt + (B~ ) (zy) dwg + g(z) do;.

Pour tout ¢ appartenant a [0, 7, soient

I 1 [
(4.13) Zt>:exp(§/0 hT(acs)dys—ﬁ/O |h(x5)|2ds>
et
) 1/t T 1 't 2
(4.14) At:exp(—g/o (h(ws) ~ him,))" dws + 5 /O |h(xs) — h(m.)] ds).

Comme la fonction h est affine, les processus Z, ' et A; ! sont des martingales expo-

nentielles. On peut alors appliquer le théoreme de Girsanov et définir des probabilités
/(7 ~ . . . -9, B

de référence a 'aide desquelles on va montrer les estimations voulues via la formule de

Kallianpur-Striebel.
Définissons donc les probabilités Pet P par les dérivées de Radon-Nicodym

dP

=l =2z 1
dP bR
Ft
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et

dP A

(4.16) —
dP |,

Il

~

0 =

Alors, d’apres le théoreme de Girsanov, sous P, W, = Wy —

/L‘(h( ) o h/(rns)) ds et yé
0 E

sont des processus de Wiener standards indépendants.

De plus, le processus stochastique x; s’écrit comme solution de I'équation différentielle

stochastique
1 -
(4.17)  dz; = - (B y)(ze) (B(ze) — h(my)) dt + b(z) dt + (B ) () dug + g(xy) duy.

D’autre part, on a

=

< J0

"y . 1t
Z,,j\t:(exp(—~/(h(ms)—h(ms)) d@ﬁ—g—z/olf(xs)(dysh ms) ds +—/ |h{ms) (Zs

Soit pour tous z,m appartenant & IR™ la fonction £ définie par:

(4.18) F(z,m) = (h(z) — h(m)) v~ (m)(h(z) — h{(m)).

Il résulte alors de la formule d’Itd que

F(xy,my) :F(wo,mo)+2/0 (h(xs)Hh(ms))T’Y_l(ms)h/(a;S)d:ns
t — h(m el m x5) — h{my)) dm!
# [ (hloe) = b)) G me) (b = ) i

_2/0 (h(ms)—h(ms))T’y_lh’(ms)dms—k/o (AL + Ay FY(xs.mg) ds.

oll A, et A,, sont les opérateurs différentiels du second ordre, définis pour toute fonction
f dans C*((IR"™)?) par

(4.19)
; d . 4 ; ) 82 ™m : ) ‘)2 .
A flx,m) = %Z(U(m))k(a(x))iamaf% (z,m)+ % Z(g(r))A(q(m))ia; ()fl (r.m)
k=1 v k=1 J
et
1< - O
(4.20) A f(ym) = - Z(a(a:))k@(a:))im(w;'rn,).
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D’on,

F(xy,my) =F(zo,m0) + 2/0 (h(zs) — h(ms)) v (mg)h (ws) das

2 6 T
i L (h(iUs) . h(ms)) [dys — h(ms) ds]
~ 2.4 (h(zs) — h(my)) " (v~ Lh'b)(m.) ds

Par conséquent,

t

+2 /O (h(zs) — h(ms))" (v "R g)(ms) dvus + /0 (AxF + Ay F) (5, ms) ds

7'8’)/

+/0 (h(zs) — h{ms)) o

i (ms)(h(xs) — h(ms)) dm.

On a donc finalement
1 1/t
(4.21) Zihy = eXP<—£(F($t,mt) - F(xo,mo)) + - / x1(ws,ms) ds
! © /0

1/t 1 [t ! il
+*/ Xg(xs’ms)dm8+_/ Xg(xsrms) dzs + —
£ 0 £ 0 ~

o,
[ xatasm) e,
< Jn
1 ) - 1 2 .
+E_2 0 h (ms)dys_2—€2 . \h(mb)| ds)’

avec

X1y m) =(h(@) = h(m)" (v~ H6) (@) — (v~ W) (m)
+ %(A;EF + A F)(z,m).
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(h(z) - h(m))" 081/7; (m) (h(z) — h(m)). i=1....m

xa(z,m) = — (M) (z) (v (z) =+~ H(m))" (h(z) — h(m)),
xa(w,m) =(v~'Wg)"(z) (M(z) — h(m)).

DO |

oz, m) =

Al

Dans la suite, si f est une fonction de (x,m), on notera f’ pour %%

Diapros les régles du caleul de Malliavin (cf.[62]) , si D (vespectivement D) désigne
Iopérateur de dérivation dans la direction de W (respectivement ). on a pour tout

0< s <L,
(422) Dsmt - Cst(h,_l’)l)(xs)a

ot {(s, t > s} est la solution de I'équation différentielle stochastique
(4.23) ¢y =1+ —/ Cor (K1) (z) (B(zr) — h(my)) dr + = / Csr B 1yR () drr

/ Cor b (T dr+/ Cor (B~ 1y () d, + / Cor §' (1)) duy.

I1 résulte alors de (4.21) que

- 1 1 [ .
Dy log(Z,Ay) = — 2—F (:L“t,mt)D Ty + — / x1(zr, my)Dszx,. dr

1 [t
+ - / dml x5(xy, my) VD +
S

&

0)|+—A

/d:c x4z, my) Dy,
1t 1t )
+ 5/ X3(@r, mr) Dy xrd'f'+'6‘/ dvl xy(xr.my) Dy,
k]
t —
+/ X4(mramr)D3$T dr.

Par conséquent,

| ) ) t
5F’(q;t,mt) = —eD, log(Z,Ay)(Dszy) ! +/ X1 (xr, M) D (D)t dr

¢ ot
—|—/ dm,;—x{,z(;p,._,'m.r)Der(Ds:L‘t)_l +] dﬂﬁ;xé(mr,’m,,~)D_S,'IJF(DSLL'I)*L
|,_ s
+/ Xg(ﬂf,,‘;77'L.,.)D5.7).,~(D31E5)1d7‘—|—/ dvl X4(Cr,m7>[) v (Dyg) ™t

| &
+/ xa(@r, mp)Dszp(Dgxy) ™t dr.
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En intégrant 1'égalité précédente entre 0 et ¢, on obtient

(4.24) iF (gyme) = —/ Dy log(ZyAy)(Dszy) tds

// X1 (xr,me)D T(ﬁsmt)"ldrds

1 - -
+E // dm.; Xé(xr,mr)Dsiﬂr(szt)il ds
0Js
1 [t . -
+z / / dzl x4 (zy, my) Dz (Dszy) b ds
0Js
L _ .
+?/ / X3<£L‘T,mr>szr(szt)41 drds
A0 s

1t . -
+E // dv, Xﬁl(xr,mr)Dsﬁr(szt)il ds
0Js

1 [t - -
+¥// X4($7-,mr)DSIT(Ds£Bt)_1 dr ds.
0Js

D’autre part, d’apres la définition de la fonction £,

S (e me) = (h(ee) — hma) "y~ (ma) W (),

donc

E[%F’(mt,mt)/%] =E[(h(z) — h(me))"/Vs] (v 1) (my)
+ E[(h(z:) — h(mg))" v (my) (1 () — B (me)) V).

La proposition 4.2.2. et les hypotheses (Hy) et (Hs) impliquent donc

(4.25) E[%F'(mt,mt)/yt} = E[((hm2) = hma)) 7] (K m) + O

j
I1 résulte alors des hypotheses (Hy) et (Hs) que le théoréme sera établi si on montre que

pour tous tg >0, p > 1,

(4.26) sup“E[%F/(xt,mt)/yt]Hp = O(e).

£>to
Or. d'apres égalité (4.24), ceci équivaut a montrer

(2) sup—HE / Dy log(Z,A )(D xe)~ ds/yt]H < ¢p,

AT
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t oot
(41) suleE[// Xi(m.r./mr)[)sxr(f)smt)—ldrds/yt}

>t v

= O(e),
D

(#i%) sup—HE // dm?] x5 ”c,«,mr)D xr(D Ty) ds/yt} = O(e),

t>t0

(iv) sup—HE// dz? X5(zr, my)Dszr(Dswe) ™ ds/yt]H = O(e).

1>t b

(1) supEHE[/O/S Xg(mr,mr)bsx-r(ﬁsxt)ﬂd?"ds/yt]

t>tg

]p = O(e),

(vi) sup 1HE[ / t / 7 s (@0, mr) Dy (Do)~ ds/ V| Hp — 0(e),

t>to

(vii)  sup — HE// Xa(zr,my)D T([)smt)_ldv"ds/yt”‘ = O(e).

(> t P

Pour prouver (i) a (vii) il est nécessaire de démontrer les deux lemmes suivants.

Lemme 4.2.5.

Pour tous eg > 0 et p > 1, il existe des constantes strictement positives a(p) et a(p) telles

que
(4.27) 1<esllp < alp) exp [—g(g@(t —s), 0<s<t.
Preuve:

D’apres la relation (4.23) et la définition de wy, le processus {(g, t > s} est l’uniqﬁe

solution de I’équation différentielle stochastique

¢ i L
(4.28) Cst = 1+ i / Cor (R 1R ) (zy) dr +f Cor b/ () dr

+Z/ Cor 5

h’ Wz, dw +/ Csr g’ (0) Uy
Donc,

1 \! ) -
B s (Gl < B{1+ sup (12 [ Gt e arl” +] [ Gt drl”
1€[0,7) tef0, 7] N € Js Js
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I3 [ o gm a4 | [ s ant))

SC{E[E/ ‘(ST(h’*lfyh’)(xr)]pdr +E/ ‘CS,.()’(xr)‘pdr}

£
/|<sr ('t :Er‘dr> +E/|Csr m,’(h)%)}.

d’apres I'inégalité de Burkholder. Comme ~ est hypoelliptique. les hypotheses (Hs) — (Hy)

impliquent alors qu’il existe des constantes strictement positives ¢ et ¢’ indépendantes de

¢ telles que

T T
C
1Cstllp < —/ IICsrllpdrﬂLC'/ [[Csrllpdr
s s

-

Le lemme découle alors du théoreme de Gronwall et du fait que (;, = Cs_tl.

Ll

Lemme 4.2.6.

Pour tout p > 1, il existe une constante c(p) telle que

(4.29) [DsCeollp < elp),
(4.30) 1DsGrollp < (p).
Preuve:

D’aprés la relation (4.28), on a pour tout ¢ dans [0, 77,
1t ‘ t
COt =1+ _/ COT‘ (h/_l’Yh/)(ﬂfr) dr +/ COT b,($1‘) dr
+2/@

La formule d’It6 implique alors que

)(wr dw +/ Cor §' (1) dvy.

- 9 1 t : { )
CIO =1~ - / (h,_lfyh )(xr) (rOdr 4 / b (xr) CTO dr
c Jo < ()

m ta . B t/
—ngﬂhwmmmm—/wmmm»
— . J0 Zq JO

+Z/ (G, ) )Gt [ (616 ) G
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Donc,

c

_ 1/t I -
D:;Cts == t/ (hl;lﬁfh,)/('rr) CT‘O dr — E/ (h/_lﬁ/h/)('r'r‘) DSCT'O dr
0 0

y ¢
— / b () Cro dr — / V' (2r) DsCro dr
Jo 0

0 = ; " ’ / o)
- § Oz (h l’\/)(mr) Cro / g (xr) Cro dvy / g (:E,») Do dv,
i i 0 0

", v

+Z/Ot<aa (h’—lﬂ/h)(i(h’—lvh)y(xr))’go dr+/ (g'(g')'—(m-r))/(,.o dr

xT; 8:137; 0

2 0 /. 0 o - - A o -
+Z /O ( 5. (h wh)(a—xi(h Lyh)) (xr)>DSCT0 dr + /O (0'(g")" (22)) DisCro dr

En utilisant alors le lemme 4.2.5., les hypotheses (Hy) — (Hy), (H7) ainsi que 'inégalité de
Burkholder, on peut alors montrer comme dans la preuve du lemme précédent qu’il existe

des constantes strictement positives ¢ et ¢ telles que

t
Batolly < ¢ + ¢ / IDatroly dr
0

D’ou la relation (4.29). La relation (4.30) s’obtient par des calculs analogues.

Passons maintenant a la preuve de (i) a (vii).

Des calculs analogues a ceux de la page 153 de [66] respectivement de la section 3.4. de

[70] donnent

1 o B 1 ¢ . -
TE[/ Dy log(ZiAy)(Dszy) ™ ds/yt] ZEE[/ Y7 (26)Cos (DsCro — DsCro) (15/3’/}
: A1) 0

1

_ EE[/ot [h(zs) — h(my)]Cesy™ "R () ds/)),} .

ot (1) découle alors des lemmes 4.2.5. et 4.2.6.

Par ailleurs.

¢t \ ot
// X1 (@, my) Dy (Dyzg) ™t dr ds < c(p) / / Csr-Cps dr ds,
0Js JOJs
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comune ||y}, est borné, et

/‘I'/‘L X3 (%, M) Dy (Dszy) " tdrds < c(p) /t/t eXP[@(T_S)] EXP [—@(t—s)] drds.
J0 s e :

(o

d’apres le lemme 4.2.5.

Par conséquent

// X1 (%r, mp) Doz (Dyz,) Fdrds < Ec(p)/o exp[@(t —s)] exp[ﬂ(t — )] ds

c [

=cete(p).

On a donc prouvé la relation (ii).

Des calculs similaires impliquent les expressions (iii)-(vii). (Remarquons que dans

l'expression (iii) figure une intégrale par rapport & m¢. Or comme dm; est d’ordre O(%)

et |[x3ll, d’ordre O(/€), on ne rencontre pas de probleme pour conclure.)

Ceci complete la démonstration du théoréme 4.2 4.




Chapitre V

DIFFUSIONS SUR LES
VARIETES RIEMANIENNES

5.1. INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est d’établir la régularité de la loi de probabilité de I’image, par une
application de classe C'*° d’une diffusion avec coefficients dépendant du temps, évoluant sur
une variété. On suppose que les coeflicients de la diffusion exprimés en coordonnées locales
sont Holder-continus dans la variable temps et de classe C*° dans la variable d’espace. On
montre, sous une condition de Hormander globale, que la solution d’une telle équatien
admet une densité de classe C* par rapport a I’'élément de volume riemanien. Cecl est une
extension des résultats de S.Tanigushi [84], ou les coefficients de 1’équation différentielle
stochastique ne dépendent pas du temps et ou l’alilteur suppose ’existence d'une carte

globale.

Ces résultats sont ensuite appliqués pour démontrer que le filtre associé a un systeme de
filtrage non linéaire, composé d’un signal et d’une observation a coefficients dépendant du
temps, évoluant sur une variété riemanienne, admet, une densité de classe C*° par rapport

a I’élément de volume riemanien.

Des probleémes de filtrage non linéaire avec un processus d’observation évoluant sur une

variété riemanienne ont été étudiés par T. Duncan [22] et M. Pontier et J. Szpirglas [71].
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D’autre part, S. Ng et P. Caines [58] ont donné une formulation générale du probleme
de filtrage non linéaire, dans le cas ou le signal et ’observation sont a valeurs dans une
variété riemanienne. Ils ont montré une formule de Bayes pour 'espérance conditionnelle
de fonctions de classe C*° dépendant du signal. De plus, ils ont démontré que la densité
du filtre, si elle existe, vérifie une équation de Zakai (cf. [87]). t

Dans [32], P.Florchinger a montré par des techniques de calcul de Malliavin que le filtre
associé a un probleme de filtrage non linéaire sur des variétés avec des coeflicients qui ne

dépendent pas du temps, admet une densité de classe C*.

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxic¢me
paragraphe, on précise les hypotheses de travail et on montre que, sous ces hypotheses,
certaines équations différentielles stochastiques sur des variétés avec coefficients dépendant
du temps admettent une solution unique. Dans le troisiéme paragraphe, on montre que
notre processus de diffusion & valeurs dans une variété est infiniment différentiable au
sens de Malliavin et on en calcule sa dérivée. De plus, on montre sous une condition de
Hoérmander globale, que sa loi de probabilité admet une densité de classe C°° par rapport
a l'élément de volume riemanien. Dans le quatrieme paragraphe, on applique les résultats
précédents pour montrer I'existence d’une densité de classe C*° pour le filtre associé & un
probléme de filtrage non linéaire avec des coeflicients dépendant du temps sur des variétés

riemaniennes.

5.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION D’UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE SUR DES VARIETES

Soit (2, F, P) un espace de Wiener complet de dimension d i.e. () est l'espace de Ba-
nach C([0,T],IR?), tel que w(0) = 0, pour tout w dans Q, muni de la norme |Jw|’ =
maxyeo.7) |w(t)|, P est la mesure de Wiener standard et F est le complété de la o -algebre
de Borel de Q2 pour la mesure P. Soit (F)iefo,7] nne famille croissante, continue a droite

de sous g-algebres de F contenant les sous—ensembles de F de mesure nulle.

Etendons les notions de calcul de Malliavin (cf. chapitre I) & des fonctionnelles & valeurs
sur des variétés. Soient M et N des variétés riemaniennés o-compactes, connexes, de classe
C>°. de dimension respectives m et n et de métriques riemaniennes associées ga; et gy

Posons
(5.1) IDOO(M):{GZQH]V[; F(G)E]D"O, VFECSOU\J)},

ot Cg° (M) désigne V'espace des fonctions de classe C* a valewrs dans IR a support compact.




Chapitre V - Diffusions sur les variétés riemaniennes 120

Alors, ID°? (M) est espace de tous les fonctionnelles ”infiniment différentiables” a valeurs

dans A,

Considérons des champs de vecteurs Ay, ..., Ay de classe C*° sur M, qui dépendent du temps
et une application II de classe C*° de M dans NN, tels que les deux conditions suivantes

sont vérifiées:

(C.1) M est muni d’un atlas {(U;, ¢;),¢ € I} de cartes relativement compactes, tel que
pour tout i dans I, pour tout o dans {0,...,d}, si Au(t,z) = (¢, z) aij désigne

I'expression du champs de vecteurs A, dans les coordonnéees locales (g7, ..., dI").

on peut prolonger les fonctions o?, (¢, z) en des fonctions sur [0, 7] x R™, telles que,
pour tout a € {0,...,d}, les fonctions o7, (¢, z), ainsi que leurs dérivées par rapport
& x sont Holder-continus en ¢ uniformément sur [0, 7] x K, pour tout sous-ensemble
compact K dans IR™, de classe C* en z, pour ¢ fixé dans [0, T] et qu’eux-mémes

ainsi que leurs dérivées de tous ordres par rapport a x sont uniformément bornés.

(C.2) 1T est une fonction propre, i.e. pour toute partie compacte K de N, l'image

réciproque II71(K) est une partie compacte de M.
On a alors le théoreme suivant.

Théoréme 5.2.1.

Soit xg une wvariable aléatoire Fy-mesurable a valeurs dans M. Alors, sous la condition

(C.1), équation différentielle stochastique

t t
(5.2) Ty = xo + / Ao(s,zs)ds +/ An(s,xs) o dws,
0 0

ot wy = (w},...,wd) désigne le Fi-processus de Wiener standard sur Q. admet une solution

unique (X (t, zo, w)) & valeurs dans M, ot 0(w) désigne le temps d’explosion de

te[0,0(w)AT)
la solution.

Remarque:

A partiv de maintenant, pour une carte (U, ¢), on va identifier x € U avec ses coordonnées

locales ¢(z) € ¢(U).

Preuve:

Considérons pour chaque carte (U, ¢) de Patlas vérifiant la condition (C.1), I'expression
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des champs de vecteurs A, dans les coordonnées locales (¢!, ..., ™),

; 0
(5.3) Aq(t,z) = fo(t,m)@, a=0,...4d.
Prolongeons les fonctions o, (¢, z) en des fonctions de classe C*° sur IR™ vérifiant les hy-

pothéses de la condition (C.1) et considérons I'équation différentielle stochastique

dxt = ob(t, ;) dt + o, (t,z¢) o dw
(5.4) 1=1,....m
zh =o' € R™,

Puisque les cartes sont relativement compactes, on sait alors (cf.[40]) que (5.4) possede

une unique solution (X(t,:c,w)) qui n'explose pas. Fixons z = (z!,...,z™) dans U

te[0,7]’
et posons vy (w) = inf{t; X (¢, z,w) ¢ U}. Définissons (XU(t,m,w))te[o.T] par

(5.5) Xu(t,z,w) = X(t Avy(w), z,w).

On peut ainsi construire une solution locale Xy pour chaque z dans A7 et chaque voisinage
U de x.

De plus, si (U, ¢) et (f] , qNS) sont deux cartes & intersection non vide et si ¢ € U N U, alors,
Xuy(t,z,w) = Xg(t,z,w) pour tout t < vy(w) Avg(w). En effet, si Ay (t, z) = ol (t, 7) 2

Ht
9¢*

dans les coordonnées locales (¢!, ..., ™) dans U, on a &% (t,z) = Uﬁ(t.fc)%k et X est la

solution de I’équation
(5.6) T dEt =5 (t, Ey) dt + 68 (¢, &) o dw?.

D’autre part, d’apres la proposition 1.1.6.2., si on exprime le processus X dans les coor-

données locales qz7> dans U, c’est-a-dire si on écrit Xf e QE(XU(t, x, w)). alors,

~ . aﬁz |
dXZ = 8:;’9 ($t) @] dxic
8~i ) 11 n
= ‘&%(-Tt)ag(t,xt) dt + 82:"6 (xt)og(t, ;) o dul 3

= 5% (t, X;) o dw® + &5 (t, X;) dt.

Donc X, = ¢(Xu(t,z,w)) vérifie Péquation (5.6), tout comme &, = X (4, x.w) et par
unicité de la solution d’équations différentielles stochastiques dans IR™. on conclut que

Xy(t,z,w) = Xg(t,z,w), pour tout t < vy(w) Avg(w).
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On va maintenant construire une solution globale a partir des différentes solutions locales.

(U, &) telles que

Lo(w) soit dans U; pour tout 4, ¢ = 1,...,1. Alors, le processus X(t,$0,zl)) = Xy, (t.zo,w)

Considérons pour chaque w dans 2 la totalité des cartes (U, ¢1),

ey

est bien défini pour ¢ € [0, Dy AT, ol Uy, (w) = fgai(l{u(]i (w)} et j€{1,...,1} est tel que
_1_

Doy (W) = vy, (w).

Posons vy (w) = Uyg) AT €t 2y = &y, pour t € [0, v1].

Récursivement, si v, (w) et z, = X(t,xo,w) sont définis, pour ¢t dans [0, v, (w)], alors on
pose sur Uensemble {w; v, (w) < T}, Ty =y, Wy = 6, w, ot (Bpw)(s) = wrys — wy et

Vny1 — ’Dn:n (wn) ANT.
Puis. on définit z; = X (t — v, Ty, wy,) pour t dans [V, Vny1]-

Ainsi, on a construit une solution globale de Péquation (5.2). L'unicité de la solution
se déduit facilement de la condition (C.1) laquelle implique que les solutions locales

Xy (t, z,w) sont uniques, pour tout x dans M et tout voisinage U de .

Pour éviter des problemes d’explosion, on va travailler a partir de maintenant sous des
hypotheses assurant que I’équation (5.2) admet une solution unique définie sur [0, 7] entier.

On suppose dans la suite qu’une des deux conditions ci-dessous est vérifiée:

(C.3) M est une variété compacte.

Trouver des hypothéses raisonnables, assurant la non-explosion de la solution sur une

variété o-compacte, est beaucoup plus délicat. Ainsi, méme si M est une variété riemani-

d
enne complete et si le générateur infinitésimal Ag + % >~ A2 est le Laplacien, on a besoin
a=1
de conditions sur la décroissance a l’infini de la court')ure, laquelle ne doit pas tendre trop
vite vers moins I'infini, lorsqu’on s’éloigne a l'infini sur la variété.

Une possibilité est de supposer 'hypothese suivante:

-

(C.4) Les images des cartes contiennent une boule de rayon fixe et les dérivées des coet-

ficients des champs de vecteurs dans ces coordonnées locales restent bornées.

Comme cela, on obtient ce que K.D. Elworthy [25] appelle un recouvrement uniforme (voir
aussi les arguments de X.-M. Li exposés dans [52]).

Un point de vue légerement différent peut étre trouvé dans la note de D. Bakry [2].
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De plus, la famille de morphismes z — X(¢,z,w) est un flot de difféormophismes de A/

dans lui-méme (cf.[40]) et on Iécrit comme (X (t, w)) selo.T]" Fixons maintenant la variable

o & valeurs dans M et posons

(5.7) ze(w) = X(t, zg, w)
el
(5.8) ye(w) = I (24 (w)).

5.3. CALCUL DES VARIATIONS STOCHASIQUES SUR LES VARIETES

Sous les hypotheses ci-dessus, y; est une fonctionnelle de Wiener “infiniment différentiable”

a valeurs dans N, pour tout ¢ dans [0,7]. En effet, on a le résultat suivant.

Théoreme 5.3.1.

Pour tout t dans [0,T), yi(w) appartient & ID°(N). De plus, pour toute fonction [ dans
CSP(N) et tout h dans H, on a pour tout t dans [0, T

(5.9) <D(f(yt))(w),h>H = (H*)»xt(w)/o ha(s){(X(t,w) oX(s.w)—l)*Aa} fds.

tay(w)

Preuve:

Soit f € C§°(N). Alors, la condition (C.2) implique que f oIl € C§°(M). Ceci nous
permet de définir, pour chaque carte (U;, ¢;) de atlas vérifiant (C.1). une fonction f; dans
Ce°(IR™) par fi=f oHog; ! (car les cartes sont relativement compactes). Par conséquezlt.
foll = fio¢; dans le domaine de la carte (U, ¢;).

Supposons tout d’abord que, pour ¢ dans Pintervalle [v,, v, 11]. le processus z; se trouve
cdans le domaine de la carte (Ug, ¢r), ot les v; sont les temps d'arrét définis ci-dessus.
i

Alors, pour tout t dans [vp, Vnt1],

(D(f(ye)) (W), h) = (D(fi 0 dr)(we)(w), By

_ <D(fk(X(t v, Ty wn))) (W), h>

H

. | )
— [ b DR = v ) (o) ds.
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Or, d’apres la proposition 1.1.6.2. et 'équation V-10.3 dans [40],

F (X afk : 7. 71 ds
D (flc (X(t — Vn; Tn, wn Z/ 3:173 — Un,Tn, wn)) (ZtZs ) ds,
ol Z;(t) = %ka(t,:c,w). Donc,
t
<D(f(y,)) (w), h>H = / hc‘(s){(/‘(u,c (t,w) o Xy, (s, w)fl)*Af;} fr ds.
0 £, Xy, (t=Vn,Tn.wn)

ott A¥ désigne P’écriture en coordonnées locales du champs de vecteurs A, dans la carte

(Ui, ¢i). Par conséquent,

(D(f(ys))(w), Ay ur :/ ha(s){(X(t,w) oX(s,w)*l)*Aa} fds

0 tay (w)

e (H*)It(w) /Ot ha(s){(X(t,w) o X(S,w)fl)*/la} f ds.

txe(w)

Comme les v, (w), Vpt1(w)] forment une partition de [0,77], on a le résultat pour tout ¢
dans [0, 77.

Introduisons maintenant la matrice de covariance de Malliavin, associée au processus y;.
On définit un champ de tenseur BY de classe C* sur [0,7] x M du type (2,0) par

d
(5.10)  BY (us,up) = Z Jio)tz((Aa)ez), t€[0,T), x€ M, uy,ug € T) M.

La matrice de covariance de Malliavin, associée au processus stochastique y;. est alors
la forme bilinéaire définie positive ({Dyy, Dy:))(w) sur T, (w)» définie, pour tous wy, us =
T IV et tout ¢ dans [0, T, par :

yi(w)

(5.11)  {(Dyy, Dys))(w) (w1, uz) :/0 (H*)xt(w){(X(‘t,w) AO“’)‘((S,U))‘I)*BO}(’U,L'[Lf_))dS.

Comme T N est muni du produit interne induit par la métrique riemanienne ¢y . on

y{w)
peut définir le déterminant det(((Dy;, Dy:))(w)) de maniere habituelle. On pose

1/ det(((Dye, Dye))(w))  si det(((Dy,, Dy:))(w)) > 0
(5.12) g (w) =
0 sinon
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Considérons la condition suivante:

(A) flwgte [ LP(P) VfeCP(N).
p€[1,+oo[

Sous cette hypothese, on peut démontrer de maniére analogue a [84] la formule

d’intégration par parties suivante.

Proposition 5.3.2.

Pour tout opérateur différentiel O sur N et toute fonction ¢ dans C5°(M), il existe p > 1,
» € IN et une application linéaire continue & : IDP" — LY(P), tels que, pour tous f dans
CeP (M) et G dans IDP",

(5.13) E(0f(y:) dye) G) = E(f(yt)f(G))-

Proposition 5.3.3.

Pour tout G dans ID*, la fonction gg(z) = (bg, G) est de classe C et pour tout f dans
Co° (M)

(5.14) E(f(y)G) = f(x) ga(z)v(dx),
M
ot b, est la fonction de Dirac prise en x dans M et v ’élément de volume riemanien sur
M. En particulier, la fonction p, définie par p(x) = (&, 1) est la densité de classe C> de
la loi du processus stochastique (yt)ieo,7) par rapport a v.
i

Par conséquent, si la condition (A) est vérifiée, alors la loi du processus stochastique y,
admet une densité de classe C*° par rapport a 1'élément de volume riemanien. On va

montrer que ce résultat reste valable sous une condition de Hormander globale.

Notons. pour tout ¢ dans [0,7] et tout « dans M, £; , le sous-espace de T, Al engendré
par les champs de vecteurs (A;)ez, @ = 1,...,d et ([Ag,, [ [Ais Aip) - D, 0 < iy < d
j=20,....q. ¢q € IN". Considérons I’hypothese suivante.

(H) (H*)rﬁt,m - Tva
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pour tout ¢ dans [0,7] et tout x dans M, ot y = II(x).

Sous cette hypothese, on a le résultat principal de ce paragraphe.

Théoreme 5.3.4.

Supposons la condition de Hormander (H) vérifiée. Alors, pour toul t dans 10,7, la loi
de probabilité du processus y. admet une densité de classe C® par rapport & l'élément de

volume riemanien.

Preuve:

On doit démontrer que la condition (A) est vérifiée, pour tout ¢ dans |0, 7). La condition
(C.2) implique que foll € CS° (M), pour toute fonction f € C(N). Donc, comme
f(ye) = (f oI)(zy), il suffit de prouver que pour tout ¢ in 10, T,

(5.15) de N IPP).
pe(l,+oof

Soit. (Vo, J)) une carte relativement compacte sur N, telle que yo € V, et soit (Ug, ¢) une
carte de I'atlas qui vérifie la condition (C.1) telle que xo € Uo. Alors, il existe un sous-
ensemble compact Up de Up tel que (U) C Vo et ¢9 = $9 011, 1 < q<n dans Us.

Considérons la représentation des champs de vecteurs A,, & travers les coordonnées locales

(([)17 ey ¢7n')7

(5.16) Ag(t,z) = o' (t, ) 0

 a=0,..,d
g

Prolongeons les fonctions o' (t,z) en des fonctions de classe C>* sur IR"™. vérifiant
I'hypothese (C.1) et considérons le processus #;(w), solution de I’équation différentielle

stochastique

dzt = ab(t, &) dt + op(t, Tt) o dwy’
(5.17) . _ i = 1...m.
il = ¢H(zg) € R™

Soit v le temps d’arrét défini par

(5.18) v(w) = inf{t; X(t,zo,w) ¢ Uo}-
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Afin de montrer la relation (5.15), on construit un processus aléatoire & (w), tel que pour

tout ¢ dans ]0, V]

0 <& < det({(Dy, Dys))) p-s.

(i) gle [ LA(P).

pE[L,4o0]

Soit 7, (w) la solution de ’équation différentielle stochastique

2 {
(5.19) g;(t):6;+/0 akag(s,is)gf(s)odwng/o Ok b (s. &) 5 (s) ds,

ou ¢ désigne le symbole de Kronecker. Alors, pour tout 0 < s <t<wv,ona
s “”L - _1 ~ . - PO -
DIzt = gi(t)(9(s)5) af(s,xs) ie. D%y = 5,95 Loi(s, Ts).

Pour tous t € [0,T] et ¢ € IR™, on définit la forme quadratique a;(w) sur IR"™ par

i
620)  a@ld =Y [ (G als5) (5 oals 52) ¢ s
Ceci nous permet de définir, pour tout ¢ dans [0,T], la variable aléatoire & par

(5.21) §(w) = eo{ Inf a(w)ll}",

ol 7] = (77,0’ ..‘,0) esSmn e gn—1 gt Eg = inf{det(gN)n(I) (3%, W) 1T € Uo}.

La preuve du théoréme est complete, si on montre que, pour tout ¢t dans |0, v, les conditions
(i) et (ii) sont vérifiées.

En fait, ceci implique que la relation (5.15) est vérifiée, pour tout ¢ dans |0,v]. Or. la
fonction t — det({({Dy, Dy.)))(w) étant croissante en ¢, on obtient g" < g%, pour tout t
dans [1v.T], et par conséquent, g* ést dans LP(P), pour tous p > 1 et ¢ dans [0, T].
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Lemme 5.3.6.

& vérifie (i), pour tout t dans |0, v].

Preuve:
Powr tous 1 < ¢,7 < n, et ¢t €]0, V],
t
(D, Dy ) @47, 487) = [ {(X(ew)o Xls,w) B0} (a4t dg)ds
40 ,re(w
= B2,y (de 0 X (t,w) 0 X (5,w) ™", dg" 0 X (1, w) 0 X (s,10) ™)

t,l‘g(w

ol (s,%s)ds

d t 1 .
=Y [ 0 @) ok s 2 05 ()

d t
S M) RATNCESNCAENCER PR
a=1 0

Par conséquent,

det({(Dys, Dye)))(w) > {_inf  ay(w)[7)}"

nesSn—1

De plus, a;(w) est une forme quadratique définie positive, ainsi & > 0, pour tout ¢ dans

10, 7).

Lemme 5.3.7.

& vérifie (i), pour tout t dans ]0,T).

Preuve:

Considérons la représentation des champs de vecteurs A, en coordonnées locales, introduite
en (5.16) et notons Ay, o = 0,...,d, les champs de vecteurs sur IR™ définis, pour tout .r
dans R™ et tout ¢ dans [0,T], par

(5.22) Aq(t,z) = afl(t,:z;)aii.

Notons ,C,(flo,...,fld) (respectivement ﬁ([ll,...,fld)) I'algebre de Lie engendrée par les
champs de vecteurs Ag, ..., Aq (respectivement Ay, ... Ag) et I(/ll, ..., Ag) lidéal engendré

par I'algebre de Lie E(/ll, Ad) dans 'algebre de Lie L(Ag..... Ag).

La condition de Hormander (H) implique

(5.23) T(Ay, ..., Ag)(0, zg) = R™.
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D'autre part, on sait d’apres la relation (1.27) que la matrice de covariance de NMalliavin

Ay associée au processus stochastique 4, est donnée par
1 d
’ ~ ~—1 =~ ~ ~—1\T T
(5.24) M, =1, / U5 E ar(8,Zs)ok(s, Ts) (g5 )" dsy .
Jo
a=1

Puisque g est une constante, il suffit, pour conclure, de montrer que (det M;) 1 est dans

LP(P), pour tout p dans [1, +oo[ et tout ¢ dans |0, v|.

Or, la condition (C.1) et la relation (5.23) impliquent que les hypotheses du théoreme

1.1.3. de [29] sont vérifiées, ce qui nous permet de conclure.

5.4. APPLICATION A UN PROBLEME DE FILTRAGE NON LINEAIRE

Dans cette section, on utilise les résultats de la section précédente pour montrer que le filtre
associé a un certain probleme de filtrage non linéaire sur les variétés admet une densite de
clagse C°°. On considere en fait une généralisation d’un modele de filtrage non linéaire sur

des variétés riemaniennes introduit par S.K. Ng et P.E. Caines en [58].

Soit (£2,F, P) un espace de probabilités complet et w, v deux processus de Wiener
indépendants de dimensions respectives d et n. Soit M une variété riemanienne con-
nexe, orientée, de dimension m, muni de la métrique riemanienne g;. Soit GI(M) le
fibré des reperes linéaires sur M et pps la projection de GI(M) suwr M. Désignons par
(w'.¢l), i, j = 1,...,m. les coordonnées locales dans un voisinage du point (. e) dans GI( /)
ot par {I'?,} les symboles de Christoffel de la connection riemaniennc sur M. compatible

avee la métrique gps.

Soicut des champs de vecteurs de classe C*° dépendant du temps A;, j = 1,....d sur

GL(AM), dont la représentation en coordonnées locales est donnée par

; 2, 9,
Aj(t,z,e) = aj(t,x./e)<% -Tl eﬁ) (962)‘

—
s
o
[

—

De plus, on note Ag un champ de vecteurs Ay sur M de classe C™ dépendant du tewnps.

seerivant

3]
At

if

[

(5.26) Ag(t, z) = ab(t, x)
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cn coordondes locales. Notons Ag son relevement horizontal par rapport a la connection

{7}, Alors, Ag est donné en coordonnées locales par

1

. 1 1 9 q J
(;).27) Ao(t./f(),e) - O‘O(t=m)(a$i o Fil €p 5;7(/3)

Considérons alors le signal (z;)e[o,7] & valeurs dans M, défini pour tout ¢ dans [0. T par
(5.28) ze = pm(Te),

ot 1, = (24, ey) est la solution de 'équation différentielle stochastique

i y
(5.29) Ty =19 + / Ao(s,7s) ds + / Aa(s,7s) o dut.
Jo Jo

avee 19 = (xg. eg) dans GI(M).

En coordonnées locales (5.29) s’écrit

dzt = al(t,x) dt + a’ (¢, x4, er) o dw
(5.30) i=1....m
dety = —T%, k() ey © dzi?,
Remarquons que contrairement au modeéle de Ng-Caines [58], le processus 7, peut soriir de
l'espace O(M), méme si son point de départ 79 est dans O(A/). Le théoreme 5.2.1. nous
assure cependant que ce processus est bien défini sur [0, 7] si les champs de vecterirs A,

vérifient la condition (C.1) du deuxieme paragraphe. '

Pour le processus d’observation yq, on utilise le modele donné en [32]. Soit N une ~=ri¢td
a-compacte, connexe de dimension n, muni de la métrique rieinanienne associée g-, . Soit
O(N) le fibré des reperes orthonormaux sur N et py la projection de O(N) =~ A
Désignons par (y*, f;), j = 1....,n Péeriture en coordonnées locales autour du poinr 4. f
de O(N). Soit {~],} les symboles de Christoffel de la connection atfine sur N. comr ~tible
avee la métrique gy. Notons {Hy, ..., H,} la famille des champs dc¢ vecteurs horiz. ran:

canoniques sur O(N) par vapport a la connection riemanienne {~7,} Remarquon- v

voisinage de (y, f) dans O(N), Hj, j =1,...,n s’ écrit comme
Ty ' J ~4 gl J
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[ntrodnisons un champ de vecteurs h(t, . y) dépendant du temps. horné. de classe C>

st N dont la représentation en coordonnées locales est donnée par

0
h(ta T, y) - hl(ta T, y)a—y.L

,\
Tl
oo
ND

—

Soit h son relevé horizontal par rapport a la connection {v/;}. Alors, & est donnée en

coordonnées locales par

%,
oy’

0
'“/flle)a—fg>'

(5.33) h(t,ze,y) = hi<
Ou définit alors, pour tout ¢ dans [0, 77, le processus d’observation (y):e[o,1] Par

(5.34) v = pn(se),

ot s, = (y¢, ftr) est la solution de I'équation différentielle stochastique

—
25
)
(1

S

t t
S¢ = 8o + / h(s,zs,ss)ds +/ Hj(ss) o du.
0 0

avec sy = (yo. fo) dans O(N).

1 coordonnées locales, (5.35) devient

dy;tL - il‘i(tamtiyt) dt + H;(tyhft) o d'Ug

(5.306) i=1....
df(?lt . _ﬁ/rlnlc(yt) e]ccvt . dyzn

C'onune {ﬂ/;.",} est compatible avec gn, s¢ est nécessairement un processus évoluazt dai -
O(N) (ef.[40]).

De plus, py étant une fonction propre,
(5.37) o(s:/0<T<t) =0y /0<T<H)

ce qui implique qu’il est équivalent d’observer le processus stochastique (1) ,ci0. 4 # “vave:
a(s-. 0 <7 <t)oua travers oy, 0 < 7 < t).

Ou définit alors le filtre par
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Definition 5.4.1.

Pour tout t dans [0,T] et toute fonction ¥ dans C§°(M), notons ww le filtre associé au

systeme signal-observation (x4, y,) solution de (5.28),(5.34), défini par
(5.38) mep = E[g(z)/ V0],

ot Y=oy, 0 <7 < t).

En utilisant un changement de probabilité, on peut maintenant définir un filtre non nor-

malisé qui est relié au filtre m; par une formule de Bayes abstraite.

Soit (Q.F, ]5) une copie indépendante de I’espace de probabilités (Q2. F, P). Considérons
sur l'espace de probabilités (Q. F, ]5), le processus (2 )e(o,7) & valeurs dans A4, de meéme loi
de probabilité que le processus (z;)¢c[o,77- Ceci équivaut a dire que sur l'espace ((3 F. 15)

OIl a

~—~
b
o
~—r

Ty = pu (7).

ot 7, désigne la solution de 'équation différentielle stochastique

ol

o
(5.40) T = To + / Aq(s,7s)ds + / An(s, Ts) o dus.
J 0

J)

avec g = rg.

2

Oun infroduit alors I'exponentielle de Girsanov. associée aux processus stochastiques

(T )iepor) et (Yo)iejo,r)- comme d’habitude dans les problemes de filtrage non linéaire pa

t [t
; - 1 . P
A(yy) = exp / <h(5 Ly, ys): dys>ys = / § r}"ll\:j(ys) h? (-9- Lse .Us) ds
0 2 Jo A= ‘

1 oH

t 1 /! )
(5.41) ——2-/0 tr(w(s. fs,ys)> ds—§/0 (h(s.ZTs,ys), B(S. Ts. Ys))y. ds> P Pp-

on H = (WY ... k™) et (-..), désigne le produit scalaire dans 7, N induit par la mérrigue
b« FF Y Y

ricialnlienne gur.

On peut alors définir le filtre non normalisé, associé a notre problewme de filtrage. par
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Définition 5.4.2.

Pour tout t dans [0,T)] et toute fonction @ dans C§°(M), notons p, (W) le filtre non nor-

malisé. associé au systéme signal-observation (z:,y:), solution de (5.28),(5.34), défini par

bl

(5.42) pult) = Bp [1(3e) A1, ),

ot B désigne l'espérance par rapport a la probabilité P.

On a alors la formule de Bayes abstraite

Théoréme 5.4.3. [58]

Pour tout t dans [0,T] et toute fonction 4 dans C§°(M), on a

_ o

5.43 Ty = .
( ) ‘ pil

Ce résultat nous permet de montrer, a I'aide du calcul de Malliavin sur les variétés. que
le filtre 7; admet une densité de classe C*° par rapport a 1’élément de volume riemanien.
Pour cela, notons, pour tout ¢ dans [0, T] et tout r dans GI(M), £, I'idéal engendré par

les champs de vecteurs Ay, ..., A4 dans I'algebre de Lie Lie(/_lg, Aq, ..., Ag), évalué au point
(t,7).

Alors. sous la condition

(H') (Prs)e Lt = TeM,
pour tout r dans GI(M) et tout t dans [0, 7], o z'=pa(r), ona :

Théoréme 5.4.4.

Supposons que la condition (H’) est vérifiée et que la variété M etles champs de vectenrs
Ag, Aq. ... Ag vérifient la condition (C.1) ainsi que une des conditions (C.8) ou (C.4) de
la. deuziéme section. Alors, pour tout t dans 10,T), la loi du filtre m, admet une densité de

classe C*° par rapport a l’élément de volume riemanien sur M.
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Preuve:
Le filtre m, étant relié au filtre non normalisé p; par la formule de Bayes (5.39) il est
équivalent, de montrer 'existence d’une densité de classe C*° pour le filtre 7, ou le filtre

non normalisé p;.
~

Comme les champs de vecteurs Ao, A1, ..., Aq vérifient la condition (C.1) et la fonction py;
vérifie la condition (C.2), Z; € ID®°. De méme, la fonction h étant de classe C* et bornée.
la fonction py propre on a y, € ID°°. Par conséquent, les résultats de calcul de Malliavin:
swr les variétés établis au paragraphe précédent, ainsi que les arguments usuels de calcul

de Malliavin dans les espaces euclidiens impliquent

Proposition 5.4.5.
Pour tout t dans [0,T], A(Z:,y:) appartient & Uespace ID™.

De plus, pour tout t dans [0,7], on déduit de la formule (5.39) que Z; = pas(7;). on
le processus stochastique (7¢).e[o,7) est solution d’une équation différentielle stochastique

dont les coefficients vérifient les conditions (C.1), (C.2) et la condition de Hérmander (H').

Par conséquent, la proposition 5.4.5 appliquée a I'équation (5.32), la proposition 5.3.3. et
le théoreme 5.3.4. impliquent que, pour tout ¢ dans |0, T, il existe une fonction p; de classe
C° sur M, telle que

(5.44) o = f;_[wm)pt(x)u(dm).

Donc py(z) est la densité de classe C*° du filtre non normalisé p;.




Annexe

FILTRAGE NON LINEAIRE
EN DIMENSION INFINIE

A.1. INTRODUCTION

Le but de cette annexe est de démontrer que le filtre non normalisé associé a un probleme
de filtrage non linéaire avec bruits corrélés, coeflicients bornés et un signal évoluant dans
un espace de dimension infinie, peut étre obtenu comme solution d’une équation de Zakai.
Une équation de Kushner-Stratonovitch pour le filtre est déduite de I'équation de Zakai
et une forme robuste de l'équation de Zakai est établie dans le cas ol les bruits soht

indépendants.

Les diffusions sur R” engendrées par des process%us de Wiener de dimension infinie ont
été étudiées par H. Doss et G. Royer [21], T. Shiga et A. Shimizu [72], R. Holley et D.
Stroock [38] et A. Millet, D. Nualart et M. Sanz [57]. Elles sont liées a certains modeles
d’états continus du type Ising, utilisés en mécanique statistique et aussi A des modeles
apparaissant en génétique des populations. Dans [30], P. Florchinger a démontré que le
filtre non normalisé, associé & un systeme de filtrage non linéaire avec bruits non corrélés.
coefficients d’observations bornés et signal de dimension infinie est solution d’une équation

de Zakal.

Cette annexe est divisée en six paragraphes organisés comme suit. Dans le deuxieme para-
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praphe, on introduit le probleme de filtrage non linéaire étudié ici et on montre qu'il admet
une unique solution forte & trajectoires presque stirement continues. Dans le troisieme para-
graphe, on définit un filtre non normalisé lié au filtre défini dans le paragraphe précédent
par une formule de Kallianpur-Striebel. Dans les quatrieme et cinquieme paragraphes, on
établit les équations de Zakai et de Kus};ner—Stratonovitch associées & notre probleme de
filtrage. Dans le sixieme paragraphe, on calcule la forme robuste de I'équation de Zakal,

sous ’hypothese que les bruits sont indépendants.

A.2. POSITIONNEMENT DU PROBLEME

Soit (§2,F, P) un espace probabilisé complet et v = {v;, 7 € 7} une suite sommable de

réels strictement positifs. Soit

L2(y) = {33 = (z) e R%: o)) = 3 wilaif® < +oo}.

1€Z,

1 YAV 2 (2
Lz(n/ X 7y) = {a; — (:IZ;) e R”*% . ||:C||%X7 = E ﬁ/ifyjlmﬂr) < +OC}
i,JEL

et

P
L2(y x p) = {x = (zh) € RPP [z 2, = 3> milehl? < +oo}.

1€Z k=1

D’autre part, considérons le probleme de filtrage non linéaire associé & la paire signal-

observation (z¢,y;) € L%(v) x IRP, solution du systeme différentiel stochastique

¥
d

t L 14 o
it :x6+/ bi(s,ms)ds+2/ a;-(s,:cs)dw§+2/ gi(s,z,)dv®, i€
0 jez "0 k=170

(A.1) t
Yy = / h(s,zs)ds + vy,
0
oL .
L. W ={wi tel0,T], i€ Z} est une famille de processus de Wiener indépendants.
de variances y;t.
2.V = {v, t € [0,T]} est un processus de Wiener standard de dimension p.
indépendant de W.
3. 20 est une variable aléatoire & valeurs dans L?(7y), indépendante de W et de V.
4. Les applications b:[0, 7] x R — R%, ¢:[0,T] x R? — RZ*Z ot g:(0.T) x IR® —




Annexe - Filtrage non linéaire en dimension infinie 137

IR%*P sont telles qu'il existe une constante strictement positive K, telle que

(H1)  Vte[0,1),¥z € L*(), bt )3 + ot )5 uy + gt )15, < KO+ [3)

et

(Hy) Vtel[0,T],V(z,y) € L?(y) x RP,

16(t, ) —b(t, N2 +llo(t, 2)—o (&Y xy T gt 2) =g )5 w, < Kllz—yll5

5. h:[0,T] x IRZ — IRP est une fonction lipschitzienne bornée & croissance sous-
linéaire.

6. Les fonctions b, o et g sont uniformément bornées.

Alors, le systeme différentiel stochastique (A.1) est bien défini pour des processus stochas-
tiques © dans L2(Q x [0,T); L2(v)) et y dans L?(Q x [0,T];IR?). De plus, si u = {u}, t €
[0,T), i € Z} est un processus adapté, de carré intégrable, & valeurs dans L*(7), on a (cf.
[38]):

(42 B[(X [ wiwt)] = (3 [ hiras).

1EL 1€EZ

ce qui nous permet de démontrer le théoreme d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme A.2.1.

Pour toute variable aléatoire o & valeurs dans L?*(vy) et de moments de tous ordres

bornés, le systéme différentiel stochastique (A.1) admet une unique solution forte, presqhe

stirement continue {zy, t € [0,T]}, & valeurs dans L*(y), telle que E{ sup ||13t||§) < +o0.
0<t<T

Preuve: '

On utilise la méthode d’itération de Picard pour construire une approximation de la solu-

tion de ’équation (A.2). Posons

0
.TJE ) =T

(A.3) _ ' t t o
7, Y =+ / bi(s,z{)ds +) / ot(s, My dwl +> / gL (5. 2™ du*.
0 ien’0 =170

pour tout n > 0.
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Pour assurer que le systeme (A.3) est bien défini, on montre par induction sur n. que
(n)y 2
E{ sup |lz;" |12} < +oo.

t€[0.T)
E{ sup ||$,E"+1)||,2Y} { sup Z“ﬁ(@o / i ds+Z/ (5.2 duw!
Le(0.7] scl0,71 %

JEL

+Z/ gL(s d@’“|2>}.

La relation (A.2), ainsi que les inégalités de Minkovski et de Burkholder, impliquent la

majoration suivante du membre droit de I’égalité

0E<Z{~/i|x5|2+/ i |bs(t, )2 dt+z/ Y o (8, 2| dt
i€ 0 jEz
+§j/ selgh (e o) at})

T
< C{BIIE + KB | (1 JofI2)de}

par la condition (H;).

< Cy + CoE{ sup |33§n)||§y} < .. < CE{ sup |\x§°)||§} < +oC.
te[0,7T] tel0,T]

D’autre part, les mémes arguments et la condition (Hy) impliquent
T
(4.4) B{ sup o0 =12} < OB [ ol —al" VBt
t€(0,T] 0
Par conséquent, la suite (ﬂi(n))nzo est une suite de Cauchy dans l'espace complet

L*(Q x [0,T];L*(v)). Donc, elle possede une limite z = {z¢,¢ € [0,T]}, telle que

lim E{ sup ||:c§n) —'mt||2} = 0.
Lo e te[0,T)

Cela implique que z; est un processus presque sirement continu vérifiant I'égalité (A.1).
wassb

Montrons maintenant 'unicité de la solution.

Si & = {i.t € [0,T]} désigne une autre solution de I"équation (A.1), les arguments utilisés

pour obtenir la relation (A.4) impliquent que

T
E{amlmrﬂul}so/’E[wpu%—@mﬂdt
0

tc[0,7 0<s<t
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L’'unicité de la solution découle alors du lemme de Gronwall.

n ~ . 5
De plus, comme acg ) tend presque siirement vers z;, le lemme de Fatou implique

E{ sup |lz]]2} < +oo.
t€[0,7)

-

Powr déterminer le générateur infinitésimal associé au processus stochastique
{21, t € [0,T}, on note, pour tous ¢t € [0,T], z € L*(v), i,j € Zet k = 1,...p. les
matrices a(t,z) et at,z) de Mzxz(IR) et Mzxp(IR), respectivement. définies par

al(t,z) = Z v ot (t, x) ol (L, )

lcZ

P
an(t,x) => gt z) gt ).

=1

Remarquons que, sous la condition (Hz), les matrices a(t, ) et a(t, z) vérifient la propriété

suivante:
Pour toute constante strictement positive C, il existe une constante strictement positive

K¢, telle que, pour tout ¢t € [0,7],

(A.6) la(t, z) = alt, I3 xy + llalt,2) = alt, 95, < Kellz - yll3,

powr tous z,y € L2(7), tels que [|z]|3 et [ly||2 soient inférieurs & C.

Notation A.2.2.

Notons ©? l'ensemble des fonctions f : [0,T] x RZ — IR, telles qu’il existe un entier
M € IN*, un ensemble {i1,...,ip } C Z et une foncti:bn £:00,7) x RM — IR de classe C} .
tels que f(t,x) = f(t, %4, ..., Ti,, ), pour tous t € [0,!T] et © ¢ IR%.

Alors. on a:

Proposition A.2.3.(cf.[38])

Le processus {zy, t € [0,T]}, solution du sytéme différentiel stochastique (A.1) est 1w
processus de diffusion markovien, dont le générateur infinitésimal L est défini, pour toute

fonction f dans ®2, par
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Lf(t,z) = %f(ta T) + Z bi(t, z)Vif(t,x) + % Z a;-(t, )V, ;i f(t, z)

icZ 1,jEZL

(A.7) +%ZZaz(t,x)Vi,kf(t,:r;).

1€Z k=1

On définit le filtre associé au systéme (A.1), comme d’habitude dans les problemes de

filtrage non linéaires, par

Définition A.2.4.

Pour tout t € [0,T], notons I1; le filtre associé au systéme différentiel stochastique (A.1),

défini pour toute fonction v dans ©* par

(A.8) I (y) = E[wt(t,xt)/%],

ott Yy = o(ys/0 < s < t).

Remarque:

On aurait pu définir le filtre pour une classe de fonctions plus large, mais on se restreint
ici aux fonctions dans D2, car la formule d’It6 et par conséquent les équations de Zakai et

de Kushner-Stratonovich sont seulement déﬁniesﬁ pour de telles fonctions.

A.3. LA PROBABILITE DE REFERENCE

Powr définir le filtre non normalisé, on utilise la méthode de la "probabilité de référence”
afin de transformer le processus stochastique {y:, t € [0,7]} en un processus de Wiener

standard. Dans ce but, posons
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Définition A.3.1.

Pour tout t dans [0,T], notons Z, Pexponentielle de Girsanov, définie par

P gt t
4 1
(A.9) Zy = exp( g / (s, x5)dv® + 5 / \h(s,z)|? d.5->‘
k=170 70

Le processus stochastique {Z;, ¢t € [0,T]} étant une martingale exponentielle. on introduit

la probabilité de référence comme suit:

Définition A.3.2.

Notons P la probabilité de référence, définie sur l'espace (Q,F.F;) par la dérivée de
Radon-Nikodym

dP

A.10 — =z
( ) dP /ft t

ott (Fy)icjo,1) désigne la filtration engendrée par le couple (w,v).

Le théoreme de Girsanov implique alors que le processus {y;, t € [0.T]} est un processus

de Wiener standard sur l'espace (2, F, ft,ﬁ), indépendant du processus de Wiener W.

Par conséquent, on peut définir le filtre non normalisé associé au systeme (A.1) de la

maniere suivante.

Définition A.3.3.

Pour tout t dans [0,T)], notons p; le filtre non normalisé associé au svstéme (A.1), défini

pour toute fonction 1 dans ©? par
(A.11) pop = E[(t,xe) Ze | Vi),
ot I désigne Pespérance sous la probabilité P.

De plus, la formule de Kallianpur-Striebel lie le filtre 7, au filtre non normalisé p;.



Annexe - Filtrage non linéaire en dimension infinie 142

Proposition A.3.4. (cf.[66] ou [42])

Pour tout t dans [0,T] et toute fonction 1) dans D2, on a

(A.12) My = 2%

pel

Remarque:

Si le signal, engendré par un processus de Wiener de dimension infinie, est de dimension
finie, on a montré au chapitre III que, sous une condition de Hormander locale, le filtre
non normalisé admet une densité de classe C* par rapport a la mesure de Lebesgue. La
généralisation de ce résultat & un signal de dimension infinie reste un probléme ouvert.
En effet, l'outil essentiel de la preuve, a savoir le Calcul de Malliavin, n’a pas encore été

développé pour des diffusions & valeurs dans IRZ.

A.4. ’EQUATION DE ZAKAI

Dans cette section, on montre que le filtre non normalisé p; défini par (A.11) est solution

d’une équation du type ”Zakai”.

Pour cela, on utilise le théoreme de Fubini stochastique suivant:

Lemme A.4.1. (cf.[38]):

¢
Si U est un processus stochastique, tel que Ef U2ds < +o0, alors
0

icz V0

(A.13) E[Z /t Ui dwg/y-;t] =0,

et

]

(A.14) F[fj /0 t Uy dys / yt] = /0 tE[U;“/ Vi) dyt.
k=1

=
I

1
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Théoréme A.4.2.

Pour toute fonction 1 dans D2, le filtre non normalisé p; est solution de I'équation aux

clérivées partielles stochastique

t Pt
(A.15) pe() :po(w)+/ ps(L) d8+2/ ps(Lit) dyy.
0 P
oit Ly, est l'opérateur différentiel du premier ordre défini, pour toute fonction v dans ©2.
par
(A.16) Liap(t, x) ng (t,2) Vi (t, ) + he(t, z)¥(t. x).
1EL
Remarque:

Dans [46]. N.V. Krylov donne des conditions suflisantes pour obtenir I'unicité de la solution

d'une telle équation.

Preuve:

La formule d’'It6 implique,

p
d(t,x) = Lp(t, zy) dt + Z (t, z) Vi(t, zy dwt ZZg t, @) Vab(t, a,) dul

1,jEL ie? k=1
et
A7, = Zy hi(t, dt+ZZt hi(t, zy) duF
' k=1 k=1
14
= hi(t,z1) Z dyf.
k=1
Ainsi.

d(p(t,v)Z) =Lp(t, ze) Zedt + > ob(t,z) Vi 1/)(75 1) Z, dw!

1,J€EZL
p P
+ Z Z gi(t,x) V; 1,[1(15 xy) Lt dvt Z hi(t, ) ¥(t.wy) Zy dyf"
i€7 k=1 k=1
p
+ 30D gkt ) hielt, 1) Vatp(t,2e) Zi dt

Iz

=Lp(t,z) Zy dt + Z (t, 1) Vb (t, o) Zy dwl + ZL’” (v(t,x1)) Z, dyr.
©,J€Z k=1
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Par conséquent, on a

Wt ay) 2, = (0. 20) +/ Lip(s,xs) Zsds + Z / (s,zs) Vip(s, ts) Z5 dw?

1,] €2
P

) t
+Z/ Lk(w(8>£a>) Zs Clyf:.

k=1" 0

et. par application du lemme A.4.1.,

/)L(’(/)) = [’l/) t iEf Zt/yt]
t

= B[p020) /0] + [ Blias,s) 2,/ V) ds+ 3, [ BlLu(wls.nn)) 2/ 9. ol
k=1

S0

A.5. ’EQUATION DE KUSHNER-STRATONOVITCH

Dans cette section, on montre que le filtre II;, défini par (A.8), résout une équation du

type 7" Kushner-Stratonovitch”. Dans ce but, on montre d’abord:

Proposition A.5.1.

Pour tout t dans [0, T,

(A.17) pel = exp(Zp: /t (hi) dyf — = Z/ )

Preuve: s
En appliquant successivement la formule d’Tté et le lemma A.4.1. au processus Z;, on

obtient

[)tl = E[Zt/yt]
14 a4
=1+> /0 E[Zs hi(s,x5) | V5] dy¥

P t
=1+Z/ s (ht) ps1 dys.
k=10

Par conséquent, le processus stochastique p,1 est défini par (A.17).
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Ce résultat permet de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme A.5.2.

Pour tout t dans [0, T] et toute fonction 1 dans D2, le filtre I1;(¢)) est solutign de I’équation
différentielle stochastique
(A.18)

I, () = To(ap) + / (L) ds+2 / (L) — ()L () (dy® — T,y (hy) ds).

Preuve:

En appliquant la formule d’Ité aux processus (p;1) 1 et pyp (ps1) ™1, on obtient

A(p1) ™) = (pe) (= Yo T(ha) dyf + D (Ma(ha))* dt),
k=1 k=1

et

A (8)) === (pul) H+S L) dyk) + 2 (- 1) o+ 3 (1) )

k=1 k=1 k=1

L1 (_ Zp: I (he) pe(Litp) dt)

—I1,(Ly) dt -+ Zﬂt Li) dyf + Zﬂtw( Ty (hi) dyf + (My(i))” dt)
k=1
P

— > Te(hi) T (Liap) dt

k=1

D’ou le résultat.

-9

A.6. LA FORME ROBUSTE DE L’EQUATION DE ZAKAI

Dans cette section, on calcule la forme robuste de I’équation de Zakai (A.15). Ce résultat
nous permet de travailler avec une équation aux dérivées partielles ordinaire paramétrisée
par les trajectoires du processus d’observation au lieu d’une équation aux dérivées partielles

stochastique. Comme dans le cas d’un processus d’observation multidimensionnel cette
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méthode est seulement adaptée aux problémes de filtrage non corrélés. Par conséquent.
on suppose dans cette section que g = 0. Ainsi, on considere la paire signal-observation

(vi.y) € (LZ(”/) X IRP), solution du systeme différentiel stochastique

3

Nt t
x/Z;Z%JF/ bi(S,ms)ds+Z/ oi(s,xs)dw] , i€
(A.19) 0 ez 0

L
Yy = / h(s,zs)ds + vs.
Jo

De plus, on pose

Définition A.6.1.

Pour tout t dans [0, T] et toute fonction 1 dans D?, posons
(A.20) vap = B [ih(t, z4) Uy / V1),
ot Uy est le processus stochastique défini par

p

Pt ¢ )
(A.21) Uy = exp<— Z/{; y® dhy (s, zs) — %Z/o (hi(s,zs))” ds).
k=1

k=1

Une intégration par parties dans I'intégrale stochastique apparaissant dans la formule (A.9)

implique
P t i . 172 t )
ZL — exp((h(t, xt)a yt> - A;/O Ys dh’k(s7 mb) - 5 /;/0 (h‘k(5~ -Us)) dS)_]

ce qui permet U’écrire, pour toute fonction 9 dans D?.
(4.22) v = pu($ exp(—(h(t, ). m1))).

Cette derni¢re expression permet de prouver le théoreme suivant:
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Théoreme A.6.2.

Pour toute fonction ¢ dans D2, v,(v) est solution de I'équation aux dérivées particlles
ordinaire
d
—wt) = v 1
(AA'_)j) dt tw t( Yt p)
Vow - E[w(oa :EO)]u

oit L, est opérateur différentiel paramétrisé par les trajectoires du processus y, défini,

pour toute fonction 1 dans 2, par

(A.24) Ly p(t,z) = Lp(t, @) — > Z )V ik (t, ) V(b )
1,J€EZL k=1
1 P
(5 Z (hi(t, ) ZLhk (t, )k + = Z Z (t, )V, (¢, a:)yt) )1/)(1:,(1’)‘
k=1 1,7JCZ k=1

Preuve:

Par application de la formule d’'It6, on a

dhy(t,ze) = Lhi(t,ze) dt+ Y ot @) Vil (t, ) dwl.
i,J€EL

Par conséquent, d’apres (A.21),

U/—er ZZ/ysLhkas 3__2/ hi(s, 5,))> ds
1€Z k=1
— Z Z /yf 0';'(5;553)vihk(stgjs)du,g)_

D autres applications de la formule d’Ito impliquentg

dU, = ZZUtLhk (t, @) yF dt — ZUt hie(t,z,))” dt

i€Z k=1 Ella
— Z ZUtO' (t,2¢)Vihi(t, z1) yt dw, + = Z ZU, (t, ) Vi (t, 1,)2/,) dt.
t,JEL k=1 zj€7k 1

et

dip(t, ) = Lp(t, @) dt + > Virp(t, 2) ol (t,z¢) due].
1,7€EZ
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Donc,

A((t, z) Up) = Lp(t,z) Updt + Y ob(t, 2) Varh(t, z4) Uy dwf
1,JEZ

- qu/)(t z¢) Upyf Lhy(t, z4) dt— —Zd)(t 20) Uy (hi(t, ) dt

i€Z k=1

- Zw, 20) Uy 0 (8, 2¢) Vil (t, ) yf dw]

1,j€EZL k=1

1 “ : )
£5 D0 D Blte) Vs (0}t @ ikt m))yf) b

ijEZk—l

- > ZUt H(t,20))” Viha(t, ze) Vo (t, z0) yf dt.

1,J€EZ k=1

Le résultat se déduit aisément par application de la définition A.A.1 et du lemme A.4.1.
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