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Filirage de diffusions faiblement bruitées
dans le cas corrélé
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Résumé.  Dans cette Note, on donne une estimation d’un processus d'état bruité par un bruit blanc
d’ordre . On calcule un filtre, donné comme solution d’une équation différentielle
stochastique, qui est asymptotiquement optimal quand ¢ tend vers 0.

Filtering of diffusions driven by a small noise
in the correlated case

Abstract.  This paper deals with the problem of estimating a state process, the measurements of
which are corrupted by a correlated white noise of order =. We derive a filter, obtained
as the solution of a stochastic differential equation which is asvmptotically optimal as

e tends to ().

Abridged English Version

The necessity to estimate a state process which is only partially observed occures in many applied
problems and has been widely studied for many years. Adequate mathematical structures have been
established and we dispose today of plenty of theoretical results about this subject.

In this Note we assume that the process we wanl to estimate (signal) is a Markovian diffusion
process and that it is observed through a function of this process perturbated by a white noise. In fact,
we try to find the best possible estimation of the signal at a time ¢, knowing the observation up to time
t. It is however by now well known that, except in some particular cases, the differential equations
which permit to solve this problem, for instance the Zakai equation (see¢ [8]), are infinite-dimensional,
which renders interesting every procedure that brings out suboptimal filters of finite dimension.

We assume here that the perturbating white noise is of order € and that for ¢ = (), the signal is
exactly observed. More precisely, let (€2, F, I’) be a complete probability space and (F;);e[o,47 a right-
continuous increasing family of sub-c-algebras of F. Let w and » be two independent F,-Brownian
motions with values in RY and R”". Let us consider the nonlinear filtering problem associated with the
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system signal/observation pair (,,,) € R?, solution of the following stochastic differential system:

t ot ot
Ty = Ty + / b(x,)ds + / oz )dw, + / glas)dy,,
Jo Jo

J 0

ot
Y = / h{x)ds + vy,
Jo
verifying the hypotheses (H;) to (H7).

We then define the filter by (2), as usually in nonlinear filtering theory and consider the class of
suboptimal filters given by (3).

In proposition 1.2, we prove, by means of direct computations, that the error commited by replacing
the process x; by the suboptimal filter m, is of order \/e.

In the main theorem of this paper we deduce from the latter proposition that, for a well chosen
suboptimal filter, this error is in fact only of order . The proof is based on a change of probability
and requires some Malliavin Calculus (see [3] and the references therein). Indeed, as the observation
coefficients are affine, we can apply Girsanov’s theorem and define, as usually in nonlinear filtering
theory, some reference probability measure. We then get the desirated estimate by computing the
stochastic gradient of the Girsanov exponential in an appropriate direction.

This is a generalization of the papers of J. Picard (see [5], [6] and [7]) and A. Bensoussan (see [1]),
who work with an uncorrelated filtering system and bounded observation coefficients.

1. Positionnement du probleme

Soient (2, F, P) un espace probabilisé complet et (F;):co,r; une famille croissante, continue
a droite de sous og-algébres de F. Soient w et v deux Fj-processus de Wiener indépendants de
dimensions respectives d et m.

Considérons le probleme de filtrage non linéaire associé au systeme état/observation (x,,y:) €
(R™)2, solution du systeme différentiel stochastique : '

ot

& ot
xe=x0+ [ blx,)ds+ / o(xs) dw, + / gl dy,
(h 40 Jo Jo
-t
Yr = / h(x.)ds + € vy,
Jo

vérifiant les hypotheéses suivantes:
(Hy) xo est une variable aléatoire Fy-mesurable & valeurs dans R™ dont les moments de tous ordres
sont bornés.

(Hs) b est une fonction de classe C?(R™,R™) a dérivées premieres et secondes bornées.

(H3) o et g sont des fonctions bornées de classe C*(R™, R™ @R?), respectivement C2(R™, R @R™),
a dérivées premieres et secondes bornées.

(H4) h est une fonction affine, i.e. il existe § dans R* et & dans R™ tel que h(x) = éx + o.
(Hs) La fonction @ = oo™ est uniformément elliptique.
(Hg) Les fonctions h'b et (h'ao™(h')™)” > h'b sont lipschitziennes.

(H7) La fonction h'g est bornée.
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On peut alors définir le filtre associé au systéme (1) comme d’habitude dans les problemes de filtrage
non linéaires.

DeriNITION 1.1. — Pour tout ¢ dans [0, T, notons 7 le filtre associé au systeme (1) qui est défini
pour toute fonction ) dans C,(R™,R) par :

(2) T = E[';/)(.r,)/yf],
ot Yy = oy, /0 < s < 1)

On considere de plus la classe de filtres sous-optimaux suivante :

ot

ot 1
(3 My = My + / b+ gh)(ms)ds + — / h'il(ms) K. ((1;1/,\. = himy) {ls),
Jo € .Jo

ol my € R™ est arbitraire et { K, t0} est un processus Y;-progressivement mesurable, borné tel que
pour tout (#,w) dans [0,T] x €, K,(w) est une fonction bornée uniformément elliptique.

Pour ces filtres, on peut alors montrer comme en [4], qu’on a la premigre estimation d’erreur suivante:
PrOPOSITION 1.2, — Pour tous ty > 0 et pl, on a :

sup ||z — myll, = O(Ve).

tty

Dans la suite de cette Note, on choisit un filtre de la classe définie précédemment pour lequel
I’erreur sera d’ordre . En effet, soit v la fonction définie par v = (h,’(mT(h,’)")% et pour tout ¢
dans [0,T], posons K; = ~(my,).

On peut alors énoncer le résultat principal de cette Note

THEOREME 1.3. — Pour tous ty > Oetp > 1, on a :

sup ||mel —my|, = Ofe).
tto

2. Démonstration du théoréme principal

On définit tout d’abord quelques processus stochastiques qui vont étre utiles par la suite.
a3

Soit le processus w; = / ¥~ () (B @) (x,) dw,. Considérons alors, pour tout ¢ dans [0, 77,
Jo

1ot 1 \
(4 = exp({—2 ./“ hT(x)dy, — 52 /U [h(xy)] (l.s)
et
I . 1/ 2
5 A= (le)(—— / (/1,(.'1:,,) - h(ms)) dw, + -— / |h,(:1,’N) — h{my)|" (15).
€ .Jo 2% Jy

Comme la fonction A est affine, les processus Z; ' et A;! sont des martingales exponentielles. On
peut alors appliquer le théoreme de Girsanoyv et définir une probabilité de référence a U"aide desquelles
on va montrer les estimations voulues.
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Définissons donc la .probabilité r par la dérivée de Radon-Nicodym

apP _ 3
yiz (A Zy)

Fr

(6)

Alors, d’apreés le théoreme de Girsanov, sous I, w, = Wy — L [(h(w,) — h(m.)) ds et y. sont des
0 '
processus de Wiener standards indépendants.

Soit pour tous x,m appartenant 2 R™ la fonction # ‘définie par:

(7) v Flx,m) = (h(z) - h(m)) v~ m) (h(z) — h(m)).

I résulte alors de la formule d’1(?) que

Fxzymy) =F(xg.mo) — 2 / (}1;(:1:5) - h,(m,s))T(ffl(;L-ﬁ) — A/‘l(m,ﬁ))h/(fﬁ) da:,
Jo
ot ‘ a4
+2 / (h(xy) ~ h{m,))" dw, — é / (h(zy) = h(m,)) " [dy, — h(m,) ds]
Jo € Jo

+2 / (h(.’l?b) — lL('rrz_,.))T((w“llz,/)[(b + gh,)(a:,)] — ('y_lh,’)[(b + _qh,)(m,‘)]) ds
ot t

+2¢ [ (hzy) — h(my)) v (m )b (w)g(a,) dv, +/ (A F+ A, F)x,,m,)ds

J( 0

—1

N . Ty . i
+ /o (h(xs) = h{m,)) 5 (1) (Mis) — h,(mﬁ)) dm?,

m;

ol A, et A,, sont les opérateurs différentiels du second ordre, définis pour toute fonction f dans
CQ((RT”)Q) par

d

i i 07 J 0’ f
A f(x,m) = %Z((r(a?))k( (x )).Adz ()fl (x,m) %Z ‘()z ()J;j(lf,m)

k=1

et
d

Ay fla,m) = % E(U(.’L‘));(U(a?))j ‘—(2:L~(.’IT, m).

kam;0m;
k=1 :
Par conséquent, on peut montrer que

a3

1, 1
ZA, :exp(——i(}' (z¢,me) = F(o,mo)) + Z /

1t
xi(zs,my)ds + - / xa(Xe,my) dm,
Jo cJo

t

1/ t 1 .
+;/0 x3(xs,my)dz, +/ Xl s,'/ns)dus_{-?‘(, hT(m’”)dy”—@./o Ih(mﬁ)|2ds>7

ol les fonctions y;, ainsi que leurs dérivées par rapport & 2 sont bornées indépendemment de «.

Dans la suite, si f est une fonction de (&, ). on notera f’ pour Qfl—
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D’apres les régles du calcul de Malliavin (cf.[3]) , si D (respectivement D) désigne 1’opérateur de
dérivation dans la direction de W (respectivement w), on a pour tout O < 5 < {,

D,xy = Ca(b 1) (),
ol {Cu. t > s} est la solution de I'équation différentielle stochastique
1 ot t
(8) (st =14 - / Cor (W IVR Y, ) die + / Cor (b' + g'h)(z,.) dr

T

+Z/ Gor g (W1 9) ) 7, +g/ Cor g/ () do.

En calculant alors la dérivée de Malliavin de log(Z;A;) dans la direction de @, on obtient

£

1 -t
(9) iF’(;I:t,m,,) =— / D, log(Z,A)(Dyxy) ™" ds

// X1 (e, m,) ,-(lm)ﬁslrf)_lriw'(l.q

—/ / dm? X{Z(.'L'.,.,TIZ,V)DS.’I?,.(IBS:I,})AId.s"
0
/ / TxG (@, m, )Dsarr([)s;lrt)_lds

l//X&:m (D)~ dr ds

+ ; / / vl Xy (w0, me) D, (D) s
) . Ut- SL - -
T3 // Xa(@p, my ) Dywn( D)™ dr ds.

1.
D’autre part, d’apres la définition de la fonction £, EF/(‘JH,, mye) = (h{zy)—h(m,)) Ty m )W (@),
donc

E[%F‘(wt,m,)/%] =E[{h({z:) — h(m. ) JVe] (v~ R (me)
+ E'[(h(wt) - h(m,)) v (mt) (h (x¢) — h'(my) )/y,]

La proposition 1.2. et les hypothéses (Hy) et (Hs) impliquent donc que le théoréme sera établi si
on montre que pour tous ty > 0, p > 1,

sup“E[ (x4, m,)/y,] Hp = O(e).

1>t

Comme la fonction h'~1~vh’ est hypoelliptique, on peut montrer le lemme suivant.
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LEMME 2.1. — Pour tous ey > O et p > 1, il existe des constantes strictement positives a(p), a(p)
et cfp) telles que

ICes]lp < a(p) exp [—g@(f, - s)], 0<s<t,
5

HE.@QOHP + HDNCfUH‘P S (Z(P)-

De plus, des calculs analogues a ceux de la page 153 de [4] donnent

1 s R 1 ! ! - N~ 5
?E[ / D, l()g(ZfA,)(Dh.:E,)_ldﬁ'/)/}} :?E[ / U () Cos (DsCro — Do) ds/}f]
’ ( ’ J 0

S0

- él‘fE[/() [h(y) = h(m)] Gy~ R (2,) d,s'/}’,].

D’autre part, comme ||x}],. est borné indépandemment de ¢, on obtient

dpt t pt
/ / )('1(:1:,,,mT)DH:x:,,.(DH:r'yf)*1 drds <c¢ / / CarGps dr ds,
JO S JO Js

et des expressions similaires pour les autres termes (Remarquons que dans le troisieéme terme figure
une intégrale par rapport & m,. Or comme di, est d’ordre ()(ﬁ), et ||x5]l, d’ordre O(y/<), on
ne rencontre pas de probleme).

La conclusion suit alors duv lemme 2.1

Note remise le 12 septembre 1997, acceptée le 14 octobre 1997.
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