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Probabiliti%/Probability Theory 

Filtrage de diffusions faiblement bruit&es 
dam le cas corr& 

R&urn& Dans cette Note. on donne une estimation d’un processus d’Ctat bruit6 par un bruit blanc 
d’ordre E. On calcule un filtre. dorm6 comme solution d’une Cquation difft?rentielle 
stochastique, qui est asymptotiquement optimal quand E tend vers 0. 

Filtering of difisions driven by a small aoise 

in the correlated case 

Abridged English Version 

The necessity to estimate a state process which is only partially observed occures in many applied 
problems and has been widely studied for many years. Adequate mathematical structures have been 
established and we dispose today of plenty of theoretical results about this subject. 

In this Note we assume that the process we want to estimate (signal) is a Markovian diffusion 
process and that it is observed through a function of this process perturbated by a white noise. In fact. 
we try to find the best possible estimation of the signal at a time t, knowing the observation up to time 
t. It is however by now well known that, except in some particular cases, the differential equations 
which permit to solve this problem, for instance the Zakai equation (SCP 181). are infinite-dimensional. 
which renders interesting every procedure that brings out suboptimal filters of finite dimension. 

We assume here that the perturbating white noise is of order E and that for E = 0, the signal is 
exactly observed. More precisely, let (II. 3. P) be a complete probability space and (Ft)tE[o,.l.~ a right- 
continuous increasing family of sub-m-algebras of 3. Let ‘(II and 11 be two independent Ft-Brownian 
motions with values in R” and R”‘. Let us consider the nonlinear filtering problem associated with the 
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system signal/observation pair (:I:+: 1~~) E R ‘, solution of the following stochastic differential system: 

verifying the hypotheses (HI) to (H;). 
We then define the filter by (2). as usually in nonlinear filtering theory and consider the class of 

suboptimal filters given by (3). 
In proposition 1.2, we prove, by means of direct computations, that the error commited by replacing 

the process :I:~ by the suboptimal filter ‘rnt is of order fi. 
In the main theorem of this paper we deduce from the latter proposition that, for a well chosen 

suboptimal filter. this error is in fact only of order E. The proof is based on a change of probability 
and requires some Malliavin Calculus (see [3] and the references therein). Indeed, as the observation 
coefficients are affine, we can apply Girsanov’s theorem and define, as usually in nonlinear filtering 
theory, some reference probability measure. We then get the desirated estimate by computing the 
stochastic gradient of the Girsanov exponential in an appropriate direction. 

This is a generalization of the papers of J. Picard (.VZV [S], [6] and [ 71) and A. Bensoussan (.sre [I ]), 
who work with an uncorrelated filtering system and bounded observation coefficients. 

1. Positionnement du problkme 

Soient (Q, F, P) un espace probabilise complet et (F+),,]o,7] une famille croissante, continue 
h droite de sous Ir-algebres de 3. Soient ‘YU et 7: deux Ft-processus de Wiener independants de 
dimensions respectives d et m. 

Considerons le probleme de filtrage non lineaire associe au systeme &at/observation (:I:~, u+) 5 
(W’)2 , solution du systeme differentiel stochastique : 

(1) 

verifiant les hypotheses suivantes: 
(HI) o:~ est une variable aleatoire F,,-mesurable a valeurs dans R”’ dont les moments de tous ordres 

sont born&. 

(Hz) b est une fonction de classe C’(R”‘: KY”‘) a derivees premieres et secondes bornees. 

(Hu) CT et !I sont des fonctions bornees de classe C’(R”‘, R”‘@R”), respectivement C2(Rrr1: R”‘@R”‘), 
a d&i&es premieres et secondes born&es. 

(H,) h est une fonction affine, i.e. il existe 6 dans R” et IY dans R” tel que I/(X) = 6,~. + II’. 

(H,) La fonction n. = (T(T~ est uniformement elliptique. 

( Hb) Les fonctions h,‘b et (IL’~(T~(/I’)~) -‘II’/, sent lipschitziennes. 

(Hr) La fonction k’!/ est bornee. 
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On peut alors dtfinir le filtre associe au systeme (1) comme d’habitude dans les problemes de filtrage 
non lineaires. 

DEFINITION 1.1. - Pour tout t dans [0, T], notons T+ le tiltre associe au systeme ( 1) qui est detini 
pour toute fonction T,/) dans C,,(R”‘, R) par : 

ob y, = c7(ys / 0 < s 5 t). 

On considere de plus la classe de filtres sowoptimaux suivante : 

(3) ‘71bt = rn() + 
I 

.t (!I + g/1)( rn,) ds + ; I” I/>‘- ’ (777,,q ) K,q (rly> - h( my) ds) . 
. II . 0 

oti 71/,[) E R”’ est arbitraire et {K+. to} est un processus J’,-progressivement mesurable. borne tel que 
pour tout (t. w) dans [0, T] x 12, Kt(,w) est une fonction bornee uniformement elliptique. 

Pour ces hltres, on peut alors montrer comme en [4], qu’on a la premiere estimation d’erreur suivante: 

PKonosrrroN 1.2. - Pour tous t,, > 0 et 111, 012 LI : 

Dans la suite de cette Note, on choisit un filtre de la classe definie prectdemment pour lequel 

I’erreur sera d’ordre ,r. En effet. soit y la fonction definie par ?; = (h’~~~r(l,‘)~) ’ et pour tout t 
dans [o. T], posons Kf = y(771t). 

On peut alors Cnoncer le resultat principal de cette Note : 

TH~OR~ME 1.3. - Pour tous to > 0 et p > 1, m u : 

2. DCmonstration du thbor&me principal 

On definit tout d’abord quelques processus stochastiques qui vont Ctre utiles par la suite. 
.t 

Soit le processus W+ = 
I 

7-l (717.,.+) (I)‘(T)(.~,,) nw,. Considerons alors, pour tout t dans [O. 7’1, 
0 

et 

(5) 

Comme la fonction h est affine, les processus Z:;’ et AT1 1 sont des martingales exponentielles. On 
peut alors appliquer le theoreme de Girsanov et definir une probabilite de reference h I’aide desquelles 
on va montrer les estimations voulues. 
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Detinissons done la .probabilitC r par la derivte de Radon-Nicodym 

(6) 

t 
Alors, d’apres le theoreme de Girsanov, sous ?;, I;!~ = lit - : J’(I,(:r:,) - I,,(uJ,,%)) ds et ;v’/t sont des 

0 
processus de Wiener standards independants. 

Soit pour tous :c. rr/, appartenant 2 IF!“’ la fonction E.dCfinie par: 

(7) F(x.711) = (h(x) - rl(7rb))TY-1(11),)(II(:l:) - h(rr,,)). 

I1 resulte alors de la formule d’lt(?) que 

F(:r:t, ‘rnt) =F(:r:“. /I/,()) - 2 
I 

~L(lL(3.r) - ~b(7~~,,))i(y~1(:cs) - ^,-1(711,,~))JL’(~‘.,)d:l;,s 
0 

ou .4,r et 4,,, sont les operateurs differentiels du second ordre, definis pour toute fonction J 
C2 ((lk!~“)*) par 

&)j(:C, nr) = ; --&(n(.rJ)); (n(:C)): i,7f;;rl,, (:I:, 711). 
k=l 

Par consequent. on peut montrer que 

dans 

ou les fonctions x;, ainsi que leurs derivees par rapport a :I: sont borntes independemment de E. 

Dans la suite, si f est une fonction de (x;, 7~). on notera f’ pour g. 
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D’apres les regles du calcul de Malliavin (cf.[3]) , si II (respectivement 6) designe l’operateur de 
dkrivation dans la direction de 5 (respectivement G), on a pour tout 0 5 s < t, 

a,:,:, = <s*(/,.‘-‘~)(:r:s), 

ou {&$ t > S} est la solution de l’equation differentielle stochastique 

(8) Lt = 1+ f i” c,,. (h-lyh’)(:C,.) dr + t csr (0 + g’h)(:r:,.) cl? 
. s I’ . s 

En calculant alors la derivee de Malliavin de log(Z,h,) dans la direction de ,Gt, on obtient 

D’autre part, d’apres la definition de la fonction F, kk.‘(x,! Iat) = (h(:ct)-h(7,,,t))r y-‘(7nt)h’(xt). 

done 

S[~F’(s:7n,)/Y,] =E[(h,(z,) - h(rrtt))T/yt] (yp1h’j(7nt) 

+ E[(h(st) - h(7rbt))i Tp1(7nt) (h’(zt) - h’(7rbt))/Yt]. 

La proposition 1.2. et les hypotheses (HA) et (Hs) impliquent done que le theoreme sera Ctabli si 
on montre que pour tous to > 0, p > 1, 

Comme la fonction h’-l yh’ est hypoelliptique, on peut montrer le lemme suivant. 
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LEMME 2.1. - Pour tous ~0 > 0 et p > 1, il existe des roristantes .strictement positiL1e.y a(p), fi,(p) 

et c(p) telles que 

De plus, des calculs analogues h ceux de la page 153 de [4] donnent 

D‘autre part, comme 11~: III,. est born6 indkpandemment de E, on obtient 

et des expressions similaires pour les autres termes (Remarquons que dans le troiskme terme figure 
une intkgrale par rapport 5 7rlt. Or comme drr/, t est d’ordre 0(-$), et Ilxklll, d’ordre Cl(&), on 

ne rencontre pas de problkme). 

La conclusion suit alors du lemme 2.1 

Note remise le 12 septembre 1997. acceptee le 14 octobre 1997. 
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