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1. Préliminaires

1.1. But du présent travail : Dans [3], Dixmier introduit et étu-
die la notion de représentation induite pour les algebres de
Lie et leurs algébres enveloppantes. D’autre part il existe
une notion de représentation induite pour les groupes de Lie
résolubles [1]. Le but du présent travail consiste a mettre
en évidence le lien existant entre ces deux notions. Pour des
raisons de simplicité nous nous limiterons aux groupes de
Lie exponentiels.

1.2. Notations : Dans la suite, G désignera un groupe de Lie ex-
ponentiel, connexe, simplement connexe, réel et g désignera
son algebre de Lie. Nous noterons par gc son algebre com-
plexifiée correspondante et par U(gc) son algebre envelop-
pante [3].

1.3. Nous utiliserons & maintes reprises la propriété universelle
suivante des algébres enveloppantes [3] :

Lemme : Soient o ’application canonique de gc dans U(gc),
A une algebre 4 élément unité, 7 une application linéaire de
gc dans A telle que 7(z)7(y) — 7(y)7(z) = 7([z,y]) quels
que soient z,y € gc. Il existe un homomorphisme 7’ et un
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2:1.

2.2.

seul de U(gc) dans A tel que 7(1) =1let 7' o0 = 7. In-
tuitivement on peut dire que T peut étre prolongé a U(gc)
tout entier.

. Représentations induites dans les groupes de Lie ex-

ponentiels

Soit £ € g* et soit h une polarisation pour £ vérifiant la
condition de Pukanszky ([1], [5]). Posons H = exph, mu-
nissons les groupes G et H des mesures de Haar a gauche
L et pr, et soient Ag et Ap les fonctions modulaires res-
pectives. Définissons, pour tout exph € H,

Apg(exph)
A(exph) = Ag,g(exph) = Aclexph]
On montre que ([1], V.1.) :
t d
A(exph) =e fg/m?¢ "

avec
trg/had h =trgad h — trpad h,

tr désignant la trace de 'opérateur en question.

Soit K2 (G) I'espace des fonctions numériques continues sur
G qui vérifient

F(zexph) = A(exp h)F(x)

quels que soient z € G, exph € H, et dont le support est
compact modulo H. Il existe alors une forme linéaire positive
unique pg. g sur K2(G) notée

pe,H(f) = f(z)dpe,n(z)
telle que
] f(y)dpc(y jg dpG,H(J:)[ f(zexph)A™! (exp h)dpp (exp h)
H

([1], V.1.). Dans la suite les mesures de Haar seront souvent
notees simplement dz, d(exph)...
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24.

Par définition de h, (£, [h, h]) = 0 et par conséquent 1’appli-
cation

Xe - H — C

exph +— xe(exph) = e—i(6,h)

est un caractere unitaire de H, c’est-a-dire vérifie
xe(exp hy - exphe) = xe(exp hy) - xe(exp he).
De plus, puisque tr(ad|g, g]) = 0, 'application

¢: H — C
exph +—— ((exph)=e H6M) . A=1/2(exph)

est également un caractere de H.

Considérons ’espace des fonctions continues de G dans C
vérifiant

p(zexph) = @M . A1/2(exp h)p(z) = ((exp(—h))p(z)
quels que soient z € G, exph € H et

$  lo(@)Pduc,a(e) = wonol?) < +oo
G/H

Soit H = H, l'espace de Hilbert obtenu en complétant I'es-
pace précédent pour le produit scalaire

(o ) = j{; » o(z)¥(z)dpc, i ().

On définit alors la représentation induite notée m = indfé X¢
de G sur 'espace H = Hr par

(m(2)e)(y) = p(z™'y)

quels que soient ¢ € H, z € G, pour presque tout y € G [1].
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2.6.

La construction précédente reste valable si h est seulement
une sous-algebre subordonnée a £, c’est-a-dire si (£, [h, h]) =
0. Cependant si h est une polarisation vérifiant la condition
de Pukanszky, alors la représentation induite 7 = indfxe
est une représentation unitaire topologiquement irréductible.

Souvent on rencontre la définition suivante, légérement diffé-
rente des représentations induites [5] : L’espace G/H peut
étre muni d’une mesure semi-invariante et la fonction A
peut étre étendue en un homomorphisme de G tout entier
dans R tels que si ¢ est une fonction continue a support
compact dans G/H, alors

] o(z'9)dy = Az) ] o(5)dy.
G/H G/H

On considére alors espace des fonctions continues de G
dans C vérifiant

i(€,h)

p(zexph) = """ p(z)

quels que soient * € G, exph € H et
/ lo(2)]2dt < +o0
G/H

en notant par dz la mesure semi-invariante sur G/H. On
prend pour H,, I'espace de Hilbert obtenu en complétant
’espace précédent pour le produit scalaire

(i, 4} = fG P

et on définit la représentation 7m; de G sur Hr, par

(m1(z)p)(y) = A2 (z)p(zy)

quels que soient ¢ € Hr,, * € G, pour presque tout y €
G. Les représentations 7 et my sont équivalentes. Dans ce
travail c’est  qui est la représentation la plus appropriée.



3. Représentations de ’algébre de Lie et de 1’algébre
enveloppante associées a la représentation m = ind%xg

3.1. Soit H 'espace des fonctions indéfiniment différentiables
dans H, c’est-a-dire I’espace des fonctions de H dont toutes
les dérivées vérifient

D0 Pdcn(@) < +oo.
G/H

On munit 'espace Hoo de la topologie induite par les semi-

normes
. § 1/2
or— (¢ ID"¢(@)Pduc,u(@))
G/H
ou - P
b= ot --'atg,,,az (a1, ..,0an) €NT,
T = exptixy - exptoZy...exptn,Ty,, une base (z1,...,Tn)

ayant été choisie.

3.2. Nécessairement, si ¢ € Ho et si A € h,
d
ol enth)],_

d [e“,“’h) ,e%ttrg/had h

dt
_ 1
= [i{¢,h) + §trg/ha‘d h] - o(z).

(,o(x)} t=0

3.3. Sur H., on définit la représentation dm de g par

Ar(X)ely) = lreDtX)elv)],

d
— Ecp(exp(—tX)y)h:O.

Cette représentation peut étre étendue a gc par

dﬂ(Xl +?;X2) = d'n'(Xl) - id‘fr(Xg)
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4.1.

4.2.

et elle peut étre étendue univoquement a U(gc) par la pro-
priété universelle des algebres enveloppantes (1.3.). En ef-
fet, il suffit de remarquer que d7m est une représentation
d’algebres de Lie, c’est-a-dire que

dr([X,Y]) = dn(X)dn(Y) — dn (Y )dnm(X)
quels que soient X,Y € gc.

Notons H® = (Heo)* l'espace des distributions sur Heo,
c'est-a-dire le dual de Ho, muni de sa famille de semi-
normes. Sur H* on définit la représentation dn* par

(dr* (X ), @) = (p, dm(— X))

quels que soient u € H®, ¢ € Hoo, X € U(gc). Dailleurs,
pour X € g,on a:

(At (X)) = ot r(exp(—X))p(#)] o)

= (1 %w(expr')ltz&

d
= —(tp(exptXe))|_o

. Identification de U(gc) & un espace de distributions

Tout X € g peut étre identifié a une distribution px par

d
(px,0) = — (exptX)|,_,

pour tout ¢ € D(G), espace des fonctions C*° a support
compact. La distribution px est a support {e}, e désignant
I’élément neutre de G. D’ailleurs la définition précédente a
un sens pour toute fonction C* et en particulier pour toute
fonction de 'espace Heo-

Puisque toute distribution px est a support ponctuel, on
peut définir les produits de convolution avec une distribu-
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tion u quelconque par

(ux * p, o) = (ux(z) @ uy), ¢(z-y)) pour p € D(G)

= 4 (u,p(exptXe))|,_,
= (dm*(X)p, ) pour ¢ € Heo
sipu€ H™®

c’est-a-dire px * g = dr*(X)p considérés comme distribu-
tions sur Heo-
De méme,

(mxpx, o) = (u(x)®px(y), o= y))
= (b (e tX)],_,)

d
= E{:(P‘r (70(. exth))‘t=[)‘

Ce produit de convolution généralise la notion de produit
de convolution de fonctions et de mesures.

Il est bien connu que ’application

g — DYG)
X — px

est un homomorphisme injectif d’algebres, ¢’est-a-dire vérifie
UX+y = Mx t+HY
Hix,y] = MX*py — By * px = [px, py]

et qu'il peut étre étendu de facon unique en un isomor-
phisme de U(gc) sur 'espace des distributions de support

{e}.

De méme 'application
g — HT
X — #X

px étant considéré comme distribution sur Heo, est un ho-
momorphisme d’algebres (non injectif) qui s’étend de fagon



unique en un homomorphisme de U(gc) sur 'espace des
distributions sur H., de support {e}.

Dans la suite on identifiera U(gc) a ces espaces de distribu-
tions en notant X * u, resp. p* X au lieu de pux * u, resp.
i * wx. La relation

px * p = dr* (X)p

reste valable pour tout X € U(gc), pux et p étant considérés
comme distributions sur H .

4.4. L’espace H* devient un U(gc )-module a gauche si on définit
X p=X*xp=px*p
pour tout p € H*® et tout X € U(gc).

4.5. Quels que soient h € h, p € H*® et ¢ € H, On a

(uxh,p) = %(u,w('expth))h:o

g

dt
, 1

= ({6 h) + Strgmad h)(k, @)

my 1/2trg/htad h

€ (‘0) |t=0

(p, "

c’est-a-dire, dans H°,
. 1
p*h= (i, h) + §trg/had h)u

pour tout h € h, et méme pour tout h € U(hc), par la
propriété universelle de U (hc).

4.6. Précisons que I’homomorphisme g — p, envoie gi-gz2 ... gp €
U(gc) sur g, * fg, * ... * [ig, €t que

o0 0 0
(fhgy ¥hgy *. - Xlbg, ,P) = p(exptigi-exptags - . .exptpgp)|
to=0

tp=0



4.7. Le noyau K de 'application

Ulge) — H™
X — px,
px étant considéré comme distribution sur Heo, est I'idéal

4 gauche engendré par {h—6(h)1|h € h} ou 6(h) =i(£,h) +
%trg/had h.

Démonstration : D’une part, soit ¢ € U(gc) quelconque.
Dans H* on a

g (h—6(h)1) = pg xh— 5(R)pty % 1 =0
pour tout A € h et
g-(h—46(h)1) € K.

Réciproquement, supposons que g = p, = 0 dans H™ et
montrons que g appartient a 1’idéal en question. Dans un
voisinage suffisamment petit du neutre, G peut étre identifié
a get G/H a g/h. Soient (h1,...,h,) une base de h et
(bi,...,br) une base supplémentaire de g choisies dans les
voisinages en question de maniére & ce que les éléments de
la forme

boRS = b2 ST ... bZ* RS RGE ... REn

engendrent U(gc). Il en est alors de méme des éléments de
la forme

b (h—8(h)1)? = b31-.. -b%*-(h1—8(h1)1)Pt-. . .- (hn—6(hn)1)""

pour a € N* et 3 € N™. En effet, pour passer de la premiére
forme a la seconde, il suffit de remarquer que

hi = (hi —6(hi)1)+ 6(hi)l
PP = (hi — 8(hi)1)P — Bi6(hi)(hi — 6(Ri)1)% T + ...

et que
1= (h; — 6(h:)1)°.



L’élément g peut donc s’écrire

g = Y aapb*(h—8R)1)°
a’lﬂ

= Y agb®(h—8(h)1)P + D asod”
B0 B

a et B étant des multiindices. Remarquons que

> aa,sb%(h—6(h)1)
(8
B#0
appartient & I'idéal en question.
Il suffit donc de montrer que Zaa,gb"‘ = 0. Pour tout ¢ €

H., on a par hypothese (u4,¢) = 0. Puisque
S aa,pb®(h—8(h)1)? € K, cette expression annule ¢ et
(83
B0
on est donc amené a la condition

Qg

o™ 0
( E A, 0b™, ) = E Qa0 GaT - - Hpan p(exptiby ... exptkbk)\

tl =0
ti=0

= 0.

Supposons pour commencer que ag,o 7 0. Définissons ¢ €
Hoo Par

o(exptibs ... exptrby -exph) = C - e*™

ot C est une constante non nulle, dans un voisinage suf-
fisamment petit du neutre. Alors cette expression peut tou-
jours étre prolongée en une fonction de Hoo et

() aa0b% p) =a00-C#0

puisque toutes les dérivées a l'origine s’annulent. Ceci est
une contradiction et par conséquent ago = 0. Dans le cas
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général, s’il existe a tel que aq,0 # 0, il existe un polynome
P31 - s»tx) tel que

o> g=»
QAa,0 TR o P(tl,...,tk) #0
2 ae0gmm G L
tk.;(.]
On définit alors ¢ € Ho par
p(exptyiby ...exptrby - exph) = M P(ty,...,t)

dans un voisinage suffisamment petit du neutre et on pro-
longe en une fonction de H. Par construction,

(84
contrairement a I’hypotheése. Cette contradiction prouve
donc que Zaa,ob“ = 0 et que g appartient a l'idéal en
(a3
question.

Une maniére équivalente de décrire le noyau K est la sui-
vante : K est lidéal & gauche de U(gc) engendré par
{h—8(R)1|h € U(hc)}.

Démonstration : Notons par K; l'idéal engendré par

{h—8(h)1|h € U(hc)}. On a évidemment K C K.
D’autre part, pour h = hy +thy € hc et g € U(gc) quel-
conques, on a évidemment, par linéarité,

g* (h—6(h)1) = g * (h1 — 6(h1)1) +ig * (he — 6(h2)1) € K
puisque g * (hy — 6(h1)1) € K et g * (ha — 6(h2)1) € K.
Soit & présent hy - hy - ... - hx € U(hc). Puisque § est un
homomorphisme sur U(hc)

§(hy-ho- ... ki) =6(h1) - 6(h) ... 6(hk).

D’autre part, pour ¢ € He quelconque,



|
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<p'h1-...-hkago>
(uhq * Lho ... *#hk:(p>

0 0 3,
B, Oty " Oty w(exptihy - exp tahs . . .exptkhk)hl:m:tk:[)
d 0 o
o T [et%0(R) p(exp t1hy - exp tk—1Rk—1)]ty=...=tx=0
0
6(hk)3t1 e l[“o(exptlhl'"exptk—lhk—l)]t1=...=tk_l={]

§(h1)6(h2) - .. 8(hx)p(e)
(8(R1)8(h2) . .. 8(h&)1, ).
Donc
(p(hl""‘hk—‘s(hr----hk)1):<:0> =0
¢’est-a-dire

hl—...-hk—ﬁ(hl-...-hk)leK,

K étant le noyau de I'application g — p, de U(gc) dans
H*°. On en déduit que {h — §(h)1|h € U(hc)} C K et que
Ky =K.

On vient de prouver que

Ulge)/K — H™
X+K +— px,
px étant considéré comme distribution sur Heo, est un ho-

momorphisme injectif sur les éléments de H> ayant {e}
comme support.

. Définition des représentations induites pour U(gc)

. Donnons d’abord quelques précisions sur la complexification

des algebres. Considérons
gc=g+ig=g®C (en identifiant ig a
gRi=1(g®1))
hc=h+:h=h®C
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et étendons £ a gc par linéarité en posant

(€, 91 +1g2) = (€,91) + (€, g2) avec g1,92 € g.

Il est alors facile a voir que gc(4) = g(€) + 1g(£). De plus,

dimcgec = dimgrg
dimc hC = dimR h
dimc gc(4) = dimgg(f).

Par conséquent

i :
dimc h¢e = E(dlmc gc + dimc gc(4)).

On voit également facilement que (¢, [hc, hc]) =0 et on en
déduit que hc est une polarisation pour £ dans gc.

Rappelons la notation
. 1
8(h) =i{¢,h) + §trg/had h pour h € h.

Remarquons en plus que pour h € h

trg&d h = trgca.d h
trpad A = trhca.d h,

donc que
trg/had B trgC/hcad h.

Ceci permet d’étendre 6 a hc. En effet, il suffit de poser

5(h1 + ‘ihg) = 6(]‘&1) + ié(hg).

Comme
(f, hi + ?:hg) = (f, h1> = ?:(E, h.g)
et
trgc/hcad(hl +1hy) = trgc/hcad hi+1 trgc/hcad ho

= trg/had hy+1 trg/had ho



Ol a encore
_ 1
6(h) = i(¢,h) + Ftrg p.ad b

pour tout h € hc. Puisque § est un homomorphisme d’alge-
bres, on peut alors étendre 6 a U(hc).

5.3. Considérons les différentes structures de module suivantes :
(I) U(gc) est un U(hc)-module a droite par
X -h=Xxh,

X et h étant identifiés & des distributions sur D(G).
(IT) U(gc) est un U(gc)-module a gauche par

g- X=g%*X,

X et g étant identifiés & des distributions sur D(G).
(ITI) U(gc) ® C est un U(gc)-module & gauche par

g-(®c)=(g*xg1)®¢c
g et g1 étant identifiés & des distributions sur D(G).

5.4. Définition : Dans U(gc) ® C considérons le U(gc)-module
a gauche M engendré par les

(g*h)®c—g® (6(h)c)
avec g € U(gc), h € U(hc) et ¢ € C. Définissons
ind(hc T gc) = U(gc) ®y(ney C = Ulgc) ® C/M

et appelons indfhc 1 gc) module induit tordu.
Alors ind(hc T gc) est un U(gc)-module a gauche par

9-(1®c)=(g9*xgq1)®c

On définit la représentation induite tordue 7 de U(gc) sur
ind(hc T gc) = U(gc) ®y(h,) C par

7(g)g1®c)=g-(g1®c)=(9*q1)Vc



5.5. Remarquons que pour 1,h € U(hc) :

85(h) =6(h)6(1) = 6(6(h)1).
Par conséquent :
(gxb6(h)1)Rc—g® (6(h)c) e M
et

[(g+h) ®c—g®(6(h)c)] —[(g*6(h)1) ®c—g @ (6(h)c)]

= (gx(h—6(h)1))@®ce M

dans U(gc) ® C. Puisque K est engendré par les
g*(h—68(h)1), on a donc K ® C C M. Réciproquement,

(9*h)®c—g® (6(h)c)
= (9*xh)®c—6(h)(g®c)
(gxh)®@c—(6(h)g)®c
= (gxh)®c—(g*6(h)l)®c
(g x (h — 5(h)1)) Rc
dans U(gc) ® C. Par conséquent, M = K ® C et
U(gc) ®yhey C=Ulgc) ®C/K ® C.

. Equivalence de d7* et 7

. Définissons

f:U(gc)XC — H*
(g.¢) +— c-g=c-py,
pg étant considéré comme distribution sur Heo. L’appli-
cation f est une surjection bilinéaire sur ’ensemble des
éléments de H™ ayant {e} comme support. Pour h € U(hc)
ona:

f(g*h,c) = c-(g*h)

¢ (Mg * pn)
5(’3)0#9
(6(h)c) - g
= f(g,6(h)c)

I

I
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toutes les distributions étant des distributions sur Heo-

Par la propriété universelle sur les produits tensoriels ([2],
I1.3.), il existe une application linéaire unique F' vérifiant

F(g®c)= f(g,c) =c-g=c- .

Donc F est une surjection linéaire sur I’ensemble des éléments
de H*> ayant {e} comme support.

Montrons que F' est une injection. En effet :

F(g®c)=0 <« c-g=0en tant que distribution sur He
& c-geK
o (c-g)®1=gRceKRC=M
& g®c=0dans U(gc) By (he) (33

6.4. Quels que soient g € U(gc), 91 ® ¢ € U(8c) @y (hy) C, on

(Fow(g))(g1®c) = F(7(9)(q1®c))
= F((g*g1)®c)
= c¢-(g*g1) en tant que distributions sur Heo
= g=*(cg1)
= dr*(g)(cq1)
= dr*(9)(F(91®c))
= (dn*(g)oF)(91®¢)

Ainsi

Fow(g) =dn"(g) o F pour tout g € Ulgc)

et les représentations 7 sur ind(hc Tgc)=Ul(gc) By (he) @
et d7* sur le sous-espace de H* des distributions de support
{e}, sont équivalentes.
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1.2,

7.3.

7.4.

7.5.

. Idéaux primitifs

Dans cette section nous ne ferons que rappeler les résultats
de [3] et d’en tirer les conséquences pour ’application dm*.

Définitions : Soit V' un espace vectoriel. Une représentation
de g dans V est dite simple ou irréductible, si V # (0) et
si les seuls sous-espaces vectoriels stables de V sont V et
(0). On dit encore que le g-module V' est simple. On a
évidemment les mémes définitions pour U(gc). Un idéal I
de U(gc) est dit primitif s'il est I'annulateur d'un U(gc)-
module & gauche simple, c¢’est-a-dire le noyau d'une repré-
sentation irréductible de U(gc).

Si h est une polarisation de Vergne de g, le U(gc)-module
U(gc) ®y ) C est simple. Donc son annulateur, a savoir,

Ker 7 = {g € U(gc)lg - (U(sc) Dy (he) C) =0}
est un idéal primitif de U(gc).

Soient h; et hy deux polarisations distinctes pour £. Soient
71 _et 7y les représentations correspondantes sur
ind(hy. T gc) et ind(hy. T gc) respectivement. Alors leurs
noyaux coincident, c’est-a-dire

Ker 71 = Ker 5.

Donc, pour toute polarisation h pour 4, le noyau Ker 7 est
un idéal primitif.

Le noyau Ker dr* est un idéal primitif de U(gc), puisque
les représentations 7 et dm* sont équivalentes et ont donc le
meéme noyau.

. Cas des groupes résolubles

Dans le cas d'un groupe résoluble, il faut apporter plus de
soin au choix de la polarisation (polarisation positive) et a
la définition des espaces Hr, Hoo €t H, afin de garantir
I'existence des calculs effectués ici [1].
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