La propriét¢ de Wiener
Carme Meolitor Braun

1. Les précurseurs : les théorémes taubériens

1.1. En 1897, Tauber [14] démontre le résultat suivant
(=]

Siflxy= Y ayxn converge pour 0 < x < | avec q, = eﬁ% et
n=0

n
si lim f(x)=s, alors lim 3 a;=s.

x—=1 n—+00 j=()
1.2, Littlewood a remplacé la condition a, = aﬁ.._l"\,_ par a, = OAWV.

1.3, Vaguement on peut appeler théoréme taubérien tout résultat de la
forme : Si certaines moyennes d'une suite ou d'une fonction
convergent et si certaines conditions supplémentaires sont vérifides,
alors on peut conclure 2 l'existence d'autres limites ou moyennes,
comme c'est par exemple le cas dans le théoreme de Tauber.

1.4, Le théoréme taubérien de Wiener est un exemple de théoréme
taubérien continu. Dans [15] Wiener démontre 5
Soit fe L*(RR) et soit K} € LI(IP) tel que K, (transformée de
Fourier de K) ne s'annule pas. Si

+ 00 + 0¢

lim  [Ki(e-y)f0)dy = lim Kiefx)=A [ K (x)dx
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2.1.

2.2

2.3

A étant une constante, alors, pour tout Kse Li(IR),

+00 +00
lim — [Ky(ey)y)dy = fim Knf) =4 [Kowyar,
A=+ 00 . oo X3+ 00 - oo

Remarquons que le produit de convolution peut &tre considéré
comme moyenne pondérée de la fonction f,

Les Sous-espaces invariants par translations : introduc-
tion 2 la propriété de Wiener

nom de théoréme de Wiener A
Sife LI(R) est tel que f ne s'annule pas, alors le sous-espace
fermé de L1() engendré par les translatées de £ (qui coincide
avec l'idéal fermé de LYR) engendré par f) n'est rien d'autre
que I'espace LI(IR) tout entier et réciproquement, De maniére
€quivalente, 1'idéa] fermé engendré par fest distinct de LY(R)
si et seulement s'il existe ue R tel ncmw\nv =0.

Wiener Temarque déja que le résultat précédent reste vraj si on
remplace la fonction S par toute une classe de fonctions, ce qui nous
amene 2 la forme suvante du théoreme général de Wiener -

Soit / un idéa] fermé de LY(R), Si7 # LY(R), il existe 1 € R

A
tel que f(u) = 0 pour tout fe / et réciproquement,
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2.4.

3.1.

3.2.

Le théoréme général de Wiener implique le théoréme taubérien de

+ 00
Wiener (pour /= {K € LI(R) | lim Kufix) =4 [ K(x)dx}) et
A=+ o0 - 00

les méthodes qui servent 2 démontrer le théoreme taubérien de
Wiener entrent €galement dans la démonstration du théoréme
général de Wiener.

Les groupes localement compacts abéliens : analogie avec
le groupe R

Rappelons que dans le cas d'un groupe localement compact abélien
G on définit le groupe des caracteres G comme étant l'ensemble des
homomorphismes continus de G dans le tore T des nombres com-
plexes de module 1, G étant muni de la topologie de la convergence
compacte. Dans ce cas les représentations unitaires (topologi-
quement) irréductibles de G, resp. LY(G) sont de dimension 1 et

peuvent étre identifiées avec les caractéres du groupe par
A

Ty(x) = X).1¢ pourxe G,ye G

T = [ f)myx)dx = m fOx@dxag =f)ag
G
pour fe LY(G)

a condition de définir la transformée de Fourier de S par
JGO = | fe)goax.
G

Uo:nm,g‘v = 0 si et seulement sife Ker z_, noyau de la représen-

z
tation unitaire irréductible .
X

Rappelons encore que dans le cas d'un groupe localement compact
abélien G les ensembles suivants coincident, 3 savoir !
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3.4,

4.1.

4.2.

Prim«L1(G) = ensemble des noyaux des représentations uni-
taires topologiquement irréductibles de LY(G)

Prim LI(G) = ensemble des noyaux des représentations algé-
briquement irréductibles de LY(G)
Max L1(G) = ensemble des idéaux réguliers maximaux de

LY(G).

Le théoréme général de Wiener, pour groupes localement compacts
abéliens, démontré indépendamment par Godement [2] et Segal [12]
s'énonce alors
Si 7 est un, idéal mn_.m._m de L1(G), distinct de LYG), alors il
existe y € G tel que f(x) = 0 pour tout f'e 7, ou, de maniére
équivalente, [ est contenu dans un élément de Prim.L1(G)
= Prim L1(G) = Max LYG).

Les ingrédients essentiels de la démonstration de 3.3, sont les
suivants :

a) LY(G) est une m_mmvmm réguligre, c'est-a-dire si F est un
fermé de G etsi yo e G\F, alors il existe fe LI(G) tel que
fow =t1etfip=0.

b) L'ensemble {fe LYG)If est a Support compact} est dense
dans L1(G).

Les groupes non abéliens : différentes définitions
possibles

Si G est un groupe localement compact non abélien, les ensembles
Prim.LY(G), Prim LYG) et Max LY(G) sont en général distincts,
Cela nous amene considérer trois généralisations possibles de la
propriété de Wiener.

Si tout idéal bilatére fermé de LYG), distinct de L1(G), est contenu
dans un élément de
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4.3,

4.4.
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5.2,

5.3

5.4.

a) Prim«L1(G) on dit que le groupe possede la propriéeé de
Wiener ou qu'il appartient a la classe [W]

b) Prim L1(G) on dit que le groupe posséde la propriété faible de
Wiener ou qu'il appartient 2 la classe [WW] (weakly Wiener)

¢) Max LY(G) on dit que le groupe posséde la propriété de Tauber
ou qu'il appartient 2 la classe [Taub].

Dans le cas de [W] il suffit de supposer que tout idéal bilatére
fermé propre de L1(G) soit annulé par une représentation unitaire
quelconque de LY(G).

Beaucoup de groupes ne possédent pas les propriétés précédentes et
les classes [W], [WW] et [Taub] sont distinctes.

Quelques exemples et contre-exemples

Les groupes localement compacts abéliens possedent la propriété de
Wiener ([2] et [12]).

Les groupes compacts possédent la propriété de Wiener [12].

Tout produit direct d'un groupe localement compact abélien et d'un
groupe compact posséde la propriété de Wiener [16]. Dans ce cas
on généralise les idées essentielles de la démonstration du cas
abélien.

Tout produit semi-direct de groupes de Lie abéliens (par exemple
le groupe affine de la droite) posséde la propriété de Wiener. En
effet, si A et B sont des groupes de Lie abéliens, soient G = A X B
(produit semi-direct) et H = A x B (produit direct). Alors tout
idéal bilatere fermé I de LY(G) est également un Emmw bilatére
fermé de L1(H). Comme H est abélien, il existe X € H tel que

f(x) =0 pour tout fe I. Dans ce cas X définit un caractére sur un
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5.5,

5.6.

5.

5.8.

6.1.

certain sous-groupe G, de G. La représentation induite = FQ%HN
est telle que 7  Ker 7 ((11y.

Il existe quelques résultats généraux comme par exemple le suivant:

Tout groupe symétrique possédant la propriété faible de Wiener

posséde également la propriété de Wiener. Ce résultat est utilisé

pour démontrer que tout groupe a croissance polynomiale et 3

génération compacte possede la propriété de Wiener (31, [7T]).

6.2,

Pour les groupes discrets il n'existe que quelques résultats isolés.

Ainsi sait-on que tout groupe discret résoluble posséde la propriété

de Wiener [7]. Par contre le probléme n'est pas encore résolu pour

le groupe libre & deux générateurs.

Soit G4 9(0) le groupe de Lie connexe, simplement connexe d'alge-
bre de Lie 94,9(0) = <T.X,Y,Z> telle que [T .X] = -X, [T.Y]=Y,
[X,Y1=2Z. Alors G4,9(0) est un groupe de Lie exponentiel ne
possédant pas la propriété de Wiener. En effet, dans ce cag il existe
R = R* central dans U(g49(0)) et une représentation 7, irréduc-
tible de G4.9(0) sur Lp(R) telle que dry(R) = ik.1 avec k R*,
Supposons qu'il existe une représentation unitaire irréductible ¢
telle que Ker 7ip < Ker {. Alors d{(R) = ik.1 et di(R*) = (dE(R))*
= -ik.1. Ceci est une contradiction étant donné que R = R*.

6.3.

Un raisonnement du méme genre montre que les groupes de Lie

semi-simples non compacts ne possédent pas la propriété de
Wiener.

6.4,

6.5.
La méthode de Leptin : les Ll-algébres généralisées

Le but de cette méthode développée par Leptin ([4], [5], [6]) est

d'étudier la symétrie et Ia propriété¢ de Wiener pour des produits
semi-directs. Pour mieux comprendre I'idée essentielle de cette
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méthode, choisissons deux groupes abéliens A et B, Le théoréme
de Fubini permet d'écrire, pour tout fe LI(A x B)

[axp X Y)ldxdy = [ [ e y)ldyldx = | e,y 1 gy dx

c'est-a-dire les fonctions de LI(A x B) peuvent étre identifiées avec
des fonctions mesurables f, définies sur A et & valeurs dans LY(B)
telles que x »— IIf(x,.)ll L) soit intégrable,

Pour le produit semi-direct A x B de deux groupes A et B quel-
conques, on peut encore identifier L1(A x B) avec une Ll-alggbre
généralisée notée L1(A,L!(B)) formée des fonctions mesurables f
définies sur A et & valeurs dans L1(B) telles que x — _Sa..u:h:mv
soit intégrable. Cependant dans ce cas il faut munir L 1(4,L1(B))
d'une nouvelle involution et d'un nouveau produit de convolution
pour tenir compte de l'action de A sur B. D'ailleurs si G est un
groupe agissant sur une algeébre de Banach involutive A, la
définition de £1(G,A) est également possible.

Dans le cas LY(A x B) = Z1(A,LY(B)) Leptin [6] montre que,
sous certaines conditions supplémentaires, si B posséde la propriété
de Wiener, Z1(A,L1(B)) est une algébre de Wiener, c'est-A-dire
A X B posséde la propriété de Wiener. Il démontre en particulier
les résultats suivants ;

Si A et B sont des groupes abéliens, si B est séparable et si I'action
de A sur B est continue, alors A tx B posséde la propriété de
Wiener.

Si G est un groupe de Lie connexe nilpotent, alors G possede la
propriété de Wiener. En effet, aprés s'étre ramené a des groupes
simplement connexes, on peut utiliser le lemme de Kirillov pour
écrire G comme produit semi-direct. 11 est alors possible de faire
une récurrence sur la dimension du groupe G.
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6.6.

o

7.2

8.1.

Soit H, le groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1.
G =R H, Sile centre de G est trivial, alors G € [W].

Soit

Le résultat de 6.6, est utilisé pour montrer que tous les groupes de
Lie connexes résolubles de dimension inférieure ou égale a 4, a
I'exception du groupe G, 9(0), possédent la propriété de Wiener.

L'approche de Miiller-Romer : les contractions

8.2
Soit G un groupe localement compact séparable possédant un
Sous-groupe normal N. Les automorphismes intérieurs de G,
Pg(x) = g x -1, définissent par restriction 2 N des automorphismes
de N. On dit qu'un sous-ensemble H de tels automorphismes
posséde suffisamment de contractions si et seulement si pour
tout compact K < N et tout voisinage W du neutre dans N il existe
Vg€ H tel que @ (K)c W, Supposons que tel soit le cas.
Supposons de plus qu'il existe une suite de contractions @g, € H tel-

les que lim Pg,(x) = lim (gg x g7} existe localement pour presque
k k

tout x € G. Miiller-R6mer [9] montre que sous ces conditions G
posseéde la propriété de Wiener si et seulement s'il en est ainsi de
GIN.

8.3.

8.4,

Dans [10] Poguntke a déterminé une liste de groupes de Lie
résolubles connexes simplement connexes non symétriques. On
peut utiliser la méthode des contractions pour montrer que les
groupes Bs et Ggg de cette liste possédent la propriété de Wiener
bien qu'ils ne soient pas symétriques.

L'idée de Ludwig : I'étude des orbites

Dans cette section soit G un groupe de Lie connexe simplement
connexe exponentiel (c'est-a-dire pour lequel I'application exp est
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8.5.

un difféomorphisme) d'algebre de Lie g. Soit £ g*. Posons g(L)

={xegl<txup>=0Vue gletm(e)=g(e) + lg9.9].

Définissons m1(£) = m(£), m2(¢) = (m(2),ml(e)], m3(e) =

(m(2), m2(2)],..., m>(g) = M m7(£). On dit que ¢ e g* est
r=1

x-régulier si et seulement si 4 (g = 0.

Rappelons encore que le groupe G agit sur g* par I'action coadjoin-
te Ad*. On définit I'orbite de 2 & g* par Q2= G.2=Ad*(G)(2).

Dans [8] Ludwig a démontré le critére suivant :
Soit £ € g* non x-régulier et supposons que la G-orbite
G.(¢|[g,g)) dans [9.9]* soit un sous-ensemble fermé de
[9.9]*. Alors G ne posséde pas la propriété de Wiener.
En effet, dans ce cas on peut construire une représentation
irréductible 7, telle que son noyau Ker 7p ne soit contenu dans
aucun noyau d'une représentation unitaire.

Le critére de Ludwig peut par exemple étre utilisé pour montrer
que les groupes G4 et Gg3(0) de Ia liste de Poguntke ne possédent
pas la propriété de Wiener.

Considérons 2 présent gr=m(2) etG; =expm(£). On
montre facilement que £e€ g* est s-régulier si et seulement si
£ m(e) € m(£)* est x-régulier. On remarque de plus que

PO [ m(mi) = POII [y gy )

est un sous-ensemble fermé de [ (.£),m (£)]*, étant donné que

exp[g,g] est nilpotent, G étant exponentiel. Par conséquent si
£ € g* est non x-régulier, le groupe exp m(£) ne posseéde pas la
propriété de Wiener.
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8.6.

8.7.

9.1

92

En particulier si ¢ e g* est non w-régulier et sj g=m(2), le
groupe G ne posseéde pas la propriété de Wiener.

Le résultat de 8.6, peut étre utilisé pour montrer que les groupes
Gas(0), Gs, Gs(ar), Gs, Gs 4, G635, Go,6, Go,1(a) avec a0, Ge3(a)
avec @ # 0 et Gg3 de la liste de Poguntke ne possedent pas la
propri€té de Wiener.

Le groupe Ge,7 : exemple critique de la liste de Poguntke

Le groupe Gg; est le seul groupe exponentiel de la liste de
Poguntke qui ne peut pas etre traité par les méthodes précé-
dentes. Rappelons que son algebre de Lie est donnée par g =
<€o.e1,e2,€3,e4,e5> avec [eg,e3] = ey, ler,e2] = -e3, [e},e3) = e3,
[eo.e1] = e, [eo,es] = es. L'élément 2= mm + mm de g* est non
*-régulier. L'orbite de ¢, Q¢ =G.2, est fermée dans 9%, mais sa
restriction i [9,9]%, clest-A-dire G.(¢ (g, Hv n'est pas fermée dans
[9.9]*. Ceci provient du fait que I'orbite .m.m posséde une direction

asymptotique,

On peut alors montrer que Gg,7 ne posséde pas la propriété de
Wiener de la manigre suivante : Soit G =exp m(e) et g =
2 m(0)" Soit h une polarisation de ) dans m(2) et soit Hy =
exp by On définit le caractere X.¢, de Hy et on construit 1a repré-
sentation irréductible &p'= Eam__Q £1P) sur un espace Lr. Alors J
= a@nﬁﬁon {p)r est un idéal G-invariant de LY(G)). Soit J I'idéal fer-

mé propre de LY(Gg) engendré par h_ao.&t*h_ﬁmo.&. On
montre que I ne peut pas étre annulé par une représentation
unitaire irréductible de LY(G1) et on en déduit que J ne peut pas
I'étre par une représentation unitaire de L1(Ge7). Par conséquent
Gé,7 ne possede Pas la propriété de Wiener.
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10.

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

Conclusion beaucoup de questions ouvertes

Les groupes de Lie semi-simples non compacts ne possedent pas la
propriété de Wiener,

Les groupes de Lie connexes nilpotents ont la propriété de Wiener.
Par contre il y a des groupes exponentiels qui possédent cette
Propri€ié et d'autres qui ne la possédent pas. Il n'existe pas encore
de caractérisation des groupes exponentiels appartenant i la classe
de Wiener.

Les relations entre les propriétés de l'orbite et ]a propriété de
Wiener sont encore mal connues.

Il existe peu de résultats connus pour les groupes discrets.

Cet exposé n'a pu traiter que quelques aspects de la propriété de
Wiener. La bibliographie est loin d'étre exhaustive,
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