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1. Définition d'un groupe exponentiel et de son algébre

1.1;

1.2.

1.3.

But : 1l s'agit de développer une théorie des groupes exponentiels
analogue a celle établie par Pukanszky pour les groupes

nilpotents [2], tout en insistant sur la cohérence de cette approche
avec la théorie générale des groupes de Lie et des groupe de Lie
exponentiels.

. Remarque : Tous les groupes considérés seront supposeés réels

connexes simplement connexes,

Fonction analytique : Soit V un espace vectoriel réel de dimension
finie. Une application

A:V 5V
(resp.. A:VxV V)

est dite analytique, s'il existe une base (e 1+ €) de Vet n
applications Aj.... A a valeurs réelles telles que

2&& = M »P_T_J [&]]

n
resp: Alv.w)= Y Ajv,w)e
I=1
et telles que chaque A soit une fonction analytique réelle des

coordonneées de v (resp. v et w) dans la base ﬁmu Ve mnv.
Remarquons que si la condition précédente est vérifiée pour une
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14,

1.5.

1.6.

base, elle I'est pour toute autre base de V, étant donneé que lors d'un
changement de base, les nouvelles coordonnées sont des

fonctions linéaires, done analytiques, des anciennes coordonneées
et réciproquement. Rappelons encore qu'une application est
analytique réelle si et seulement sj elle est développable en serie
absolument et uniformément convergeante au voisinage de
chaque point de son domaine de définition.

Définition : Un groupe de Lie exponentiel est un espace vectoriel
réel V de dimension finie, muni d'une application analytique A de
VxVdansV telle que :

1) L'espace V, muni du produit défini par x - y = Alx,y) quels que
soient x,y € V, est un groupe.

2) Quel que soit x € V, quels que soient st € R,
(sx) - (tx) = (s+t)x

c.a.d. l'application
R 5V
§ - sx

est un homomorphisme de groupes pour tout x e V,

Cas particulier : Lorsque chacune des applications Aj est un
polyndme, on dit que A est une application polynéme et que V,
muni de la multiplication x - Y = Alxy) est un groupe de Lie

nilpotent,

Remarques : 1) Dans Ia suite nous noterons (V,:) ou (RN, pour le
groupe exponentiel.

2) Un groupe exponentiel est un cas particulier de groupe de Lie, la
variété analytique sous-jacente étant l'espace RN,

3) Pour voir que certains groupes de Lie connus vérifient |a
deéfinition précedente des groupes exponentiels, il faut parfois les
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1:7;

munir d'un parametrage inhabituel comme le montre I'exemple
suivant,

Exemple : Soit G la tomposante connexe de I'élément neutre du
groupe affine de la droite (ou (ax+b)-groupe). Ce groupe peut étre

réalisé par les matrices de la forme

Ax.ucu‘mxw; XyeR

On peut donc considérer qu'il s'agit de R2 muni du produit
V) (2,6) = eXy ez t
bshleat)= (577 [
elx+z) teXt+y
0 1
n?+m.».nx+i

Cette loi munit R2 d'une multiplication analytique.
Cependant l'application

S = slxy) = (sx, sy)
n'est pas un homomorphisme de groupe. En effet,
(stxy) - (tx,y) = (sx, sy) - (tx, ty)
= (sx + tx, ty - 5% 4 gy)
qui est distinct de

(s+U)(x.y) = ((s+t)x, (s+t)y).

Effectuons le changement de variables suivant :

B 5 r

xy — (uv)
deéfini par

1]
-

1

ol

ev-1)  siuz0
siu=0

X
y
y=

=

Ce changement de variables est un diffeomorphisme de 12 dans
__.@,w. Etablissons les formules de Ja multiplication dans ce nouveau
systeme de variables -

(uy) - fuv)=( et Y : p,xm__<__ 1_“..3 ;

& V (U U Ml
eu v (eu 1) eu _rHTw: :

0 1 0 1
eu+u F__Tw_._.r: Ceu 4 K.Am:-:
= u u
0 1
!

ev H Tw:.- 1)

= B}
0 1

=(u" v

onctions

= utu ._p..___.?: “1)ev 4 Vieu.) ;

gUul]l ey u analytiques

-

En particulier,

( sfuv)) ( fuv)) =(su,sv) (tu,tv) =(u"v)



avec
U’ = su+Hu = (s+tju

um_ m:._rﬂ.ﬁalu. H:'H.,n:miahmc-
lev1)= 8 fetn 1oy 5 fesu-1)

e

= IH.. A&mi_s- 1 v

_(s+tv (o, .
r?iﬁﬁ thi-1)

Donc v" = (s+tv et (u",v") = (s+t) (u,v). Par conséquent
(s(u,v)) - (tu,v) = (s+t) (u,v)
et I'application
s — suyv)
est un homomorphisme de groupes quel que soit (u,v) e R2.

Remarques : 1) Les calculs précédents restent valables si u= 0 ou
~ 1
u'= 0. Il suffit alors de remplacer w (eY - 1), resp. 7 (el - 1) par 1,

2) La nouvelle paramétrisation peut étre obtenue de la maniére
suivante :

On calcule les générateurs de l'algébre de Lie :

d

B 5200 3 Lagons™ N5 0
d

R 550 Lo 1001

Alors un €lément quelconque de l'algebre de Lie est de la forme

uXy +<NmuAM M

et un élément quelconque du groupe de Lie peut étre obtenu par

T..rec. = ﬂﬁCvD + c‘Vﬂmw

dfuvi
:Mu“cn_oo

u v
e :.m?:-:

I

0 1

1.8. Neutre et inverse : Soit (V.) un groupe exponentie],

Pout tout xe Von a :

0-x=(0x-(1x) = (0 + Dx=1x=x
De méme,

x-0=x
Donc 0 est élément neutre de (V).

Pour toutx e Vona €galement :

(-x)x = ((-1)%)-(1x) = (-1+1)x = 0x = 0
et
X(-%) = (1x)-(-1)x) = (1+(-1))x = Ox = 0
Donc -x est I'inverse de x pout toutxe V, c.a.d. x = x1

1.9. Remarques : 1) L'application

VoV

Xy H-Hu-x

est analytique.
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2) En général Ia multiplication dy Broupe n'est pas commutative,

1.10. Forme Iocale de la multi lication : Dans un voisinage
e —=dcla multiplication

suffisamment petit de 1'élément neutre O g multiplication
Xy = Alx.y) admet le Qmﬁo_ovﬁoﬂm:ﬁ €N serie suivant -

o A o JA
X,y) = A(0,0) + 0.0)x+ Y 40
Al Al V_Wuwﬂ ) x; W_%ﬂ ) Yk
sl v 0 LY 1v 0 9 50
Mk_.wMu_ w&wﬁa 5 +M._.W|m,m mvmm%w 5
1w d %,oo 5
+wu.m_§ . :.‘_u\.w+0~ )

la relation précédente étant verifiée pour chaque coordonnée
Aylxy) de la fonction vectorielle Alx,y).

1) A(0,0) = 0.0 = ¢

2) Alx,0) = x-0 = donne
« JA
¥ 5.10.0) x5 + O(2) = x
=1 mum

c.a.d., pour chaque coordonnée

uu
M .MW.B_Q x:oEux_
=1 9%

En dérivant par rapport a Xk €N X = 0, on trouve -
WM_.AO.Q =1 si k=i

oA,

mxw_._o.ov =0  siky

SR

De méme, Al0y) = 0y = y donne

2100021 sikg
1

94(0,0)=0 si ke

dyk

On vient done de trouver -

Axy)=x+y+1 W“ i mmro.g XjXx
2,i& X Ixyc
1 < mmbro.o 1 : I,mllm.bo.ou +0(3
! 2, an“~ mH.‘.wu\WA )5 +wh.rMnU_ wuquu e+ OS)

3) Alx,0) = x-0 = x s'écrit
1 v 9 0A
X+ ————{0,0} xyx; +0O(8)=x
w&rMuH mummuc.n I

Jd 9
ox muﬂﬂ x=0 B ; PO
En applicatiquant J a la relation Precedente, on trouve

mm> |
MM.W,.MMMO.Q =0 .
quels que soient ik

De méme, Al0,y) = y donne

YjoYk quels que soient j,k
et
n
- 1y J oA
Xy)=x+v+ =——0,0) x;yi +O(3
Axy)=x+y N:ﬂM“_ 3y §Yk +O3)



4) Alx, -x) = X(-x) =0 donne

- J dA
N+Ti+mr X JJM%MB.Q Xj(-Xk) + O3) = 0

5 0
Jd d
Alors, en applj vant  IXpoxp x= a Jee
ppliq ' >0 3larelation precédente on
trouve
d 0A
axrdy, 00 =0
Jd 9
De méme, en appliquant 9Xrdxgs JES on trouve
d 0A Jd dA
——=——0,0 = =
Ixrdyg TmNmm.f. 0:0)=0
c.ad.
Jd 0A d 0A
0,0)=-
R e TR

Par conséquent, I'application

Q:VxVv 5 vy

¢ 9 0A
(u,v) L.@?i_ﬁwu_.mM,u\H ﬁ@mﬁo_o_ vy

est une application bilinéaire alternée, c.a.d. verifiant
Qv,u) = -Q(u,v) quels que soient u, v ¢ V. A l'aide de cette
application bilinéajre alternée la multiplication s'écrit :

Y= Ay =x+y+lomy) o)

au voisinage de l'origine.

1.11. Exemple : Forme locale de la multiplication pour la composante

connexe du groupe affine de Ia droite.

Rappelons que ce groupe peut etre realisé par R2 muni de la

multiplication
(uv) - (') = (u"v)
u'=u-+u

c._u Eaﬁﬁnc,-:.n: + HFFH;
emis] W u

En utilisant les développements

2 .3
e'=1+u+U2 07,

2 6

€logeugu?,

u : 2 6
L -1.xs x2.
1+x

on trouve

3 ; Co2

I, S T. T +dpu” +_ __ +usl?y
1eutuy 2 6 2

2

HT-EWF_&; T‘_ T+:+wm..+...w+¢, T+W+...=

T -s%.ﬁ; A<_+4.-+m%+c+f,mL+..._

= €‘+€_C+EJ+€+M£|E_.E..K.-EM!F{.*:
2 2 2 2 92 9

= <+<.+mr (uv-uvh..

Donc
(v} (U V) =(uv)+ (u,v) +ww (O.uv-uv)+ .

et

_+<. T+W+

2
S
6

)



Qllu,v),(u'v)) = (0,uv' - uy)

_— e ——3 o SR R
L.12.Si (V,) est un groupe exponentie

dt s—() .
1, on sait que l'application _
= lim %V 9fs)- ¢lt)
R v 550 °
- tx, xe V fixé
= lim Alet)sx) - Afit).0)
est un :oEoanEmEm de groupes. Voici la réciproque : 50 s
Proposition - Soit (V,-) un groy e onentiel et spjt = t).sx
Proposition groupe exp dselt).sx) o
RV -
un homomorphisme analytique de groupes. Alors il existe Xe Vtel R{u)= ;Pkc.mi
que€ ¢ soit donné par g(t) = tx pour tout { ¢ R ds 0
de(t) La fonction ¢ vérifie donc e systéme différentiel d'ordre 1
x=-—
Démonstration - Posons dt o | Comrme ¢ est un dalt)
roaon_ogEmSQ de groupes, 9(0)=0, élément neutre de v, ¢t Imiﬁl. = R(g(t))
Pls) = sx + g2 r(s) @0)=0
au voisinage de g = 0, ot r est

Soit a présent la fonction ¥ définie par
Plt+s) = g(t)-o(s) = Ap(),

ViR -V
?(s)) = Alp(t), sx + §2 r(s) t-tx
= Alglt), sx) + O(s2) Alors
pourtout t e R. En effet, dang le développement ey, série on a pour dwft) _ lim (tsk - tx
tout produit de coordonnées dt 5% s
Poit) @p,(t) “Ppult) (sx+s2 M), -(sx+s2 Tshy .- - {sx+s2 1s )k, =lim (tx) (sx) - tx
50 B
= en_ﬁ:.euu:__.:su.:_...mxa_,mxﬁ.;mxe +Ofs?)
, = |im Alx.sx) - Altx, 0)
Par conséquent

530
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- lim MWL) Ay 0

——
530 N

= %mmbﬁﬁ:.mﬁv s=0
= Riy(t))

Done la moa.ﬁn:oz V vérifie Je meme systéme differentie] d'ordre |
avec les mémes conditions initales :

dyft)
“dr = Riwt)
WO)=0
Par unicité des solutions d'un te] systéme :
Pt) = ¥(t) = tx pour tout t ¢
Remarques : 1) 14 n_mEosm_m.m:os préceédente utilige uniquement
le fai ; : :
%M M: que e‘mc: de classe 2, En effet, sous I'hypothése ¢ de classe
Nl peut écrire
o 2
¢ls) = sx + s2 K(g)
au voisinage de s = Q, r €tant une fonction continue de s gy
voisinage de 0, ce qui est suffisant pour la démonstration
précédente,

2) On peut méme montrer que Je résultat precédent reste vrai sous
I'hypothése plus faible que ¢est un :chBcGEme continu de
R dans (V,.).

Par conséquent tout So_:oHcﬁUEmEm continu de R dans (v ) est
nécessairement analytique, o

3) La aE:oBmem:o: Precedente reste vraie pour un groupe de Lije
quelconque 3 condition de Supposer t suffisamment petit.
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1.13;

4) Un homomorphisme continu de R dans (V..) est €ncore appelé
SOus-groupe a un parameétre.

Rappels : 1) Soit G un groupe de Lie quelconque d'élément neutre
€. Alors l'algébre de Lie 9 peut etre identifiée avec l'espace tangent
en e Te(G), c.a.d. avec I'ensemble des dérivations en e. Rappelons

2) Soit X € g =Te (G). Alors il existe un et un seul sous-groupe a
un parametre p de R dans G tel que

(9phige ol =X

c.a.d. tel que pour tout fe C* dans un voisinage de 0
- h| = o =
X =(dob(gt- Jin= it o~ atP)

Par définition, expX = p(1). Alors

eXptX = p(t)
et
)= Allexptx)
=0
L'application €xp ainsi définie est une application analytique de g
dans G. Nous allons voir que dans notre cas l'application exp est

particulierement simple.

1.14. Définition : Soit (V.) un groupe exponentiel. Une dérivation (au

point 0) est une application linéaire 7 definie sur C*(v) a valeurs
dans R telle que

2(tg) = Z(D-g(0) + £(0)Z(g)

quels que soient f, ge C™V).



1.15 Soit (e]. ..., ep) une base de Vv, Soit Z une dérivation et soit
fe C™(V). On petit écrire -

fx) = f0) + M .mmw“...gcv X + W Eri(x) X1 L € CV)

=1 "™ k=1

I1
a condition de noter x = M xi€e; . Alors
i=1

A0=10 21)+ 3. 20} Zx)+ 3. g on)

k.l=1

Remarquons que

AN=Z1-1)=2Z1}1 + 1.21) = 271
donc que Z(1) = 0. De méme

A8xilx) x10) = Z{gic1) 0 + gief0) Axyex))

= gil0) (Z(x1)}0 + 0-Z{xy))
=0

Par conséquent

40=3 zx,) %)
i=1

WN_
et

n
d .
Z= .l -
Wlﬂ N_wx_ X0 o4 z=ZxjeR

c.a.d. la dérivation est un opérateur différentie] d'ordre 1.

1.16 Posons

n

z=Y 7z eV

~62-

1.17. Dé

Alors pour tout f e C™(V),

2. 2M0) =

__uwuﬁﬁ

QH.:N_ =
=0

dt i {

n

1
Soit alors P le sous-groupe a un paramétre défing par

P:RoV
t -tz

Le calcul précédent montre

zf) = %m% )

t=0

et pour étre cohérent avec la théorie géneérale, il faut donc poser
expZ = P(1) = z ou zj = Z(xy),

xj désignant la iéme fonction coordonnée. Remarquons qu'avec
cette deéfinition, exptZ = tz = texpZ et

26 = dexptz) B

finition : Soit G = (V,) un groupe exponentiel. Soit g 1'ensemble
des dérivations de V en 0. L'application exponentielle de g dans

G = (V,) est définie de la maniére suivante : Soit (e1, ..., en) une base

quelconque de V. Alors les éléments de g coincident avec les
opérateurs différentiels d'ordre 1 en O et on définit

exp:g - G=(V,)

n
J - -
NI_M N_m|u9, G.IvNImuM,F. NHN_IQNHVN
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1.18. Remarques : 1) La définition precédente ne dépend pas de 13 base uﬁ,ﬁ? %: -ivﬁ_w.x :
choisie. En effet, effectuons un changement de base donnée par

i ! tte formule
les relations suivantes - pour f C™ au voisinage des points en question. C'est ce

. .N S o |

ntiel. On munit
- 1.20. Définition : Soit G = (V,)) un groupe .m_vdoﬁm“a PERI
. g = Te(G) d'une multiplication, appelée croche . e 1.
o définie de la maniére suivante : Si XY e g=TelG)etsife ,
: - d dffe Q.nxﬁmﬁ
Z= M Z |m1_ o [(XY](f) = m_nm mmnxﬁmx.nxvpiﬁo._uo 4t .%% Xp -
=1
”WNHMH—“ .|m|.| Ay "A.M\Auﬁ.w:tiiuwuﬁ:
c i i muni
1.21. Deéfinition : On appelle algébre de Lie un espace vectoriel g
n T ‘ | -
) M AM i N_v |WI d'une multiplication bilinéaire
k=1 \i=1 X, ¢
b [.]:9x9 — g
=2 g
- h telle que

Donc les coefficients de Z dans g se transforment de 15 méme

XYeg
. ] quels que soient X,
maniére que les coordonnées d'un vecteur dans V. 1) BLY)=-[r.X

2) X, [Y.Z]) + Y. [ZX]] + [, [XY]) =0 quels que solent XY.Z € g
ité i
2) On peut identifier g etV (avec Rn), ep identifiant la dérivation identite de Jacob

n

n = TelG)
_ J - . = (V. oupe exponentiel. Alors g
Z= .M N,um_. o aveclevecteur z= M. Zi €. 1.22. Proposition : Soit G = Q;\E._m_. Huu Yy
et =1 de la multiplication définie en 1.20.
Grace a cette identification on peut dire que I'application muni
€éxponentielle est l'application identique.

Remonstration : tion. En effet
.
1.19. Rappel : Soit G un groupe de Lie quelconque, L'algébre de Lie g de 1k 3] estun:deavation
G est munie d'une multiplication notée [ | | définie de la manijére v ))-vixee)ly x))
Suivante : Si X, Y ¢ 9 sont considérés comme champs de vecteurs [X.Y](fg) nﬁﬁﬁzx %: ix : _% u A =
tangents invariants 3 gauche, on definit [ X,y 1=XY - YX. Sion : y))-Ynly x) gy) + fiy) Xeg)ly x
identifie g avec Te(G), on confond [ X,Y ] avec sa valeur en e qui est = X0y ) o) + o Yig) ey ) - x|
emmée par = (xX¥In[x-y )} g0)+ Yif(y) Xg)ex)+ X Yig)(y) + o) Wmm wy W
B - Y(g)(v) - - X(g)(x) - O} LE
- d df . ~d df : . X} g0)- X0 (x) Y(g)ly) - YNy} Xg
[XY](D o Qh%nxbmx mxuﬂimuo._uo T m_a%mxtﬁﬂ nxtmu& ?oni% x )

5=0,1=0

_Bh~
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= (X0 (x-y ) - Yxinly x ) g(0) + 10} (g y)-YXg)ly x))
=[XY](f} g0) +fio) [XY](g)

2) La bilinéarité est évidente.

3) [XY]=-[Y.X] est évident.

4) Montrons l'identitée de Jacobi :

[(X[Y.Z]) () + [v,[ZX]) () + [Z[X.Y]) (1

=X [Y.Z](f)(xu) - [Y.Z): Xf)(ux) + Y- [ZX](f)(yv)
12X YD) (vy) + Z [X.Y] () (zw) - [X.Y] Z(f)(wz)

= XYZf) (xyz) - XZY(f) (xzy) - YZX(f) (Yzx) + ZYX(f) (zyx)
+ YZXIf) (yzx) - YXZ(f) (yxz) - ZXY(f) (zxy) + XZY(f) (xzy)
+ ZXY(f) (zxy) - ZYX(f) (zyx) - XYZ(f) (xyz) + YXZ(f) (yxz)

1.23. Crochet de Lie t forme locale d la multipli tion : Soit

G = (V,) un groupe de Lie exponentiel. Rappelons qu'au voisinage
de O la multiplication est donnée par

Xy =Axy)=x+y+1Qmxy)+03)

@ étant une application bilinéaire alternée donnant les termes du,

ond degré (au facteur w prés) dans le developpement du produit.
Quels que soient X,Y e g on a alors

exp(X.Y)) = QlexpX.expy) .

Démonstration : Rappelons que

n
expZ= Y ze¢ sizi=Zu),
I=1

-66-

uj désignant la i®™M€ fonction coordonnée. D'on

(exp (IX.YD) = [X,Y){(uj) uj = ieme fonction coordonnée

= d duy X-exptY - dduy, tY-expsX
ds Qn_mxwm Sk _auo m:.um_ ¥ v%uo

N mﬁ_mn: SXi + tys +W Qisx. ty) +Oﬁ:v (=0

H
-%mam it e i) Qfty.sx)+ Oﬁ.:_ S1=0

ou xumxﬁx.%umxnw..mxum%mxumﬁﬁx
ty = exptY = texpY

= &L Ssxi + i+ d stQxy) + o3) o
. %ﬁ.%m? + 8 L@y tsQ{y,x) + O(3)

540
= 2(Qix.y) - Qdy.x)

= Q{x.y) car Qfy.x) = -Qfx.y)

= (QexpX.expY))

1.24. Remarques :
1) Le résultat précédent rappelle la formule de Campbell-Baker-

Hausdorfl pour un groupe de Lie quelconque :

_oﬁaxvvn.nxﬁi =X+Y +w:x.5 +0(3)

dans un voisinage suffisamment petit de 0 dans 9. log désignant
la fonction exp™ au voisinage de I'élement neutre.

2) Si G = (V,-) est un groupe exponentiel,
quel que soit s € R

exp (sX) = s expX
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exp (X +Y) = expX + expY quels que soient XYeg

par construction.

3) D'aprés 1.23., si G = (V.-) est un groupe exponentiel,

x,%nx+w+wﬁ.©ﬁx.5+n¥3

eXpX-expY = expX + expY + wu exp([X)Y]) + O(3)

expX-expY = Gix +Y +m£un.5 + Oﬁw__

loglexpX-expY) = X + y JEXS +0(3)

: Soit G = (v,)

un groupe exponentiel. Si (eq, ..., en) est une base de V,

I'application exponentielle est définie par

&Xp:g - G=(V,)
n

n
0
Z = el =
_uM_ N_mx_ 5 r._uM_ Zie =z

vectoriel V est muni de deux structures :

G =(V,) groupe de Lie exponentiel
9=(V.[,]) algébre de Lie de G

€léments de g avec ceux de V. Sous cette identification, I'espace

L'application exponentielle de g dans G coincide alors avec

I'application identique de V dans V et 15 formul
Baker-Hausdorff s'écrit

X-y=x+y +wrx.£+0ﬁ$
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e de Campbell-

2. Représentation du groupe exponentiel et de son algébre

2.

22

23.

24.

Définition : Soit G un groupe de Lie. On appelle représentation de
G tout homomorphisme C* de G dans un groupe linéaire GL(W),
W désignant un espace vectoriel réel de dimension finie.

Rappel : L'algebre de Lie de GL{W), notée gL(W), peut étre
identifiée a end (W), ensemble des endomorphismes de W, muni
du crochet de Lie donné par

[A,B] = AB - BA

une représentation de groupe. Sa différentielle dh est définie par

dh: g —gi(W)
Z — dh(2)

tel que, pour tout f € C* (GL(W)) :
dh(Z)(f) = Z(f-h)
fh appartenant a C=(G).

ression de la différentielle : Rappelons que pour tout Z € g et
tout g € C*(G),

_dg _dg
Ag)=giexwtz) =qtd)

ou z = expZ. Par conséquent, pour tout f e Ce(GL(W)),
dh(Zj(f) = Z(f-h)

-d fh
= n_m. (exptZ) ”

=0
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t t=0
= W I 1d) Ihkiexniz) . 1d = h{0)
Ko X dt =0
N
u_n._M”H ﬁwﬁ%ﬁ Ev y %lm:&

en désignant par hy, l'élément matriciel k,1 de h, une base étant

fixée dans W. Donc

(dh(Z) iy = wiexpiz)
dt =0

(dérivation de chaque élément matriciel de h(exptZ)). On note

dh(z)= mﬁeﬁ& »

2.5. Notation : Pour exprimer que Z € g agit sur f € C*(G) considérée
comme fonction de u p.ex. on notera Z,,flu).Avec cette convention

(dh(Z))y flu) = Zy flh(u))
ce qu'on notera simplement, en omettant la fonction f,
dh(Z) = Z, h(u)
2.6. Proposition : Soit h une représentation du groupe G. Alors
dh : g — gl(w)
verifie

dh((X\Y]) = [dh(X), dh(Y)]
= (dh(X)) © (dh(Y)) - (dh(Y)) « (dn(X))
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27.

2.8.

quels que soient X.Y, € g.

Démonstration : Soit f € C* (GL(W)). Alors
(dh{[X.Y])(f) = [X.Y}, fih(u)
=Xy Yy flh(vw)) - Y, X, flh(vw))
=Xy Yo flh(v) h(w)) - Y, X,, flh(v) hw)
D'autre part
[dh(X).dh(Y)](f) = dh(X) dh(Y) firs) - dh(Y), dh(X), {irs)
=Xy Y flh(v) h(w) - Y, X, flh(v) hiw))
D'oti I'égalité en question.

Remarque : Soit g une algebre de Lie. On appelle représentation
de g toute application linéaire

¢®:9— end (W)

end (W) désignant I'ensemble des endomorphismes de I'espace
vectoriel réel W de dimension finie, telle que

PX.YD) = [9(X), o(Y)] = o{X) o(Y) - ¢(Y) ¢(X).

D'aprés 2.6. on voit donc que si h est une représentation du
groupe G, dh est une représentation de son algebre de Lie g.

Proposition : Soit h une représentation du groupe de Lie G
d'algebre de Lie g. Alors, pour tout Z e gettoutte R

h(exptz)= 3 .m.az% = exp(t dh(z)

k=0

¢.a.d. le diagramme suivant est commutatif :

i s



h

G - GLW)
ep T Teo {au sens de l'exponenticlie
9 - glW)=end(W) d'une matrice)
[+}

Démonstration : Posons 8(t) = exp(t dh(2)) et o(t) = hlexptz).
L'égalité de ces deux €xpressions sera prouvee en montrant

qu'elles vérifient une méme ¢quation différentielle avec les memes

conditions initiales. Or

dgft) _ .
Ia_ﬂ:%%m 1 dnizy

k-1
ﬂwja_ dh(z)

i (

= exp(t dh(Z)} dh(z)

M e

1

= gt} dh(z)

delt) de(t+s)
|MMMI.I ds 50

_ d[h(exptz) h(expsz))
- ds 50

dh(expsZ)

HwimHUR&_ ds =0

= git) dh(z)

Donc g et ¢ vérifient la méme équation différentielle. De plus,
9(0) = h(0) = g(0) = Id. D'oui Ia conclusion,

1

29. Exemple (cf. 1.7. et 1.11 .) 1 Soit le groupe G = ﬁ_ww. J, la
multiplication étant définie par

(uv) - (u'wv) = (", v
u'=u+u

vi= utu _W_.?:_‘ 1}ev + Haus ;

eutu.]
Alors I'application
h:G - GL (R2)

et Yeu.)

0 1

(uv)

est une représentation du groupe G.

On peut identifier I'algébre de Lie g de G avec RZ muni du crochet

[(v), @' V)] = Q(u,v), (u'v)) = (0, uv' - u'v)

Grace a cette identification, I'application exponentielle coincide
avec l'application identique dans R2. La différentielle dh de h est

obtenue par
dh:g=R2 - g[(R2) = Mn (R.2)
avec

dhifuv)) = Aiexptuv)

= Q%A:E.?: H

=0

=0
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Q ﬁ_.C .Hu Am—ﬁl 1 v
dt 0 ) -

13

Vérifions que dh est une représentation de l'algebre de Lie, c.a.d.
que

dh([(u,v), (u',v))) = [dh(u,v), dh(u',v")]
En effet

dh( :F<i:..<.= )= dh( B.E_..rc_i )= !

o C.<.-=.<H
0 0

EEF&.QE:_E.E = dh(u,v) dh(u'v) - dh(u',v) dh(u,v)

(3ala s )uy)

s s e o

0 o

1 Soit G = (V,)) un groupe
exponentiel. On définit une représentation

Ad: G - GL(g)
u — Ad(u)

par : Soit X € g donné. 11 faut définir Ad(u)(X) € g. Or, considérons

o R -G
S — u-expsX-u’l
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Alors ¢ est un homomorphisme C* de & dans G car
@s+t) = uwexp(s+tX-ul = y. ((s+thx)u-?
= usx-txul = u-expsX-u-lu.exptX.u-!

= s} it

Done, par 1.12., il existe un et un seul x' = expX' (X' unique
puisque exp est une bijection), tel que

c.nxﬁmx.c-p

= 8x' = expsX'.
Par définition,
X' = Ad(u)(X)

c.ad.
exp(s Ad(u)(X) = u-expsxu-! pour tout s e R

Or, pour tout f C au voisinage du neutre 0

X(0) = Lexpsx)

s=0

Done

Ad(u)(X)(f) = ah%:.nxumxﬁ' ;

s
Ad)(X)(f) = Xy ffu-x-u-1)

Pour u = exptY on trouve :

AdlexptY)(X)(f) = aﬁ%exvs\.nxwmx.nﬁx-»é

5=0

2.11. Proposition : Pour tout u e G, Ad(u) e GL{g).
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Demonstration :

a) Quels que soient X1 X9€g9

Ad(u)(X,+Xo) (f) = (X1 +Xo) fluxu-!)
= (Xak fuxut) + (Xok fluxu-t)
= Ad(u) (X,){f) + Ad(u)(Xo)(f)
Donc Ad(u)(X; +X5) = Ad(W(X;) + Ad()(Xs).

De meéme, Ad(u)(p X) = p Ad(u)(X).

b) L'opérateur Ad(u) est bijectif. Puisque g est de dimension finie,
il suffit de montrer que Ad(u) est injectif, c.a.d. que son noyau se
reduit a 0. Supposons Ad(u)(X) = 0. Alors

u-expsX-u-! = exp( s Ad(u)(X)) = exp0 = 0
expsX =0 pour tout s
sX=0 pour tout s
X=0

puisque exp est bijectif

Donc Ad(u) est injectif.

2.12. Proposition : Soit G = (V,)) un groupe exponentiel. Alors

I'application

Ad: G — GLy)
u — Ad(u)

est une représentation de G.

Démonstration :

a) Ad(uu)X)() = X, fluu'x(uu)!)
= xx fluu'xu” Ly :

o

et

[Ad(u)-Aa{u) (X)) = Ad(u)lAd(u')(X))(n
= [Ad(WIX], fuarl)
= xxmc:ue_-uc., H.

Donc Ad(uu') = Ad(u)-Ad(u)

b) La représentation Ad est C*. En effet, puisque exp ainsi que la
multiplication dans G sont C,

u = exp Ad(u)(X) = u-expX-u-1

est C* pour tout X e g. Puisque exp est un diffecomorphisme Co°
u — Ad(u)(X)

est C* pour tout X e g. de méme que
u — Ad(u).

ebre de lieg : La

représentation ad de l'algébre de Lie g est deéfinie par

ad: g — end(g) =gl(g)
X — adX

ot adX (Y) = [X,Y] quels que sofent XY e g.

2.14. Proposition - L'application ad est une représentation de g.

Démonstration : La bilinéarité du crochet de Lie entraine que
ad(X) € end(g) et que l'application €nvoyant X sur adX est
linéaire. 11 s'agit d'une représentation d'algébre car

(@dIX\Y) () = ([X.Y), Z]
=-[lY.2], X] - [[zX], Y] Jacobi
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=X, [Y.Z] - [Y, [X.Z))

2.16. Corollaire : Quel que soit X e 9. quel que soit t € R,
= (adXeadY - adY-adX)(Z)
= [adX, adY](2) =
Ad(exptX) = ¥ m ad"(X) = exp(t adX)
k=0
Done ad([X, Y] = [adX, adY]
2.15 Proposition : La représentation ad de g est la difféerentielle de la Ad(expX) = )3 EH ad¥x) = expladx)
représentation Ad de G, c.a.d. d(Ad) = ad =
Démonstration : Par 2.4. on a, pour tout f C* au voisinage de 0, Démonstration : Par 2.8, et 2.15.
i ttoutY e g,
iy ’ 2.17. Remarques : a) Soit une représentation de groupe
= tX
dad)=dfdiexptr) hioo G

d(Ad)(X)(Y) = %m Ad(exptX)(Y)) o Alors la relation

d(Ad)(X)(Y)(f) = %u Ad(exptX)(Y)(f)) .

hlexptX)= 3 L= dhixp

k=0
-d d : ; -tX
T Anﬁuﬁx expsY-exp| w_ G

donne par dérivations successives
i .hmljpmmun_u tX-exp wmww
5t

av & =i 4
dtds -0 gy MEPX) = dhN = (& hiexprx) "
+ %_m %m. flexpsY-exp(-tx)) o c.a.d. pour tout x € G
hml tx & Igr tx M
=44 fexptXexpsy) . S hitx) L (g b g‘
.d d Anxwmﬂ.nxurﬁ b) En particulier, pour h = Ad, on trouve
ds dt s.t=0
N
A Ad(exptx) =(adX)N
=1XY1 () c =0
= adX(y) () 2.18 Identification de g et G :a)Soit G = (V,¢) un groupe exponentiel,
Dans ce cas on peut identifier getV,cad.g=(v,[,] etalors
Donc d(Ad)(X)= adX.

'application exponentielle est 'application identique de V dans V.
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Sous cette identification on 2 -

Ad(ul(x) = uxy !

b) L'algébre de Lie g dun groupe exponentiel G = (V,-} auraii aussi
pu étre introduite de la manieére Suvante : Par définition,

Ad(u)(x) = uxy-!

ad(x) = d(Ad)(x) = %m Ad(tx) .

(x.y] = adp)(y) = - Ad(tx)(y) o " a(ltxhy - (-tx)) »

On montre alors :
"
Slxy=x+y+ 2 Qlky) + O], alors [x.y] = Q(x,y).
Si on définit g = (V,[ | ]), alors 9 est une algebre de Lie, c.a.d.

[ . ] est bilineaire
[x.y] = -[y,x]
(% [y.2)] + [y, [z,x]] + Iz, xy)l=0  Jacobi

En particulier, I'identité de Jacobi découle du fait que ad = d(Ad)
verifie

ad[x,y] = adx ady - ady adx = [adx, ady]

Cette approche sera développée en détail ay chapitre 3,

La suite de I'article paraitra au prochain numero,
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