ETUDE DE L’ALGEBRE L/ (G)
AVEC G GROUPE DE LIE NILPOTENT
ET w POIDS POLYNOMIAL

Salma Mint Elhacen et Carine Molitor-Braun

Abstract: Let G be a connected, simply connected, nilpo-
tent Lie group and let w be a polynomial weight on G. In this
paper we characterize the prime ideals and the maximal ideals
of the weighted algebra L (G). We prove the Wiener property
for L (G). We determine Prim(L),(G)) and we characterize
all the algebraically irreducible and all the topologically irre-
ducible representations of L (G).

0. Introduction

Une des préoccupations de l’analyse harmonique consiste a étudier
différentes algebres de fonctions, d'en caractériser certains idéaux
(idéaux premiers, idéaux primitifs, idéaux maximaux) et d’en préciser
les divers types de représentations ( représentations algébriquement
irréductibles, topologiquement irréductibles, unitaires irréductibles ).
Pour les groupes de Lie nilpotents, connexes, simplement connexes, cette
tache est déja bien avancée en ce qui concerne l'algebre de groupe LY(G)
et 'algebre de Schwartz S(G). Le but de ce travail est de faire la meme
étude pour L) (G), ot w est un poids polynomial sur G. Un tel poids ap-
parait naturellement si on étudie 'appartenance des éléments du groupe
G aux puissances successives d'un voisinage de I'unité (1.3).

Puisque S(G) C L!(G) C L'(G), chaque sous-espace ¢tant dense dans le
suivant pour la topologie respective, on peut espérer pouvoir transférer
différentes propriétés de S(G) et L'(G) a LL(G). A cet effet, il est
essentiel de pouvoir comparer les noyaux ker(r) N S(G), ker(m)NLL(G)
et ker(w) pour tout 7 € G. Or un résultat de Ludwig ([9], 2.1) montrant
que ker(m) ﬂS(G) el _ ker(m) peut étre transposé afin de prouver
qu’on a également ker(r) NS (G)L"’( ) = ker(7)NLL(G). En combinant
ce résultat avec Pexistence d’idéanx minimaux (fermés dans L), (G), resp.
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L'(G)), d’enveloppe donnée C' C G dans S(G), LL(G) et L'(G), ainsi
qu'avec la relation entre ces différents idéaux minimaux, on obtient 'outil
essentiel pour prouver les résultats suivants:

Les idéaux fermés propres premiers de L) (G) sont de la forme ker(m) N

LL(G), 7 € G. L’algebre (ker(:rr) N Li(G))/J: (m) est nilpotente

si 7 (m) désigne lidéal minimal fermé de L)(G) d’enveloppe {r} (ce
qui est un résultat de synthese spectrale généralisée).  L’algebre
L1 (G) possede la propriété de Wiener, c’est-a-dire pour tout idéal
fermé propre I de L!(G), il existe © € G tel que I C ker(m) N
LL(G). Les idéaux fermés propres maximaux de Ll (G) coincident
avec les idéaux fermés propres premiers. On en déduit également que
Prim(L)(G)) = {ker(7) N LL(G) | 7 € G}. Ensuite nous déterminons
toutes les représentations algébriquement irréductibles de L!(G): Elles
coincident (3 équivalence pres) avec les représentations (7|, HY) ot
HY = vect{ 7(f)¢ | € € Hx, f € LL(G), m(f) derang fini} , Hx
désignant 'espace de la représentation unitaire 7. Les représentations
topologiquement irréductibles de L!(G) sont alors obtenues en
complétant les espaces HC des représentations algébriquement
irréductibles par rapport a des normes || - || appropriées.

1. L’algébre L} (G)
1.1. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement
connexe d’algebre de Lie g. Dans ce cas I'application
exp:g— G

est un difféomorphisme entre g et G. Par conséquent, on peut définir
I'algebre de Schwartz de G notée S(G), par

S(G) = {f:G—C | foexpe S(g) }

ol S(g) désigne lespace des fonctions C*° a décroissance rapide sur g.
Muni du produit de convolution, S(G) devient une algebre de Fréchet.

Soit { Xo, X1, ...., Xn } une base de Jordan-Holder de g. Alors les
applications

Rn—l-]. s
(t(_h ty, “wt'ﬂ') - eX]J(tUXU) . Cxp(thl) S Cxp(tn-xn)
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et
RTH_I — G

(fo, 1, wortn) — exp(toXo + t1X1 + oo +tnXn)

sont des diffeomorphismes. Les passages entre les ” coordonnées”
(to; t1; s tn) €t (foy 21, ....,tn) se fait a l'aide de fonctions poly-
nomiales. Donc la définiton de S(G) peut également se baser sur la
paramétrisation

(to, t1, -rtn) — exp(toXo) - exp(t1X1) - - - exp(tnXn)
(voir [13] pour plus de details).
1.2. Définition: On appelle poids w sur G toute application
w:G — R}
mesurable, localement bornée, continue en 0, vérifiant

w(z) >1, Vel
w(z-y) Swz)wly) Y,y eG
wiz™) =wz) Vred.

Le poids w est dit polynomial s’il existe un polynome P en n+1 variables,
a coefficients réels positifs, tel que

w(exp({@Xn + X+ e+ t},_X,,_)) < P(to, t1,--rtn)

quel que soit (g, t1,..,t,) € R*! D’ailleurs, dans cette définition on
peut également utiliser la paramétrisation

(to, t1, -itn) — exp(toXo) - exp(t1 X1) - - - exp(t, X,)-

De plus, la définition d’un poids polynomial est indépendante de la base
de Jordan-Hélder choisie.

1.3. Exemple ([12], [13]): Pour = = exp(foXo + t1.X1 + ... + . 4
définissons
ofl = sup [t].

1=0,....n
Soit U le voisinage compact symétrique de I'unité de G défini par

U={zeqG | lz|| <1 }.
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Définissons pour tout = € G,

= min{neN" | zeU" }

r)
z) = 14+ 7(x).

i b
w(:
Alors w est un poids polynomial sur G.

1.4. Tout poids w permet de définir une nouvelle algebre de fonctions
par:

Définition: L’ensemble LL(G) est formé de toutes les classes
d’équivalence de fonctions mesurables f de G' dans C vérifiant

Ifll, = |f(z)|lw(z)dz < oo,
le.
dr désignant la mesure de Haar sur G. Evidemment

Il < Wfll.  VF € Lu(G),

et LL(G) ¢ L'(G). Muni de la convolution et de I'involution de L'(G),
L. (G) devient une *-algébre de Banach.
1.5. Le dual de l'espace L. (G) est obtenu de la maniere suivante:

Définition: L’ensemble L2°(G) est formé de toutes les classes
d’équivalence de fonctions mesurables f de G dans C vérifiant f Jw €
L>(G).

On peut alors identifier 'espace dual de LL(G) & LX(G), les formes
linéaires continues sur L} (G) étant toutes de la forme

< O, f > = /f(:r)(I)(.r.)drr, ® e LY (G).
a

Une telle fonction @ peut évidemment s’écrire & = ¢-w avec ¢ € L>(G).

1.6. Dans la suite de cet article nous supposerons que le poids w est
polynomial. Par conséquent

S(G) c LL(G) c L'(G).

De plus S(G) est dense dans (LL(G) , |- ||lu) et dans (L'(G) , || [h)-
La restriction de || - || & S(G) est une norme continue pour la topologie
de 'espace de Schwartz.



2. Noyaux de représentations
irréductibles

1. Notation: Dans ce travail nous noterons
ker(r) ={ f € L}G) | n(f)=0}, 7€ @G
Prim, (LY(G)) = { ker(r) | 7€ G}

Prim(S(G)) = { ker(p) | p représentation algébriquement
irréductible de S(G)}

Prim(L. (G)) = { ker(p) | p représentation algébriquement
irréductible de L) (G) }

A={ ker(r)NLL(G) | T€G }.

Les ensembles Prim, (L'(G)), Prim(S(G)), PLim(L' (G)) et R sont mu-
nis de la topologie enveloppe-noyau. Prim(Ll(G)) et Pmn(S (G@)) sont
appelés espace des idéaua primtifs de S(G), reapoct:vemon‘r L!(G). Nous
allons montrer dans ce travail que & = Prim(L}(G)). Remarquons en-
core que les noyaux ker(w) N L} (G) sont fermés dans LL(G).

2.2. Rappels: a) Soit 7 une représentation unitaire irréductible de
G sur lespace de Hilbert H,. Alors la restriction de m a l'espace
H> des vecteurs C* de H, est une représentation algébriquement
irréductible de S(G) ([5]). On définit de cette maniére une bijection
entre G et entre I'ensemble des classes d’équivalence des représentations
algébriquement irréductibles de S(G). Pour tout m € G, notons
ker(r) N S(G) = ker(m|ne) N S(G) le noyau de la représentation
algébriquement irréductible correspondante de S(G). On sait alors que
I'application

G — Prim(S(G))

r — ker(m) N S(G)

est un homéomorphisme entre G (muni de la topologie de Fell) et
Prim(S(G)) ( muni de la topologie enveloppe-noyau), par (T12])-

b) Puisque tout groupe de Lie nilpotent, connexe, simplement connexe
est #-régulier ([2]), 'application

G — Prim,(L'(G))

7w — ker(m)
est également un homéomorphisme. On en déduit le résultat suivant:
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2.3. Propsition: Les espaces Prim,(L'(G)), R, Prim(S(G)) sont
homéomorphes, les homéomorphismes en question étant donnés par
Prim, (L'(G)) —& — Prim(S(G))
ker(r) — ker(w) N LL(G) — ker(w) N S(G).

En particulier, ces espaces sont homéomorphes a G.

Preuve: Evidente d’aprés (2.2.). El
Dans la suite nous identifierons G, Prim,(L'(G)), Prim(S(G)) et &.
2.4. La relation suivante entre les noyaux dans S(G), L. (G) et L'(G)

est essentielle, si nous voulons transférer des résultats de S(G) et L(G)
vers LL(G):

Théoréme: Pour tout m € G, on a:

(1) ker(r) = ker(x) ﬂS(G)Ll{G} — Ter(m) ) LL(G‘)LI(GJ

(2) ker(r) N LL(G) = ker(m n 5@ .

Preuve: (1) a été démontré par Ludwig en ([9], 2.1). D’ailleurs la méme
démonstration permet de prouver (2). En effet, dans ([9]) Ludwig montre
que, pour toute distribution tempérée € sur S(G) qui annule ker(w) N
S(G) et quels que soient f, fo dans S(G) , il existe une constante ¢ > 0
(dépendante de f; et fy) telle que

| <Q fixfxfo>|<cln(Hll,, VfeS@G)
Soit alors ® € LL(G)" = L (G) tel que
< ®, ker(m)NS(G) >=0.

On peut écrire ® = ¢ - w avec ¢ € L>(G) et, puisque w est un poids
polynomial, ® est une distribution tempérée sur S(G). Ainsi

| <®, fixf*fo>|<clm(Hllop

pour tout f € S(G) et méme pour tout f € L. (G) par continuité.
Donc < ®, fi * f * fo» >= 0, de méme que < ®, f >= 0 pour tout
f € ker(s) N LL(G). Le théoréme de Hahn-Banach permet de conclure.
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3. Idéaux minimaux

3.1. Les définitions et les notations suivantes sont bien connues:

Définition: a) Pour tout C' C G, notons k(C) et appelons noyau de C
dans L} (G) (resp. S(G) ou L'(G)) I'ensemble

K(C) = kex(C) = ) (ker(:rr) nLL(G))

e

(resp. k(C) = ﬂwec(ker(?r) N S(G)) ou k(C) = (e ker(m)).
b) Pour tout idéal I de LL(G) (resp. S(G) ou L'(G)), notons par h(I)
et appelons enveloppe de I 'ensemble

WI) = {ker(r) N LL(G) | m€ G et IC ker(n)NLL(G)}

(resp. h(I) = { ker(r)NS(G) | m€ G et I C ker(r) NS(G) } ou

h(I) = { ker(r) | 7€ G et I C ker(r) } ). Puisque G, Prim,(L'(G)),
¢ et Prim(S(G)) sont homéomorphes, nous identifierons dans la suite les
enveloppes dans L'(G), L. (G) et S(G) avec le sous-ensemble correspon-
dant de G.

Les résultats ci-dessous sur les idéaux minimaux dans S(G) et L'(G)
sont dus & Ludwig([12], [8]) qui utilise & cet effet le calcul fonctionnel de
Dixmier ([4]) et Hulanicki ([6]).

3.2. Théoréme: Soit C' un fermé de G. Il existe un idéal minimal
bilatére unique j(C) dans S(G) tel que h(j(C)) = C, c’est-a-dire que
tout idéal bilatére I de S(G) tel que h(I) C C contient j(C). De plus, cet
idéal est engendré par les fonctions de la forme {f}, f = f* € ker(C),
p € C®(R) nulle dans un voisinage de 0. La notation ¢{f} désigne le
calcul fonctionnel de Dizmier.

Preuve: Voir ([12]). |
3.3. Notation: Soit C' un fermé de G. Posons

- —LY(G) ~ —LL(G)
H(C) =3(C) et j(C)=j(C) :
Done

i(C) c 7 (C) C 5(O).

De plus j (C) et j(C) sont des idéaux bilateres fermés de LL(G) et L'(G)
respectivement.



3.4. Le théoréme suivant est bien connu pour L' (G) ([8]). Il reste valable
pour L. (G), comme nous le montrons en esquissant une démonstration
connue dans le cas de L'(G):

1
Théoréme: Smt C un fermé de G. Alors j (C) = i(C) £(6) (resp.

HC) = )(C) e )) est l'idéal bilatére fermé minimal unique de L.(G)
(resp. LY(G)) tel que h_.(f (C)) — C (resp. h(j(C)) — C). Il est

contenu dans tout idéal bilatére fermé I de LL(G) (resp. L'(G)) tel que
h(l) e C.

Preuve (pour L) (G)): Si ker(r) N LL(G) € h(j(C)) , alors
079 = 5 () € ker(r) N LL(G) et ker(m) NS(G) € h (j(C)).
Ainsi 7 € C. Réciproquement, soit 7 € C. Donc
3(C) C ker(m) NS(G)

et

LL(G)

7(0) = 7O c Tamn 8@ D = ker(m) N LL(G).

Par conséquent, ker(r) N LL(G) € h (j (C)) ot h( (C)) — C. De plus,

7 (C) est engendré par les mémes fonctions que j(C) (voir (3.2)). Soit
©{f} un tel générateur. Choisissons ¢ € C2°(R), nulle dans un voisinage
de 0 et identiquement 1 sur le support de ¢. Alors

v-p=p-v=0p, {f}*e{f}=e{f}*V{f}=e{f}

et I'enveloppe de 'ensemble des générateurs de j (C) est contenue dans
h(p{f}), puisque ¥{f} est également un tel genorateur Par ([8], lemma
2), 7 (C) est contenu dans tout idéal bilatére fermé I tel que h(I) C

h(_} (c)) i ]

3.5. Exemple: Dans ([1]) Alexander et Ludwig déterminent I'idéal min-
imal suivant de L. (G):
Soit I € g* tel que < [,[g,g] = 0 >. Soit x; le caractéere unitaire de G

défini par
—i<l log r>

yi(z) = e



Soit P, 'espace vectoriel des fonctions polynomes sur G contenues dans
L2 (G). Alors

7 (ker(a)) = () ker(Px)

PeP,
ol

ker(Pxa) = {f € 24(G) | [ f@P(@)xa)de =0}

4. Applications

4.1. Dans ([12]) Ludwig introduit, pour tout M € N*, une norme | 5 5
sur S(G) vérifiant

Iflle < Wfllpgpe VF € S(G).

Il montre que pour tout fermé C de G et tout M € N*| il existe N € N*
tel que

(ker(C) N S(G)) N (o

A —M s e - .
ot A désigne adhérence de A dans l'ensemble des fonctions €
. M _ ——=L,(G) _ =
bornées pour la norme || - ||, 5, Comme j(C)  C j(C) = 9 (C);
on a donc que, pour un certain N € N*,

(ker(©) S(G))N c 309 =5 (0.

On en déduit:

4.2. Théoreme: Pour tout m € G, il existe N € N* tel que

_ N
((kex(m) N LL(@)) / G (x)) " = {0},

Cela signifie que Ualgébre (ker(r) N LL(G)) / J () est nilpotente .
Preuve: Par (2.4.) et (4.1.). i

4.3. Remarque: Pour 'algébre L'(G), le résultat (4.2.) est dii a Lud-
wig ([10]). C’est en fait un cas de ”synthése spectrale généralisée” (Si
N = 1 était possible, ce qui n’est pas le cas en général, on aurait un vrai
résultat de synthése spectrale).



4.4. Lemme: Grdce aux identifications de £, Prim(S(G)) et é,
Uenveloppe de tout idéal fermé I de LL(G) vérifie

h(I) =h (I n S(G)).

Preuve: La démonstration de ([14], Lemme 5.2.) reste valable dans
notre cas. |

4.5. Corollaire:  Soit I # {0} un idéal fermé de LL(G) . Alors
INS(G) # {0}. De plus, INS(G) est fermé dans la topologie de S(G) .

Preuve: Si I # {0}, h.(I N S(G)) — h(I) est distinct de G . Donc
10 8(G) # {0} ]

4.6. Le résultat suivant est di & Ludwig ([12]) pour S(G) et a Leptin
([7)) pour L(G):

Théoréme: L’algébre LL(G) posséde la propiété de Wiener: Pour tout
idéal fermé propre I de LL(G), il existe m € G tel que

I C ker(m) N LL(G).

Preuve: Considérons I'idéal fermé propre [y = IMN S(G) de §(G). Par
([12]) il existe 7 € G tel que I N S(G) C ker(r) N S(G). Donc 7 €
h.(I N S(G)) — h(I) et I C ker(r) N LL(G). @

4.7. Définition: Unidéal I de LL(G) (resp. S(G)) est dit premier si
et seulement si quels que soient les idéaux Iy, I» de L., (G) (resp. S(G))
tels que Iy x I, C I,ona I} CIouly CI.

4.8. Le théoréme suivant a été démontré par Ludwig pour l'algebre

LY(G) ([10]):

Théoréme: Les idéauz fermés propres premiers de L' (G) coincident
avec les ker(r) N LL(G) , 7 € G.

Preuve: Puisque 7 € G est topologiquement irréductible , tous les
ker(w) N L. (G) sont premiers. Réciproquement, soit I un idéal fermé
propre premier de L) (G). Alors I N S(G) est un idéal propre de S(G)
fermé pour la norme | - ||, de S(G). Montrons que I NS(G) est premier.
Soient I, I, des idéaux de S(G) tels que I * I, € I N S(G). Posons
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— Litc — LY
Ji= IIL”(C) et Jo = Igf“‘(c). Alors J; et Jo sont des idéaux de L. (G)
tels que

—Tl E— e
I c TR cTrs@ 9 c 1.

Donc, puisque I est premier, J; € I ou J, € I . On en déduit que
I, c INS(G) ou I, C INS(G). Par ([10], lemma 9 et [13], 6.3.) il existe
T € G tel que I NS(G) = ker(w) N S(G). Donc

W(I) = h (1 N S(G)) —h ( ker(m) N S(G)) = h.( ker(r) N L} (G))

et I C ker(w) N L. (G). Réciproquement, par (2.4.),

)

1 1 7
ker() 1 LL(G) = ka(m n8(@ - =TAs@ 7 c 1.

4.9. Théoréme: Les idéaur fermés propres mazimaux de LL(G)
coincident avec les noyauz ker(m) N LL(G), m € G, c’est-a-dire avec
les idéaux fermés propres premiers.

Preuve: Soit M un idéal fermé propre maximal. Par (4.6.), il existe
7€ G tel que M C ker(r) N LL(G). Donc M = ker(r) N L(G) par
maximalité. Réciproquement, supposons ker(r) N LL(G) non maximal.
Alors il existe un idéal fermé propre M et m € G tels que
ker(m)NLL(G)CM C ker(m)NLL(G) et ker(m)NLL(G) # M . (%)
On en déduit que

ker(m) N S(G) C ker(m;) NS(G)

et que

ker(m) = ker(m) ﬂS(G)L & C ker(m) ﬁS(G’)L Rer ker(m).

Donc m € {m} = {=}, puisque G est nilpotent, 7 = m et ker(m) N
LL(G) = ker(m ) N LL(G), ce qui contredit (x). [ |
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5. Représentations algébriquement
irréductibles de L. (G)

Rappelons la définition suivante d’une représentation algébriquement
irréductible:

5.1. Définition: Soit A une algébre de Banach. On dit que (7', 4) est
une représentation algébriquement irréductible de A, si Y est un espace
vectoriel et

T: A— L)
une application linéaire telle que:

(1) T(fxg) =T(f)T(9) Vf,ge A

(2) Les seuls sous-espaces de 4 A-invariants sont {0} et L.

On dit encore que (T,44) est un A-module algébriquement simple. On
montre que dans ce cas le noyau ker(T') de T dans A est un idéal ferme
de A.

5.2. Soit m € G agissant sur un espace de Hilbert H,. Alors m définit
une représentation topologiquement irréductible, unitaire de L}, (G), par
densité de LL(G) dans L'(G). Soit

H® = vect{n(f)¢€ | &€ € Hx, f € LL(G), n(f) de rang fini}.

Puisque 7 est irréductible, HY est dense dans H,. Par ([11], 4.2) la
restriction de 7 & H2 est une représentation algébriquement irréductible
de L' (G). Notons p cette restriction. Puisque ker(p) = ker(m) N L (G),
on a donc que

ker(w) N LL(G) € Prim(L}(G))
pour tout m € G

5.3. Corollaire:  L’ensemble des idéaux primitifs de LL,(G) est donné
par

Prim(L.(G)) = &R = { ker(m) N LL@) | n€ G

Preuve: Par (5.2), & C Prim(L! (G)). D’autre part, puisque le noyau
de toute représentation algébriquement irréductible est premier et fermé,

(4.8.) entraine que
Prim(L.(G)) C &
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5.4. Soit (7, H,) une représentation unitaire irréductible de G. Soit
A\ un vecteur unitaire C*° de H2°. Prenons p € S(G) C L1 (G) tel
que 7(p) = Pxa, ot Py est le projecteur orthogonal sur CA. Donc
p*p=p mod ker(r) N L.(G). Définissons l'espace

HY={m(HA| feLy@)}

Alors HY est égal & HO, car HY est un sous-espace 7-invariant de M3 .
On a le lemme suivant:

5.5. Lemme: Soit (T,41) une représentation algébriquement irréductible
de LL(G). Soit m € G tel que ker(T) = ker(r) N L (G). Soient A €
H>® et p € LL(G) choisis comme en (5.4.). Définissons Uidéal M
par My = { f € LL(G) | =(f)A = 0 }. Soit ensuite n # 0 dans
limage de T(p), donc en particulier T(p)n = 1. Définissons My =
{ feLL(G) | T(fyn=0}. Alors My est un idéal mazimal modulaire
de LL(G) et My = M, pour tout choiz de n# 0 dans l'image de T'(p).

Preuve: Il est clair que M)y est un idéal maximal modulaire de LL(G)
( [3], p-120, prop. 4). Montrons maintenant que Mx = My. Or, puisque
T est simple,
M, ={g€L,G)|T(gn=0}
={ge LL(G)| T(h)oT(g)n=0,Yh € L,(G)}
—{ g€ LL(G) | T(p) o T(h) o T(g) o T(p)n =0 Yh € L,(G) }
—{geLL(G)| T(pxh+gxpm=0, VheLy(G)}
— { g€ LL(G) |< m(h) om(g)\, A > =0, Vfe L,(G)}

car pxhxgxp— < w(h)om(g)A\, A > p € ker(r) NLL(G) = ker(T). Donc
M, = {g € L,(G) | n(9)A = 0} = M.
|

5.6. Théoreéme: Soit G un groupe de Lie nilpotent, conneze simple-
ment connexe. Soit w un poids polynomial sur G. Soit (T, U) une
représentation algébriquement irrédutible de LL(G). Alors il existe, a
équivalence prés, une et une seule représentation unitaire topologique-
ment irréductible 7 de G telle que (T,80) soit équivalent a (m|po, H3).

Preuve: Puisque ker(T) est un idéal propre fermé premier dans LL(G),
il existe une représentation unitaire irréductible 7 de G telle que

ker(T) = ker(w) N LL(G),
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(voir (4.8.)). Prenons p € S(G) C LL(G) tel que 7(p) = P x, ot Py » est
le projecteur orthogonal sur CA. Donc T'(p) = T'(p*p) est un projecteur
non nul de l'espace de Banach 4, car p ¢ ker(r) N LY (G) = ker(T) et
pxp—p € ker(r) N LY (G) = ker(T). Définissons My et M, comme
précédemment (5.5). Alors (T,4) est équivalent & (m|yo,H3), car ces
deux modules sont équivalents a LL(G)/M,, et LL(G)/M) respective-
ment et My = M, (voir (5.5.)). L’unicité, a équivalence pres, est
évidente. |

6. Représentations topologiquement
irréductibles de L) (G)

6.1. Rappelons la définition suivante d’une représentation topologique-
ment irréductible.

Définition: Nous appellons représentation topologiquement irréductible
(bornée) (T,44) de L} (G) sur un espace de Banach U toute application
linéaire

T: LL(G) — L)

vérifiant:

W) T(f+g) =T(HT(g)  Vf.g€ LL(G)
@) IT(Fully < Crllfllollully, Vf € LL(G),Vu € 44,
o1 Cp est une constante positive.
(3) Les sous-espaces de U fermés invariants sous l'action de T" sont triv-
laux.

On dit encore que (T,4) est un L} (G)-module topologiquement sim-
ple.
Si 7 € G, alors (7, H,) est évidement une représentation topologique-
ment irréductible de L!(G). Le but de ce chapitre est de déterminer
toutes les représentations topologiquement irréductible de LL(G), a
équivalence pres . La proposition suivante en est une premiere ¢tape:

6.2. Proposition: Pour tout L} (G)-module de Banach topologiquement
simple (T, 4), il existe une représentation mp € G unique (a équivalence
pres) telle que

ker(T) = ker(mr) N LL(G).

Preuve: L’idéal ker(T) est un idéal bilatére fermé premier de LY (G)
et on peut done appliquer (4.8.). i
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6.3. Pour cette représentation mp € G choisissons alors A et p comme
en (5.4.). Puisque ker(T) = ker(mr) N LL(G) on a

T(ps f+p) =< 7r(HMA>T(P), Ve L.(G),

avec T(p) # 0. Par coustruction de p, T(p * p) = T(p). Choisissons
alors 0 # u = T(p)u € T(p)th. Puisque (T',4) est topologiquement

irréductible, T(L:,(G))H = T(Li. (G) * p) u est dense dans . De plus,
pour tout f € L) (G), on a les équivalences suivantes:
T(f)u=04=>T(p*LJ,(G) *f*p)uEU
=< 1p(LL@)nr(HMA > T(p)u =0
< mp(H)Nmr(LLG)HA >=0
> mp(f *p)A =mr(f)A=0
< f*pe ker(r) N LL(G) = ker(T).

La derniere équivalence est due au fait que

mp(f *p) =< §A > mr(f)A, V€ € Hay.
6.4. Lemme: Soit HY. comme en (5.2.,5.4.). L'application

P : T(Li(G) *p)u — Hy.

T(f)u=T(f * pyu — mr(f *p)A = 7r(f)A

est une bijection linéaire qui vérifie
mr(g)o® =P oT(g) =0, Vge LL(G).
Preuve: Puisque, par (6.3.),
T(f *p)u=0<= mp(f *p)A =0,

d est bien défini et ¢’est une bijection. La linéarité et la relation mpo® =
® o T se vérifient facilement. 5T

6.5. Proposition: Toute représentation topologiquement irréductible

ol

(T, 4) de LL(G) est équivalente a une représentation (rr, H3, ), o

7 € G et ot || - || est une norme appropriée sur Hy,.. De plus

' 75l
Imr(9)€llr < Cr - llgle - €l Y9 € LL(G), VE € HE, ™
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: TR
pour une certaine constante Cp > 0. Les espaces 8 et HY. " sont
isométriques.

Preuve: Par (6.4.), il suffit de poser

lwr (HAlr = IT(Fullg, Vf € Ly(G),

et de compléter HY  pour cette norme. Alors les opérateurs mr(g),

g € LL(G), peuvent étre prolongés en des opérateurs bornés sur H3.,. T

puisque

7 = ||T(g * flully
< Orllgllw IT(f)ully

relation qui peut étre étendue & tout § € HY., 7@ iz o

6.6. Afin de caractériser toutes les représentations topologiquement
irréductibles de noyau ker(m)NL! (G) donné, il suffit donc de déterminer
toutes les normes | - || sur H2 pour lesquelles la représentation 7 est

bornée et telles que (mH—gﬂi'lﬂ) soit topologiquement irréductible. D’olt
la définition suivante:

Définition: On appelle norme d’extension sur H2, toute norme || - [| qui
vérifie

Iw(9)¢ll < Cliglluléll, Vg € Liy(G), VE € Ha,

ou C est une constante strictement positive.

Par continuité on peut alors étendre l'action des opérateurs m(g) au

complété HY il

6.7. Exemples: 1) La norme || - |
d’extension.

o définie en (6.5.) est une norme

2) La norme | - ||, de I'espace de Hilbert H, est une norme d’extension
car

I7()€llx < lgllillEllx < lgllwll€llx

quels que soient g € LL(G) et £ € H.

3) La norme | - ||min définie par

|€|lmin = sup 1| < & m(a)) > | ,VE € Hy,

laflw<
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est une norme d’extension, car

I7(9)éllmin = sup | < w(g)€, m(a)A > |

llall.<1
*

— lgllo sup | < &m(-t— * @)X > |

llall.<1 llg* [l
< |lglle sup | <& m(a)A> |
[|all.<1
= ||glle € llmin
pour tout g € LL(G), puisque |gll. = 9" |lw, le poids w étant

symeétrique.

4) Soit My = {f € LL(G) | m(f)A = 0} comme en (5.5.). Alors la norme
| - [ max définie sur Ho par

7 (f)Allmax = mig'ff,\ \f +m|. = “f“Li (@)/M»
est une norme d’extension, car
l7(g)m(f)Allmax = m.ié]{!;,”g « f+ml||,
< inf [g=*(f+m)l
meM)

< inf A
< lgll,, inf I +ml,,

= "9“‘,; “ﬂ'(f))‘” max-

6.8. Proposition: Soit || - || une norme d’eatension quelconque sur HD.
Alors il existe des constantes C' et C" strictement positives telles que

C' 1€l min < BED < C"N€llmax: V6 € Har-

Preuve: Pour 7(f)\ € HY quelconque,

(A = ll(f +m)All
<C-|If +mllw- Il Vm € My.

Done

(A< (C - IAD - 7 ()M llmax -
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D’autre part, pour |all. <1,

&
I

1
= —|lw(p* a® = f = p)\
Splresa s £emil

| < m(HA7(a)A > | = I < w(a* = YA > A

1 *
< m”iﬂ”w”a [ EdORRY

et
I
”ﬂ-(f))‘“min < m "p“w |||7T(f)’\”|
puisque [la*|l., = [lafl. < 1. L
6.9. Corollaire: Des normes || - ||min définies a partir de vecteurs A €
H distincts sont équivalentes. De méme pour les normes || - ||max-

6.10. Proposition: Soit ||| une norme d’extension quelconque sur HY.

Alors le module (?T,W?;m.m) est topologiquement simple.

Preuve: Remarquons d’abord que 'idéal
LL(G) xp* LL(G) + ker(r) N LL(G)

est dense dans L (G), par maximalité de ker(r) N LL(G) (4.9.). Donc,

: o : P
si W est un sous-espace fermé r-invariant de H9" °, alors

r(P)W =0 <> w(L;(G) “p* LJ,(G))W =0
— 7(LLG)W =0
— W =0,

1

Lt

puisque L} (G) posséde des unités approchées bornées. D’autre part,

comme

r@)T(HN=<m(HNA>AeC- )\, Yfe LL(G),

T(p)HS =C- A = n(p) -ﬁE'"'"'. Ainsi, si W # 0 est un sous-espace fermé
m-invariant de H—glll-lll, 0#n(p)W C C- A et n(p)W = C- A, puisque W

est un sous-espace. Finalement,

18



W > W(LL(G) *p)w > m(LL(G))A = HO
ot W :—?;lll'Hll -

6.11. Nous pouvons résumer les résultats de ce chapitre dans le théoréme
suivant:

Théoréme: Soit G un groupe de Lie connexe, simplement con-
nexe, nilpotent muni d’un poids polynomial w. Les représentations

topologiquement irréductibles de Ll (G) coincident, a équivalence pres,

; : ol . , . Lo
avec les représentations (m, H2" ") ou 7 est une représentation unitaire

irréductible de G et o || - || est une norme d’extension sur HY. Les

; : = PR g :
représentations (m, H" ") et (w1, HY " ") sont équivalentes si et seule-
ment st w et msont des représentations unitairement équivalentes de G
et | -] et | -|l, des normes d’extension équivalentes.

6.12. Remarques finales: 1) La norme | - ||, de 'espace de Hilbert
H, est une norme d’extension, ce qui correspond au fait que (7, H, ) est
une representation topologiquement irréductible.
2) Puisque

C'll Nmin < W -0 < C"- ||+ max

pour toute norme d'extension || - ||, tous les modules topologiquement

; 27gll-ll a3

simples (m, HY" ") peuvent se réaliser comme des sous-modules de Ba-
: P

nach du module universel (7, H2" "™").

3) En posant w = 1, nous obtenons toutes les représentations
topologiquement irréductibles de L'(G), si G est un groupe de Lie con-
nexe, simplement connexe, nilpotent.
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