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Talk | outline

• Harvesting electrical energy from vibrations 
• Flow-induced vibrations 
• Example: flutter of a cantilevered plate
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• Mathematical modelling of the coupled multi-field problem 
• Governing equations 
• Weighted residuals formulation in the space-time domain 
• Discretisation using space-time finite elements  
• Eigen value problem and forced vibration - frequency domain

• Numerical example: vortex-induced vibration of a plate 
• Numerical example: power output of a cantilevered plate
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Energy harvesting | aim & methods

• mechanical vibrations,  
• solar radiation,  
• electromagnetic sources,  
• heat and mass flows,  
• noise 
• …
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• piezo-electricity, 
• pyro-electricity, 
• thermo-electricity, 
• electrostatic, 
• electro-magnetic induction,  
• electro-active polymers,…

scavenging ambient energy from the environment, that otherwise would be lost 

drive (low-power) electrical devices/store electrical energy in remote locations

ambient energy sources means of transformation 
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Energy harvesting | challenges
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• investigation of alternative ambient sources of energy, 

• optimisation of power output for varying operational conditions, 

• economic utilisation of physical phenomena in functional materials, 

• practicability at different length scales, 

• optimal control of single and also stacks of energy harvesters 
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Energy harvesting | our focus

• mechanical vibrations ← fluid flow,  
• solar radiation,  
• electromagnetic induction,  
• heat and mass flows,  
• noise 
• …
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• piezo-electricity, 
• pyro-electricity, 
• thermo-electricity, 
• electrostatic, 
• electro-magnetic induction,  
• electro-active polymers,…

scavenging ambient energy from the environment, that otherwise would be lost 

drive (low-power) electrical devices/store electrical energy in remote locations

ambient energy sources means of transformation 
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Flow-induced vibrations | excitations
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external 
excitation

self 
excitation

fluctuating external loadings

flow instability

structural motion/deformation

e.g. turbulent wind, rough sea 
(random, periodic)

e.g. antennas, cooling towers 
(periodic vortex shedding)

e.g. hanging bridges, 
membranes (flutter), cables 

(galloping) 
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Example | flutter of a cantilevered plate
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• semi-analytical models are available 
• structural dynamics of  

linear/nonlinear plate/beam 
• fluid dynamics via  

potential flow/panel methods 
• determination of flutter boundary 

(critical reduced flow velocity UR) 
• flutter instability occurs in the 2nd eigenmode 
• VIV occur in 1st eigenmode

L
plate

fix

fluid

3.3. The influence of l0, a and CD

The effect of varying the length of the upstream rigid segment l0 and the material damping coefficient a on
the system dynamics is shown in Figs. 6 and 7.

When the rigid segment is short, disturbances in the flow due to plate motion affect the flow upstream;
i.e., the upstream flow cannot be treated as a steady uniform flow. When l0 is small, say l0o5, significant
changes occur in the flutter amplitude with small variations of l0. The critical point also depends on the value
of l0. In particular, as shown in Fig. 7, URc ¼ 9:20 when l0 ¼ 1:0; while URc ¼ 9:92 when l0 ¼ 0:01. When l0 is
sufficiently large, the dependence of the system dynamics on it becomes unimportant; eventually, URc

converges to the value for l0 ¼1. It is also found that the influence of l0 on the system dynamics becomes less
important when the mass ratio m is large, as shown in Fig. 7.
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Fig. 4. The instability and post-critical vibrations for m ¼ 0:2, l0 ¼ 0:01, a ¼ 0:004 and CD ¼ 0: (a) the bifurcation diagram; (b) the flutter
frequency; (c,d) the time histories; (e,f) the phase plane plots; and, (g,h) the vibration modes.
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[data] Tang, Paidoussis: On the instability and the post-critical behaviour of 
two-dimensional cantilevered flexible plates in axial flow. J Sound & Vibr. 2007.
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Harvest flow energy | flow-induced vibration

8

• use flow as ambient energy source 
• ongoing energy transfer from fluid flow to structural vibrations 
• extract energy from controlled flow-induced structural vibrations 
• three-way coupling

fluid-structure interaction 

vortex-induced vibrations, 
movement-induced vibrations

piezo-electric effect 

electro-mechanical 
coupling 

electrical circuit 

transformation, 
storage

flow energy - strain energy - electric energy
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Multi-physics | model
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R

piezoelectric circuitstructurefluid

boundary-coupled volume-coupled surface/point-coupled
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Governing equations | fluid
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• on deformed space-time domain Q

incompressible Newtonian fluid flow
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elastodynamics

Governing equations | structure & piezo
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electric field equations

• on reference space-time domain Q0
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electrical circuit

Governing equations | electrical circuit
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• Ohm’s law 
• extendable electrical circuit 

equation 
• here: resistor element

electrode

• coupling interface between 
piezoelectric structure and 
electrical circuit 

• equipotential condition
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Strongly coupled problem | discretisation
• method of weighted residuals 
• velocity-based formulation of structure/fluid 
• spatial deformation of the flow domain 
• finite elements in space and time 
• discontinuous Galerkin method in time
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x

y

t

In der klassischen Physik erfolgt der Informationsfluß bei instationären Phänome-
nen ausschließlich in positiver Zeitrichtung. Die Zukunft hat keinen Einfluß auf die
Vergangenheit, aber umgekehrt beeinflußt die Vergangenheit die Zukunft. Daher wird
das betrachtete Raum-Zeit-Kontinuum Q in eine Folge von Raum-Zeit-Scheiben
Qn =Ω t× In mit In = ] tn, tn+1[ eingeteilt, in denen die Modellgleichungen nacheinan-
der gelöst werden und die Lösung der aktuellen Zeitscheibe nur von den Zustandsgrö-
ßen der vorhergehenden Zeitscheibe abhängt. Zudem führt die in Bild 1.3 dargestellte
Aufteilung des Kontinuums in Raum-Zeit-Scheiben zu einer effizienten numerischen
Formulierung mit deutlich weniger Freiwerten im globalen Gleichungssystem.
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Bild 1.3: Raum-Zeit-Scheiben in der zeitdiskontinuierlichen Formulierung

Bei Anwendung des zeitdiskontinuierlichen Galerkin-Verfahrens verlaufen die An-
sätze für die Zustandsvariablen nur innerhalb der Raum-Zeit-Scheiben kontinuier-
lich. Zwischen den Zeitscheiben dürfen dagegen Diskontinuitäten auftreten. Die For-
mulierung erfordert zu den diskreten Zeitpunkten tn unabhängige Freiwerte in auf-
einanderfolgenden Zeitscheiben. Die in dieser Arbeit eingesetzte Elementierung der
Raum-Zeit-Scheiben mit nur einem Element in Zeitrichtung verbunden mit linearen
Ansätzen in der Zeit für alle Variablen führt auf ein implizites, A-stabiles Zeitinte-
grationsverfahren 3. Ordnung, siehe Johnson [37]. Bei adaptiver Netzverfeinerung im
Raum oder wenn in mitbewegten Netzen entartete bzw. sich überdeckende Elemente
eine Neuvernetzung erfordern, sind die räumlichen Netze am Übergang benachbarter
Zeitscheiben nicht mehr deckungsgleich, siehe Bild 1.3. Das zeitdiskontinuierliche
Galerkin-Verfahren ermöglicht in diesem Fall durch die integrale Formulierung der
Übergangsbedingungen eine einfache Projektion der Lösung von der vorhergehenden
auf die nachfolgende Zeitscheibe.

1.3.2 Stabilisierte finite Elemente

Die Anwendung der Standard-Galerkin-Finite-Element-Methode zur numerischen
Lösung einer partiellen Differentialgleichung

L(u)− f = 0 in Q (1.2)
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den Lösungsraum auf einen endlich dimensionalen Unterraum ein, womit die Lösung
i. allg. nur eine Näherung ist. Für eine übersichtliche Darstellung der gewichteten
Integralgleichungen wird hier auf eine Kennzeichnung der Näherung verzichtet.

In dieser Arbeit werden im Zeitbereich für alle Zustandsvariablen lineare Ansätze
gewählt und mit den in Bild 2.4 dargestellten Ansatzfunktionen φ1 und φ2 formuliert.

tnn +1

21 t( ) t( )

t0

1

t

φφφ

Bild 2.4: Ansatzfunktionen im Zeitintervall

Die Übergangsbedingungen zwischen benachbarten Zeitintervallen In−1 und In

v(t+n ) = v(t−n ) und f(t+n ) = f(t−n ) , (2.12)

mit der abgekürzten Schreibweise

v(t+n ) = lim
ε→0

v(tn + ε) , v(t−n ) = lim
ε→0

v(tn− ε) , ε > 0 (2.13)

für die Zustandsvariablen an den Intervallrändern können von den Ansätzen (2.9) er-
füllt werden, wenn jeweils ein Freiwert so festgelegt wird, daß die Zustandsgrößen
am Anfang des Intervalls In mit denen am Ende des Intervalls In−1 übereinstimmen
und damit in jedem Ansatz ein Freiwert weniger zur Verfügung steht. Dieses Vorge-
hen führt zu kontinuierlichen Zeitverläufen und wird hier nicht weiter behandelt.

Bei einer Diskretisierung der Modellgleichungen mit dem zeitdiskontinuierlichen
Galerkin-Verfahren dürfen die Zeitverläufe der Zustandsvariablen, wie in Bild 2.5
gezeigt, an den Übergängen benachbarter Intervalle Sprünge aufweisen. Die Über-
gangsbedingungen (2.12) werden nicht von den Ansätzen erfüllt, sondern als Sprung-
terme in der Integralgleichung berücksichtigt und damit im Rahmen der gewählten
Ansätze zusammen mit den Modellgleichungen im Intervall möglichst gut erfüllt.
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Bild 2.5: Zeitdiskontinuierlicher Ansatz
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Space-time weak form | fluid
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incompressible Newtonian fluid flow

• unknowns: velocity, pressure 
• Galerkin LS stabilisation
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nonlinear elastodynamics

Space-time weak form | structure

15

• global unknowns: velocity 
• mixed-hybrid formulation
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Space-time weak form | piezoelectric patch
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piezoelectric structure
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Space-time weak form | electric circuit

17

electrical circuit: simple resistorelectrode

• provides electrode surface 
charge state via potential rate 
of the piezoelectric patch 

• comparable to  
Lagrange multiplier

• circuit equation in charge rate 
(electric current) form 

• based on potential state 
(voltage)
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Multi-field problem | uni-morph config
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electrode 
q

piezoelectric patch 
v, 𝜓

substrate layer 
v

fluid domain 
v, p

electric circuit 
Φ
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Strongly coupled problem | solution method

19

• monolithic Newton-Raphson 
method in the time slab 

• parallel solution with 
preconditioned  
iterative method

+

+
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Example | (fsi) cantilever plate

20

4. Aktive Kontrolle aeroelastischer Systeme

4.1 Wirbelerregte Platte mittels aktiver Kontrolle

In diesem Abschnitt wird eine umströmte Platte mit piezoelektrischer Sensor- und Aktua-
torschicht untersucht. Hierbei wird die Platte mit dem Collocated-Rate-Feedback-Verfahren
geregelt und mit der Strömung gekoppelt. Ziel ist es, die Auswirkung der aktiven Schwin-
gungskontrolle unter Strömungseinwirkungen zu untersuchen und das Gesamtsystemver-
halten zu analysieren. In der Literatur konnten leider keine Referenzlösungen für derartige
Aufgabenstellung gefunden werden, so dass ein Vergleich der Ergebnisse nicht möglich ist.
Die Systemkonfiguration ist in Bild 4.1 dargestellt. Die Platte ist an einem festgehaltenen
quadratischen Starrkörper eingespannt. Sie besteht aus einer oberen piezoelektrischen Ak-
tuatorschicht, einer piezoelektrischen Sensorschicht und einer unteren reinen mechanischen
Trägerschicht. Die piezoelektrische Sensor- und Aktuatorschicht sind in Dickenrichtung ent-
gegengesetzt polarisiert und, wie in Bild 4.1 dargestellt, geerdet.

vx = v∞

vy = 0

tx = 0

ty = 0

tx = 0 vy = 0

tx = 0 vy = 0

12

6 14

1 4

1

0,01

0,05

Aktuator
Sensor

3,75

A

Bild 4.1: Wirbelerregte Platte mit piezoelektrischer Sensor- und Aktuatorschicht, Abmes-
sungen in [m]

In Anlehnung an die numerischen Untersuchungen der umströmten elastischen Platte von
Wall [67] und Walhorn [66] werden die Materialparameter des Fluids wie folgt gewählt: die

71

• plate connected to a leading bluff body 
• vortex-induced vibrations of a very flexible plate 
• control of large structural deformations

PZT
substrate
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Example | (fsi) cantilever plate II
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Mit der Zeit werden die Plattenbewegungen regelmäßiger und die Amplituden deutlich
größer. Eine periodische Schwingung stellt sich langsam ein. In dieser Übergangsphase
ist das Verhalten der Strömung in der Nähe der Platte sehr komplex. Bild 4.4 zeigt das
Geschwindigkeits- und das Druckfeld zum Zeitpunkt t = 2,35 s. Dabei sind zwei Wirbel
auf der oberen Seite und ein Wirbel auf der unteren Seite zu erkennen.

Fluideinwirkung

Bild 4.5: Geschwindigkeits- und Druckfeld und Integrale Fluideinwirkungen bei t = 7,23 s;
7,36 s; 7,49 s; 7,62 s; 7,75 s;

Nach der Übergangsphase ändert sich das Verhalten des gekoppelten System drastisch. Die
Plattenauslenkung wird angefacht und die Amplitude nimmt sehr schnell zu. Bild 4.5 zeigt
das Geschwindigkeits-, Druckfeld sowie die auf die Platte wirkende resultierende vertika-
le Fluidkraft und das zugehörige Moment zu verschiedenen Zeitpunkten. Zum Zeitpunkt
t = 7,36 s bildet sich ein Wirbel auf der oberen Seite der Platte, der in Bild 4.5 mit einer

74

Re = 200 
f1 = 0.75 Hz 
f2 = 4.76 Hz

[figure] P Sun. 
PhD thesis, 2010.
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Example | (dry) cantilever plate harvester
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• study of harvester power output 
• 3D plate subject to harmonic base excitation 
• bi-morph configuration 
• equipotential electrodes

parallel connection series connection

• interface electrodes grounded 
• floating potential on top and 

bottom electrodes

• bottom electrode grounded 
• floating potential on top electrode 
• no electrodes on interface patches

piezoelectric material

substrate
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Example | (dry) cantilever plate harvester I
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L = 50.8 mm 
B = 31.8 mm 
hS = 0.14mm 
hP = 0.26 mm

A Erturk and D J Inman. A Distributed Electromechanical Model for cantilevered Piezoelectric Energy Harvesters, Journal of Vibration and Acoustics, 
130(4):041002, 2008.

f1,3D,R=0 = 119.95 Hz 
f1,EB,R=0 = 118.6 Hz 

Ω = 119.95 Hz

parallel connection

Piezo: PZT-5A 
Substrate: brass 

R = 0.01 MΩ
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Hybrid velocity-based solid | TDA vs. FDA
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• formulation allows time-domain analysis of general nonlinear transient problem 
• potentially required: prediction of eigenstates of the associated linear problem

challenge: FDA of solid in mixed velocity-stress formulation with stress hybridisation

task: dynamic condensation of element-local stress d.o.f. (discrete problem size!)

Weak form and solution of the homogeneous problem:
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FDA | solid - dynamic stress condensation

25

generalised 
eigenvalue problem:

dynamic condensation:

quadratic eigenvalue problem
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FDA | piezo/circuit mixed-hybrid

Weak form of the coupled problem:
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task: dynamic condensation of element-level dofs (discrete problem size!)

FDA | piezo/circuit mixed-hybrid II
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rational eigenvalue problem:

mechanical + electrical 
damping matrix

hybridised 
stiffness matrix

FDA | piezo/circuit dynamic condensation

solution: transformation to first order system (state-space form)
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Example | (dry) cantilever plate harvester II
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L = 50.8 mm 
B = 31.8 mm 
hS = 0.14mm 
hP = 0.26 mm

A Erturk and D J Inman. A Distributed Electromechanical Model for cantilevered Piezoelectric Energy Harvesters, Journal of Vibration and Acoustics, 
130(4):041002, 2008.

f1,3D,R=0 = 46.2 Hz 
f1,EB,R=0 = 45.7 Hz 

f1,3D,R=inf = 48.5 Hz 
f1,EB,R=inf = 48.2 Hz 

series connection

Piezo: PZT-5A 
Substrate: brass 
End mass: 12 g 
R = 1 kΩ - 470 kΩ
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Example | (dry) cantilever plate harvester III
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A Erturk and D J Inman. A Distributed Electromechanical Model for cantilevered Piezoelectric Energy Harvesters, Journal of Vibration and Acoustics, 
130(4):041002, 2008.
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Summary | outlook

31

• framework for numerical investigation of flow-driven energy harvesters 
• based on space-time finite elements 
• monolithic approach (solve all multi field equations at once)

• quantification of energy harvested from types of flow-induced vibrations 
• study of energy harvested in flutter state (2nd eigenmode)  
• influence of patch shape and location / optimisation of energy harvested


