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Préface

L'algébre, qu’est-ce que c’est? Historiquement, on entend par «ralgdi®tude des équations po-
lynomiales. Au cours des 2000 ans de cette étude, les gens se sonisapesqertaines structures
revenaient trés souvent, et de plus, dans des contextes tout a &ienliff! Depuis, les algébristes
s’occupent aussi de I'étude et du développement de ces struainsisgue, évidemment, de leurs
applications dans d’autres domaines en sciences, ingénierie et mathémadtiguursAlgébre 1
sera consacré a une introduction aux structures algébriques fon@deseries groupes, les anneaux,
les corps, ainsi qu'aux espaces vectoriels (d'un point de vue phérgiégue dans le cours d’algebre
linéaire). Ces structures seront illustrées par des exemples et, pdewiapplications. Les régles et
les méthodes les plus importantes concernant les démonstrations mathématiguesrseignées et
pratiquées.

En Algébre 2 nous approfondirons la théorie des anneaux et traiterons quelquoesiémnents au
cours d’'algébre linéaire. EAlgébre 3 nous traiterons la théorie des corps. Le cours culminera au
quatrieme semestre par Téaéorie de Galoisqui nous permettra de démontrer la constructibilité ou
inconstructibilité & la régle et au compas de certains problemes de I'Antiquité eb8siijlité de
résoudre I'équation générale de degré au mbipar radicaux.

Littérature

Pour le début, qui est sans doute la partie la plus difficile, je recommandeies $uivants qui
devraient étre disponibles dans la bibliothéque au Kirchberg.

e Schichl, SteinbauerEinfiihrung in das mathematische Arbeiten
e Scharlau Schulwissen Mathematik : Ein Uberblickieweg, 3rd ed., 2001.

e Cramer :Vorkurs Mathematik : Arbeitsbuch zum Studienbeginn in Bachelor-Suilieen
Springer, 2012.

e Fritzsche Mathematik fir Einsteiger Spektrum

Voici quelques références : ces livres devraient également étrenilidgs dans la bibliothéque au
Kirchberg.

e Lelong-Ferrand, ArnaudieésCours de mathématiques, Tome 1, Algélranod. Ce livre est
trés complet et trés détaillé. On peut I'utiliser comme ouvrage de référence.

e Siegfried Bosch Algebra(en allemand), Springer-Verlag. Ce livre est trés complet et bien
lisible.

e Serge Lang Algebra(en anglais), Springer-Verlag. C'est comme une encyclopédie de l'al-
gebre ; on y trouve beaucoup de sujets rassemblés, écrits de fagisecon

e Siegfried Bosch Lineare AlgebraSpringer-Verlag.

e Jens Carsten Jantzen, Joachim SchwerrAdgebra
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Christian Karpfinger, Kurt MeybergAlgebra : Gruppen - Ringe - KérpeBpektrum Akademi-
scher Verlag.

Gerd Fischer Lehrbuch der Algebra : Mit lebendigen Beispielen, ausfiihrlichen Erltéamigen
und zahlreichen Bilderrvieweg+Teubner Verlag.

Gerd Fischer Lineare Algebra : Eine Einflhrung fur Studienanfangéreweg+Teubner Ver-
lag.

Gerd Fischer, Florian QuiringLernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie : Das
Wichtigste ausflhrlich fur das Lehramts- und Bachelorstudi@pringer Vieweg.

Perrin :Cours d’'algébreEllipses.

Guin, HausbergerAlgébre |. Groupes, corps et théorie de GaJ&®P Sciences.
Fresnel Algébre des matricedHermann.

Tauvel :Algébre

Combes Algébre et géométrie

Godement Cours d’algébre



Chapitre |

Introduction aux mathématiques a
I'université

1 Les démonstrations et les premiers mots du langage mathématique
Objectifs de cette section :

e Comprendre le concept de démonstration ;

comprendre les concepts de définition, lemme, proposition, théoréme;;

faire connaissance avec des exemples de démonstrations directeseetésdir

faire connaissance avec des exemples de définitions, lemmes, propotigamémes ;

maitriser la manipulation d’équations simples;;

maitriser I'utilisation des indices, des sommes et des produits ;
e maitriser les démonstrations par récurrence.

Une grande partie du contenu de cette section a déja été traitée dans léecburSchlenker pendant
la semaine préparatoire. On donnera donc parfois moins de détails gu cour

Quelques mots au début — Aller Anfang ist schwer... und leich

Le début des études de mathématiques est (comme Schichl et SteinbanamitétansEinfiihrung
in das mathematische Arbeifen

o tres difficile, du fait de I'abstractiorfdéfinition, proposition, démonstration) et de I'utilisation
d’'un langage particulier, le langage mathématjque

o facile, car une grande partie des sujets a déja été traitée au lycée.

5



6 CHAPITRE I. INTRODUCTION AUX MATHEMATIQUES A L’'UNIVERSITE

Les mathématiques a l'université sont caractérisées peertitude absoluede leurs résultats. |l
ne suffit plus — comme souvent au lycée — d’expliquer un phénoméme pacdagp d’exemples ou
d’apprendre une technique de calcul; a l'université, il s’agit dddmontrer, c’est-a-dire d’écrire
unedémonstration (aussi appelée ungreuve) qui, par une chaine d'arguments faciles a suivre et
comprehensibles pour tous, ne laisse aucun doute sur la vérité d’@ngass

Pour pouvoir dire qu'une assertion est vraie avec une certitude a&hdidiaut que tous les mots qui
sont utilisés aient une signification trés précise qui est la méme pour towexdpaple, la phrase « La
maison est haute » a certainement une signification différente pour quelde’Mew York et pour
quelqu’un venant d’un petit village en Sibérie.

Le langage mathématique différe du langage du quotidien par :

e saprécision, tout terme a une définition précise;
e sonformalisme, souvent, on utilise des symboles et des formules.

Ce cours d’algébre commencera donc par des exemples de preuvasaddction du langage ma-
thématique.

On vous conseille fortement de vopsocurer des livres (dans la bibliothéque sur support papier ou
dans les répertoires électroniques) :

e spécialisés pour le grand pas entre I'école et I'université (comme Schihb&uer Einfih-
rung in das mathematische Arbeijen

e d’introduction a l'algébre et a I'algébre linéaire.

Un mot d’explication sur «I'algébre » et « I'algébre linéaire » : a I'Univigrdu Luxembourg, ces deux
cours sont enseignés au premier semestre, tandis gu’en Francelletaaghe, les cours d’algébre ne
commencent qu’en deuxieme année et reposent sur les cours dédigéhaire. Ne soyez pas choqués
par ce fait (mais gardez-le a I'esprit quand vous regardez des fitamus faut aussi des livres sur
I'algebre linéaire). Le cours d’algebre linéaire a I'UL est en commun diaadres filieres du Bachelor
et le cours d’algébre est destiné uniguement aux étudiants en mathémdigaears d’algebre, nous
allons faire une grande partie de ce qui se fait habituellement dans lesctalgébre linéaire dans
d’autres pays, sauf que vous allez trés bien vous entrainer aux cahpdgants de matrices dans
votre cours d'algébre linéaire ; cela nous permettra d’'aller un tout patippes loin que I'algébre
linéaire dans notre cours.

Définition, proposition, démonstration

On utilise les notations suivantes (connues de I'école) :
e N, les entiers naturels); 1,2, 3, ... ;
e 7, les entiers relatifs....,—3,—-2,-1,0,1,2,3,...;
e (Q, les nombres rationnels;

e R, les nombres réels;
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e C, les nombres complexes.

On rappelle la notion ddivisibilité dans les entiers relatifs. On dit qu’un entier relati§z 0 divise

un entier relatifn (et queg est un diviseur de) si le reste de la division de parq est zéro, ou, dit
autrement, s’il existe un entier relatif tel quen = mq.

En fait, les phrases précédentes signifient que nous avons dononényg diviseur ») a une propriété
mathématique. C’est un exemple définition. Pour souligner le r6le essentiel des définitions en
mathématiques, nous les formulons comme suit.

Définition 1.1. Soientn, g € Z.
On dit queq est undiviseurden et queq divisen s'il existem € Z tel que

n = mqg.
On utilise le symbole | n pour signifier que; divisen.
Définition 1.2. Soitn € Z. On dit quen estpair si 2 divisen (en symboles?2 | n).

Une définition n'est pas vraie ou fausse. C'est seulement un nonm gi@one a une propriété pour
pouvoir mieux l'utiliser. Mais les définitions sont d’'une importance fondanemtaur les mathéma-
tiques parce qu’elles « définissent » les objets avec lesquels nous adteaitidr, donc sur lesquels
Nnos propositions vont porter.

Proposition 1.3. Le carré d’un nombre pair est pair.
Vocabulaire :

e Uneproposition est une assertion qui est vraie avec une certitude absolue, c’'asteita été
démontrée.

e Unthéorémeest un autre mot pour une assertion qui est vraie avec une certitulaal®n
utilise habituellement le mot « théoréme » pour les assertions les plus importantes.

e Unlemmeest encore un autre mot pour une assertion qui est vraie avec dibgdeeabsolue.
Les lemmes ont souvent une fonction secondaire et auxiliaire ; on les utliselpmontrer des
propositions ou des théoremes.

e Uncorollaire est encore un autre mot pour désigner une assertion. On l'utilise ppéndacés
gui se déduisent facilement d'un autre résultat, en général unegitiopamu un théoréme. Le
contenu d’un corollaire peut étre trés important, mais sa démonstration aded&iproposition
ou du théoréme initial est rapide.

Démonstration de la propositidn 1.Foitn € Z pair. D’aprés les définitions précédentes, cela veut
dire qu’il existem € Z tel que
n = 2m.
Cela implique que
n? = (2m)? = 4m>.
Donc
n? =2-(2m?).

Alors, n? est divisible pae, donc pair. O
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Cette démonstration est la premiére dans ce cours. On voit que c’estitend’arguments, et chaque
étape est facile a vérifier pour tous. Donc, on peut en effet dire qouifBsition est vraie avec une
certitude absolue.

Cette preuve est un exemple d’'udémonstration directe : nous avons commencé pdrypothése
(n est un entier relatif pair) et nous avons terminé par I'assertion reakerch

Il est habituel de signaler la fin d’une preuve par un symbole spécighoune abbréviation standard.
La fin des preuves dans ces notes sera toujours marquée par le symtolautres professeurs
utilisent d’autres symboles. Une abbréviation trés courante est « g.gube ¢rat demonstrandum —
ce qui a été a démontrer).

\oici une autre définition.

Définition 1.4. Un entier relatifp € Z est appeléhombre premiesi p > 1 et les seuls diviseurs
positifs dep sontl etp.

Nous avons donné cette définition et maintenant nous voulons en satait gue possible sur cette
nouvelle notion que nous avons définie. Pour commencer, les nombreeéférieurs a 20 sont :
2,3,5,7,11, 13,17, 19. Vous connaissez certainement d’autnglsrae premiers. Une question vient
donc immédiatement a I'esprit : existe-t-il une infinité de nombres premiers ?

La réponse a déja été donnée par Euclide il y a plus de 2200 ans.

Théoréme 1.5Euclide) Il existe une infinité de nombres premiers.

La démonstration donnée par Euclide est souvent considérée commmplex@’une preuve belle et
élégante. C’est undémonstration indirecte ou, plus précisementiémonstration par I'absurde.
On donne d'abord la démonstration et on expliquera ces termes juste apres

Démonstration.Supposons pour l'instant le contraire de ce que nous voulons démoihtnégxiste
gu’un nombre fini (disong) de nombres premiers. On peut alors les numéroter :

Pb1,P2,P35---,DPn-

Considérons I'entier positif
m = pip2p3---pn + 1. (1.2)

Nous allons maintenant utiliser le fait que tout entier positi® s’écrit comme produit de nhombres
premiers. Cette assertion doit étre démontrée ! Nous le faisons dans le [emhqoe Su@.

Il existe alors un nombre premierqui divisem. Le nombre premiep doit appartenir a notre liste
compléte des nombres premiers, dpne p; pour un certain entrel etn.

L'équation [1.1) montre que la division de parp; laisse le reste.

Nous avons trouvé qu’'en méme tempsdivise m et laisse le resté. Ceci estabsurde c’est une
contradiction.

Donc, notre hypothése faite au début de cette preuve ne peut pasadtreAlors, son contraire est
vrai : il existe une infinité de nombres premiers. O
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Le principe de cette preuve indirecte est de supposer vrai le conteli@sdertion recherchée. Puis,
on donne une suite d’arguments, comme avant, pour arriver a uné@sseont on sait qu’elle est
fausseabsurdeetcontradictoire (dans notre preuve : le reste de la divisiomd@arp est a la foi®)
et1). Nous savons alors que le contraire de I'assertion recherchéagstfela signifie que I'assertion
est vraie, car une assertion est soit vraie soit fausse. Ce faitlestrgacrit en latin « Tertium non
datur » et s’appelle en frangais « Principe du tiers exclu ». On en repailes tard.

Lemme 1.6. Soitn > 2 un entier relatif. Alors il existe des nombres premigys. . . , p;. tels que

n=pip2---pPk-

Remarquons que dans I'’énoncé du lemme, les nombres premiers ne soét@ssairement distincts.
Remarquons également que, pour étre encore plus précis, on ausditiu: « Alors il existe un
entierk > 1 et il existe des nombres premiars ..., py tels quen = p1ps - - - pr ». Il est habituel de
formuler 'enoncé comme nous I'avons fait, mais il faut toujours étre consqige I'existence dé
est implicite.

La preuve de ce lemme est un autre exemple d’'une démonstration pardabsur

Démonstration (par I'absurde)Supposons que I'’énoncé du lemme est faux. Dans ce cas, il existe un
entier positif> 2 qui ne s’écrit pas comme un produit de nombres premiersnSeiplus petit entier
ayant cette propriété.

Nous distinguons des cas.

ler cas n est premier. Dans ce cas, on préng- 1 etp; = n, donc on an = p;.

2éme cas n n'est pas un nombre premier. Alors posséde un diviseur positifdifférent del etn.

Par définition (de diviseur) il existe: € Z tel que

n = md.

Notons quel < d < netl <m < n.
Commen est le plus petit entier positif qui ne s’écrit pas comme un produit de nonpbeesiers et
m, d sont strictement plus petits, ces deux nombres s’écrivent sous la forme

m=pip2---pr e d=qq---q

avec des nombres premiers ..., p; etqi, ..., qe.
Cela donne :

n=md = p1p2-- Prq1q2 " - G-
Nous avons donc obtenu ques’écrit comme produit de nombres premiers. Ceci contredit notre

hypothése que I'énoncé du lemme est faux. Alors, c’est faux que le lersinfieus ; donc, le lemme
est vrai. 0

Assertions

Nous allons regarder la structure des écrits mathématiques de plus préke tentral est occupé par
les assertions. Par exemple, une preuve est une suite d'assertiofie derte que lasérité d’'une
assertionmplique la vérité de I'assertion suivante.
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Uneassertionest une phrase (en mathématiques, ou ailleurs) gsio@straie, soit fausse mais pai
les deux en méme temps.
Il n'y a donc pas de troisieme possibilité (en latitertium non datuy. Nous avons déja vu des
exemples :

e Le carré d'un entier relatif pair est pair.

Cette assertion est vraie comme nous I'avons vu dans la propdsifion 1.3.

e |l n'y a qu’'un nombre fini de nombres premiers.

Cette assertion est fausse (voir le théorémk 1.5).

D’autres exemples d’'assertions :

e =1
La véracité ou non de cette assertion dépend du contexte, car nowsn paS précisé ce
gu'étaitz.
— Soitz une solution de I'équatiof: = 2. Dans ce contexte, I'assertionz«= 1 » est vraie
(on le démontre en divisant pay.

— Soit x une solution de I'équatiofx = 4. Dans ce contexte, I'assertionz«= 1 » est
fausse.

— Soit z une solution de I'équation® = 1. Dans ce contexte, nous ne pouvons rien dire
guant a la vérité de I'assertionix= 1 » carz peut étrel ou —1.

e Pour illustrer, on peut aussi prendre des assertions de notre vieignogdpar exemple :

— Il pleut.
— Larue est mouillée.
— etc.

Implication

Si la véracité d’'une assertion entraine celle d'une autre, on parle ghplieation que nous notons

= (ou<= selon la situation). Le symbote se lit comme : «implique », « alors », « en conséquence »,
«donc », « est suffisant pour » etc. Nous allons formaliser ces ctsndeps la prochaine section;
maintenant nous allons regarder des exemples.

(1) Assertion A : « Il pleut. »
Assertion B : « La rue est mouillée. »

Nous pouvons les combiner pour obtenir I'assertion :
« S'il pleut, alors la rue est mouillée. »
En symboles : Il pleut= La rue est mouillée.

!Il'y a des subtilités concernant cette phrase que nous n'évoqueasi(i faut que I'assertion soit formulée convenable-
ment) car vous ne les rencontrerez dans aucun cours de vos &augles, vous suivez un cours de logique mathématique.
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Cette assertion est certainement vraie. Notez que nous n’avons pase dasgertion A est vraie.
Nous avons seulement fait une remarque suelition entre les deux assertions. Cela ne devrait
pas vous choquer : La phrase « S'il pleut, alors la rue est mouillée wastméme s'il ne pleut
pas en ce moment.

On peut aussi écrire la méme chose comme ca :
La rue est mouillée<= Il pleut.

Nous avons donc seulement échangé les deux cbtés, mais le conterel meStee. En mots, on
pourrait dire :
« La rue est mouillée s'il pleut. »

Voici une formulation plus sophistiquée pour encore dire la méme chose :
« Il suffit qu'il pleuve pour que la rue soit mouillée. »

Noter que I'assertion
« Si la rue est mouillée, il pleut. »
est fausse car il peut y avoir d’autres raisons pour une rue mouikéexp lavage).

(2) Assertion A : « Je réussis I'examen. »
Assertion B : « Je recois les points ECTS. »

On peut les combiner ainsi :
« Si je reussis I'examen, alors je recois les points ECTS. »
en symboles : Je réussis I'examen.Je recois les points ECTS.

C’est également une assertion vraie.
(3) Assertion A:«x =1»
Assertion B : Qx =2 »

Nouvelle assertion vraie :x=1 = 2z = 2. »
On pourrait aussi écrire :2e =2 < x =1.»

Répétons que nous n'avons rien dit sur la vérité des assertions A edus. &ons seulement
constaté une relation entre les deux assertions.

(4) Assertion A:«x =1»
Assertion B : «? = 1 »

Nouvelle assertion vraie :x=1 = 22 = 1. »
On pourrait aussi écrire :x¢ =1 <=2 = 1.»

(5) (Juste pour montrer qu'on peut aussi obtenir des assertiorsefal)s
Assertion A «x = 1»
Assertion B : Qx = 4 »

Nouvelle assertion (fausse!) ixx=1 = 2z =4.»

«A = B»et«A < B»doivent étre bien distingués!
Voici un exemple d’une utilisation incorrecte :
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S'il fait nuit, alors les phares des voitures sont allumés. Les pharegfie woiture sont
allumés, donc il fait nuit.

Equivalence

Si une assertion est vraie si et seulement si une autre est vraierlerdpééquivalencedes deux
assertions, notées. Le symboles indique I'’équivalence; il veut dire que les deux implicatioas
et < sont vraies en méme temps. Il se dit « est équivalent a », « si et seulgimeatc.

Exemples :

(1) Je recois les points ECTS si et seulement si je réussis I'examen.
En symboles : Je recois les points ECESJe réussis I'examen.

(2) Soitz un nombre réel. On 2z = 2, si et seulement s = 1.
Ensymboles2z =2 < z=1

(3) Soitz un nombre réel. On a2 = 1, si et seulement si = 1 ouz = —1.
Ensymbolesz? =1 < (x=1ouxr = —1)

Discutons d'abord pourquoi il n'y a pas d’exemple avec une rue mouill&essertion : « La rue est
mouillée.= Il pleut. » est fausse (car quelqu’un pourrait nettoyer sa voiturédtsiil ne s’agit pas
d’une équivalence. Aussi l'assertion 2& = 1 < x = 1 » est fausse, car I'assertion& =1 = z =

1 » est fausse, parce que= —1 est une autre solution.

Voici un autre exemple de proposition.

Proposition 1.7. Soientn, m des entiers relatifs. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) n est pair.

(i) n + 2m est pair.

] Si on démontre une équivalence, il faut démontrer les deux assegi@is=.

Démonstration.« (i) = (ii) » : On suppose que (i) est vrai : queest pair. Il existe dong € Z tel
quen = 2q. Alors,n + 2m = 2q + 2m = 2(q + m). Doncn + 2m est pair.

« (i) < (ii) » : On suppose que (ii) est vrai:+ 2m est pair. Il existe dong € Z tel quen +2m = 2q.
Alors,n = 2q — 2m = 2(q — m). Doncn est pair. O

Comment manipuler des équations

On commence cette petite partie par un avertissement :

Faites bien attention au symbeote, <, < a utiliser.

C’est une grande source d’erreur au début.

Nous allons insister sur I'utilisation des symboles=, <, < dans les manipulations des équa-
tions.
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Voici un exemple. Soit: un nombre réel.

P +3=4x -1 | — (4z — 1)
= 2 —4r+4=0
= (x—2)2=0 Na
= r—2=0 | +2
= T =2

Notre calcul montre : si € R est une solution de I'égalité’ +3 = 42—1, alorsz = 2. Elle ne montre
pas quer = 2 est une solution. Mais cette derniére assertion est aussi cor@cte3 = 4 -2 — 1.
Nous pouvons rajouter une autre ligne en bas de notre calcul :

=22 +3=4z—1.

Nous avons fermé le cercle : on peut déduire de la vérité de n'importellagies assertions dans
le calcul la vérité des autres en suivant les fleches d’'implication. Doriesiées manipulations que
nous avons faites sont en effet des équivalences : on auraitipai<écau lieu de= a chaque fois. On
pourrait aussi verifier que chacune des implications que nous avotesé&st en fait une équivalence.
Vous pensez peut-étre que les remarques précédentes ne sontsgabtligés sans importance.
Considérons encore une fois un nombre réet faisons le calcul suivant :

z? = -9 | carré
= at =81 Fa
= r=30ux=-3

Les manipulations sont correctes et ce calcul montre :sR est une solution de I'égalité’> = —9,
alorsz = 3 ouz = —3. Mais, ni I'un ni l'autre n’est une solution de I'équation de départ ! frqooi ?
Parce que notre équation du début ne possede aucune solutioR.daosc, attention a veérifier que
vos calculs donnent une solution au probléme initial.

Que pensez-vous des arguments suivants ? Sejemideux nombres réels.

n=m |-n
= n? =nm | 4+ n?
= n?+n*=n’+nm
= 2n? = n? +nm | — 2nm
= 2n? — 2nm = n? + nm — 2nm
= 2n? — 2nm = n? — nm
= 2(n* —nm) =1 (n* — nm) | : (n® — nm)
= 2=1

Nous avons donc démontré : Si= m, alors2 = 1. L'égalité n = m peut étre facilement satisfaite,
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La faute se passe dans la derniére implication. Elle est fausge-shm = 0 (c’est d’ailleurs le cas
quandn = m), parce que dans ce cas, nous divisons par zéro. Notez que quek®ifla valeur de
n? — nm, multiplier par cette expression donne une implication :

a(n? —nm) = b(n®> —nm) < a =b.

Nous avons donc mis> ou < aurait été correct. Mais= dans la derniére ligne ne nous permet plus
de déduire que l'assertich= 1 est vraie. Ouf, sauvés.

Encore un autre... Soient m deux nombres réels.

m=n+1 | —m
= O=n+1-m | -4
= 0=4n+4—4m | 4+ (n? — 2mn +m?)
= n? —2mn 4+ m? = n® + 4n + 4 — 2mn — 4m + m?
= (n—m)? = (n+2)* —2(n+2)m+m?
= (n—m)? = (n+2—m)? I/~
= n—m=n+2-m |+ (m —n)
= 0=2

Nous avons donc démontré : ®@i = n + 1, alors0 = 2. L'égalité m = n + 1 peut étre facilement
satisfaite, par exemple pat = 1 etn = 0. Alors I'assertior) = 2 est vraie. Nous avons donc encore

Indices, sommes et produits

Si nous avons une fonction qui dépend de deux variables, par ex¢aplg) = =2 + 2y, on peut les
numéroter en utilisant des indices, x5 (dans notre exemplefi(z1, x2) = 2% +2x5). Cela est surtout
utile si le nombre des variables n’est pas fixe, par exerfiple, zo, ..., z,). Nous avons aussi déja
utilisé des indices dans les sections précédentes, paf,gx. . . ., pn.
Vous connaissez peut-étre aussi les polynébmes. Un polynéme derdagréefficients rationnels est
une expression :

p(x) = aoz® + a1zt + asx® + - + apa”

avecag, a1, ..., a, € Q eta, # 0 (pour que le degré soit vraimentet pas inférieur). Evidlemment,
on peut faire la méme chose pour des coefficients dans un autre ense@ildgpr exempleR ou
Q).

Il est possible d’avoir deux indices. Par exemple, on peut numérotentees d’'une matricd de
taille n x m comme suit :

a1 a12 @13 ... G1m
a1 G2 @23 ... (2,
A=]a31 a32 a3z ... a3m
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On peut, par exemple, définir une matrice de taille 3 par la formule :
aij:=3-(i—1)+jpourl <i<3etl <j<3.
Cela donne

1
4
7

o 0o ot
© o w

Il peut méme nous arriver d’avoir des indices qui ont aussi des in@ige-mémes, par exemple :

An,la An,27 s An,en
On peut imaginer cet exemple comme une matrice, sauf que la longueur desvigiged'une ligne
a l'autre.

Définition 1.8. Le symbolelelta de Kroneckeest défini comme

1 sii=yj,
Oij = o
0 sii#j.

Par exemple, nous avons poue N

(5171 (5172 (5173 - (51771 1 0 0 0

(5271 5272 5273 C (52771 010 0
A= (5371 5372 (5373 A (53771 —10 0 1 0 ,

Out Onz Onz .o Oum 000 1

) )

c’'est la matrice « identité ».

Nous avons souvent utilisé les trois points. «». C'est une écriture suggestive, mais pas précise !
Vous pensez qui, 5,7, ... est la suite des nombres impairs supérieurs ou égauxais non, on
pourrait aussi vouloir parler des nombres premiers impairs. Donc, ilaux étre précis. Pour cela
on introduit les symboles et] | pour les sommes et les produits.

Voici des exemples :

e Notre polyndme ci-dessus s’écrit :
n
p(z) = aox® + a1zt + asx® + - + apz" = Z a;z".
i=0

Cette notation dit que I'indicéparcourt les: + 1 entiers entré etn (avec0 etn inclus).
>0 i=1+2+3+4+5=15

o [[0,i=1-2-3-4-5=120.
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o S0 i2=1242243% 442452 =55,
o [10,i%=1%2-2%2.3%.42. 5% = 14400.

e Cas spécial de la somme vide : Soiént a des entiers relatifs. Alors

b
a0
i=a

pour n'importe quet;.

e Cas spécial du produit vide : Soidnk a des entiers relatifs. Alors

b
Hai =1
1=a

pour n'importe quek;.

Définition 1.9. Pour un entier naturek on définitn factoriellecomme

Noter le cas spéci@l = 1 qui correspond au produit vide. Nous avons déja vu le cas sgéeial 20
plus haut.

Récurrence

Une méthode de preuve trés souvent utilisée edétaonstration par récurrence Nous commen-
gons par un exemple qui — selon la légende — est di a Gaul3 quand il &ait &on professeur

voulait occuper les enfants et leur a demandé de calculer la somme des eatigels jusqu’a 100,

c'est-a-direl +2 + --- + 100 = E}S{ i. Gauld a trouveé la réponse tout de suit#50. On peut

s’imaginer que son professeur n’était pas content car il lui fallait afotsser d’autres choses pour
occuper les enfants.

Proposition 1.10(« Petit Gaul ») Pour tout nombre naturet > 1, on a la formule :

Zn: . n(n+1)
1= ——".
, 2

=1
Démonstration.

(1) On commence toujours par une vérification de la formule au cas minimal=cl :

Zizlé 1(1—1—1).
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(2) Supposons que nous savons déja que la formule est vraieapeurn (par ex.m = 1). Nous
allons la démontrer pour = m + 1 :

m+1 m
di= (D i)+ (m+1) =" m(m; D +(m+1)
=1 =1

~m(m+1)+2m+1)  (m+1)(m+2)

2 2

(3) Ce que nous avons fait suffit déja pour conclure que la formuberaist pour toutr > 1 :

Pour le cas, = 1 on utilise (1).

Puis on utilise (2) pour conclureducas=1lecasn =1+1=2.
Puis on utilise (2) pour conclure ducas=2lecasn =2+ 1 = 3.
Puis on utilise (2) pour conclure du cas=3lecasn =3+ 1 =4.
On se convainc que par ce processus on traite tous fes.

Le principe de la démonstration précédente s’appelle « démonstratiorcperere ».
Nous formalisons ce principe maintenant. Séfi:) une assertion (pour un entier), par exemple

n(n+1)

n
An): 1424 4+n=) i= 5
=1

Les trois étapes dans la preuve sont appelées ainsi :

Initialisation Démontrer que I'assertioA(0) est vraie.

Hérédité Pour toutn dansN, démontrer que I'assertiaf(n) implique I'assertiomrA(n + 1).
Conclusion Pour toutn dansN, I'assertionA(n) est vraie.

Un autre exemple :

Proposition 1.11(Somme des premiers nombres impai3yur tout nombre naturet > 1, on ala
formule

1+3+454--+(2n—1)=)» (2i—1)=n".
=1

Démonstration.Nous voulons démontrer I'assertion

A(n) : 1—|—3—i—5—|—~--—|—(2n—1):i(%—l):n2
i=1

pour tout nombre naturel > 1.

Initialisation : Pourn = 1 onal = 12, doncA(1) est vraie.
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Hérédité : « A(n) = A(n+ 1) » : Supposons donc que pourc N I'assertionA(n) est vraie.

n+1 n
SEi-1)= (> @-0))+@n+1) 2 @nt1)=(m+1)?

i=1 i=1

doncA(n + 1) est vraie.

Conclusion : Pour toutn € Nygonad . (2i — 1) = n?.

Pour simplifier, nous allons utiliser les notations suivantes.

Notation 1.12. Soitng un entier naturel ; on not&-,,, 'ensemble des entiers naturels supérieurs ou
égaux ang etNs,,, 'ensemble des entiers naturels strictement supérieurs. a

Le principe de récurrence a plusieurs variantes.
Proposition 1.13(Variantes du principe de récurrence)

Changement d'initialisation Soientny dansN et, pour toutn dansN supérieur ou égal &, une
assertionA(n). Alors :

(A(no) A (Yn € N>py, A(n) = A(n+1))) = (Vn € N>y, A(n)).

Récurrence forte Soit, pour tout: dansN, une assertiomi(n). Alors

(A(0) A (Vn € N, (A(0) et A(1)... etA(n)) = A(n+1))) = (¥n € N, A(n)).

Récurrence finie SoientN et M dansN, avecN < M et pour tout entier» dans{N, ..., M}, une
assertionA(n). Alors

(A(N) A (Yn € {N,...,M — 1}, A(n) = A(n +1))) = (Yn € {N, ..., M}, A(n)).

Récurrence finie descendanteSoientN et M dansN, avecN < M et pour tout entiem dans
{N,..., M}, une assertiom(n). Alors

(A(M)A (Vn € {N +1,...,M},A(n) = A(n — 1))) = (Vn € {N,..., M}, A(n)).

Nous connaissons maintenant les principes les plus importants des détmrstra

e démonstration directe ;

démonstration de la contraposée (c’est une démonstration indirecte) ;

démontration par I'absurde (c’est une démonstration indirecte) ;

démonstration qu’une assertion est fausse par un contrexemple ;

démonstration par récurrence.
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Développement du binbme de Newton

Définition 1.14. Soientn € N etk € Z Pour0 < k£ < n, nous définissons leoefficient binomial

comme
A n!
k] kl(n—k)

£)-

En allemand on prononce i Uberk » ou «k ausn ». En anglais on dit : « choosek ». En francais
on note ausst’* (pour « combinaison de parmik »).

Pourk > n ouk < 0 on définit

Exemple 1.15.

e Pour toutn dansN, on a<n> = <n> =
0 n
e Pour toutn dansN-(, on a ") = " =n.
1 n—1

Lemme 1.16.Pourn, k € N etk < n nous avons :

() =6")

Lemme 1.17.Pourn, k € N etk < n nous avons :

() -1t

=1
Démonstration.Exercice. O
Proposition 1.18(Formule de PascalPour toutk,n € Non a:
n n n+1

Démonstration.On vérifie immédiatement 'égalité recherchéeisk 0 ou & > n. On peut donc
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supposeil < k < n. Laformule se vérifie par le calcul suivant :

n n n! n!
(k) * (k—l) S Hm—R) =Dl n—k+ 1)

E(n+1—k)!
(1)
Ckl(n+1-k)!

_[n+1
= N .
Nous donnons maintenant I'explication combinatoire du coefficient binomial.

Proposition 1.19. Pour tousn et £ dansN>1, le coefficient binomia Z exprime le nombre de
possibilités pour choisik entiers parmil, 2, ..., n (I'ordre ne jouant aucun réle).

Démonstration.Par récurrence sut.

Initialisation : Pourn = 1 etk = 1 il n’existe qu’une seule possibilité {H) = 1, donc l'assertion

est vraie.

Hérédité : «n = n + 1» : On cherche a sélectionnkrentiers parmil, ..., n + 1. On distingue
selon deux cas : soit on sélectionne- 1, soit on ne le sélectionne pas.
Si on choisitn + 1, il nous restek — 1 entiers a choisir, parmi, ..., n. Par hypothése de
récurrence, il exist<k i 1) possibilités de choisit — 1 nombres parmi, 2, ...,n. Dong, il
existe i i . possibilités de choisit éléments parmi, 2, ...,n+1 ala condition quer + 1
est choisi.
Sion ne choisit pas + 1, cela signifie gu’on va choisir ndsentiers parmi, . .., n. Encore par
I'hypothése de récurrence, il exis eZ possibilités de choisik éléments parmi,2,...,n;

c’est-a-dire qu'il exist Z possibilités de choisik entiers parmi, 2, ..., n+1 alacondition
quen + 1 n’est pas choisi.

Donc, le nombre de possibilités de choisientiers parmil,2,...,n + 1 est

o) ()= 03)
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par la formule de Pascal (proposition 1.18).

O]

Par exemple, le nombre de possibilités de choisir 6 nombres gaemi. ., 49 (Lotto allemand) est

<469> = 13983816.

Théoréme 1.20(Formule du bindme de Newtanpoitn € N. Pour touta, b (nombres réels, ration-
nels, complexes, entiers, etc.) nous avons :

(a+b)" = (Z) akpk,
k=0

Démonstration.Par récurrence.

e 0
Initialisation: Pourn = Oona(a+b)° = 1ety ), (:) akpr—k = (O) a’s’ = 1, donc

I'assertion est vraie.

Hérédité : «n = n+1»: Nous supposons que pouic N I'égalité (a+b)" = >}, <Z> akpn—k

a déja été demontrée. Nous faisons le calcul suivant :

(a+b)"" = (a+b)"- (a+)

I
—~
3
S -/ N
> 3
~___~
Q
e
>
7
x~
SN—
=
+
=

_ 0pn+l S n n kpn+l—k n+170
=ab b b
ol (VRS ) ECl

n
0pnt1 n+1) jniiok | nt1p0
=a’b E b b
a —|—k_1< 1 )a +a

n+1
=, <n N 1) akprti=k
k
k=0

Nous avons utilisé la formule de Pascal (proposifion]1.18).



22 CHAPITRE I. INTRODUCTION AUX MATHEMATIQUES A L’'UNIVERSITE

2 Logique élémentaire
Objectifs :

e Maitriser la conjonction, disjonction, négation d’assertions ainsi que les iatiplis, I'équiva-
lence et la contraposée;;

e maitriser les quantificateuvset 3;
e maitriser le calcul avec les tables de vérité.

Une grande partie du contenu de cette section a déja été traitée dans ldecburSchlenker pendant
la semaine préparatoire. On donnera donc parfois moins de détails au cour

Dans la section précédente, nous avons déja considéré le concagsedmns et nous avons introduit
d’un point de vue intuitif les implications et I'équivalence. Nous allons maimteétudier d’autres
opérations sur les assertions et formaliser les implications.

Et et ou ou ou et et

Sion a une assertion, son contraire en est une autre, appelégatin (par ex. « Il pleut. » Négation :
« Il ne pleut pas. »). On peut aussi combiner deux assertions pagtuncu un «ou» (par ex. « est
pair et x est positif. » ; «¢ = 2 ou z est impair. »).

Nous allons étudier ces trois constructions de plus prés. Pour cela llans wiliser les tables de
vérité. Pour ceux qui aiment bien I'informatique, cela peut aider d’utilisendeléle des circuits
électrigues comme dans le livre de Schichl/Steinbauer.

Définition 2.1. SoientA et B des assertions.

(a) La conjonction « et » (symbole :A)
« Et» en mathématiques a la méme signification qu’au quotidien :

L'assertionA et B (en symboles A A B) est vraie si et seulementdiet B sont vraies.

(b) Ladisjonction « ou » (symbole :V)
« Ou » en mathématiques a la signification suivante :
L'assertion «A ou B » (en symboles A v B) est vraie si au moins une des assertiohsB est
vraie.
(c) La négation (symbole :—)
La négation ded est I'assertion « noM » (en symboles-+A) qui est vraie si et seulement 4i

est faux.

Introduisons maintenant le formalisme (facile !) des tables de vérité (v=fwrdgux) a I'exemple de
la conjonction.
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A | B| AN B | Explication

V|V v Si A est vrai etB est vrai, alors 4 A B) est vrai.
v | f f Si A est vrai etB est faux, alors4 A B) est faux.
flv f Si A est faux etB est vrai, alors 4 A B) est faux.
flf f Si A est faux etB est faux, alors4 A B) est faux.

(1) P est étudiant(e) de ce cowtsP habite a Luxembourg.
(2 z2=1etz >0

Regardons (2) de plus prés. Sdif’assertion «?> = 1 » et B l'assertion « > 0 ».
e © = 1:Cestle cas de larangée 1; alors, I'assertion est vraie.
e r = —1:cC'estle cas de larangée 2; alors, I'assertion est fausse.
e © #1letx>0:cCestlecasdelarangée 3; alors, I'assertion est fausse.
e r £ —1etx <0:c'estle casdelarangée 4; alors, I'assertion est fausse.

\oici, la table de vérité pour la disjonction :

A|B| AVvB
V|V v
v | f v
flv v
f|f f

(1) P est étudiant(e) de ce couns P habite a Luxembourg.
(2) z2=10uz >0

Regardons (2) de plus prés. Sdif’assertion «z? = 1 » et B I'assertion « > 0 ».
e © = 1:C'estle cas de larangée 1; alors, I'assertion est vraie.
e 1 = —1:cC'estle cas de larangée 2; alors, I'assertion est vraie.
e r#£ 1etx > 0:cCestlecasdelarangée 3; alors, I'assertion est vraie.
e r # —1letx <0:cestlecasdelarangée 4; alors, I'assertion est fausse.

Notez que « ou » au quotidien est souvent utilisé de maniére exclusiveule?mous du café ou du
thé ? » ; « Allez-vous a droite ou a gauche ? ». C’est soit I'un, soit I'aB&e en maths : Si et B sont
vraies, alors I'assertion4d v B) est vraie. Mais, aussi au quotidien on peut utiliser « ou » comme en
maths : « Si c’est votre anniversaire ou si vous réussissez I'exgenenils félicite. » Je vous félicite
méme si vous réussissez votre examen le jour de votre anniversaire.

Pour étre comlet, nous donnons la table de vérité de la négation qui est facile
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Al -A
\% f
f \Y

Voici, des exemples de négations :

(1) Il pleut.
Négation :Il ne pleut pas.
2)xz=1
Négation :z # 1
(3) Il est luxembourgeoist il étudie a I'Université du Luxembourg.
Négation :Il n'est pas luxembourgeomu il n’étudie pas a I'Université du Luxem-
bourg.
4) z2=1etz >0
Négation :z2 # 1ouz < 0

Soulignons ce que nous avons vu dans les exemples (3) et (4) :
’ Lors de la négation, « et » et « ou » sont a échanger !
Voici la proposition qui exprime cela.

Proposition 2.2(De Morgan) SoientA, B des assertions. Alors :
(@) —~(AAB)=(-4)V (-B),
(b) =(AV B) = (=A4) A (=B).

Démonstration.L'assertion (a) se voit par I'égalité de la 3éme et la derniére colonnelaaaisle de
Vérité :

A|B| AANB|~(AAB) | -A | -B | (-4) Vv (=-B)
V|V v f f f f
v | f f v f v v
flv f v \Y; f v
f|f f v \Y; v v
La démonstration de (b) est similaire. Ol

Mentionnons encore ldouble négation: on vérifie immédiatement que(—A) = A ; donc la néga-
tion de la négation d'une assertion est égale a I'assertion du débutstdaux que I'assertionl est
fausse, alors! est vraie. Voici, quelques exemples :

e |l n'est pas vrai que le Luxembourg n'appartient pas a I'UE.
e Je ne vais pas m’abstenir de voter.
e «—(x # 1) » est une facon compliquée pour écrire « 1 ».

Pour finir, nous donnons un théoréme qui résume quelques réglesepmalcul avec les symboles
V, A, —. La démonstration se fait par tables de vérité.
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Théoréme 2.3.SoientA, B, C des assertions. Alors les égalités suivantes sont vraies.

(@ AvB=BVA,
AN B = B A A (commutativité) ;

(b) AV(BVC)=(AVB)VC,
AN(BANC)=(ANB)AC (associativite) ;

(©) AV(BAC)=(AVB)A(AVC),
AN(BVC)=(AAB)V (AAC) (distributivité) ;

d) AV (BAA) = 4,
AN(BVA)=A;

(e) AvVA=A,
ANA=A;
M AV f=A4,
ANv=Aj;ici, vetf sontles assertions qui sont toujours vraies/fausses.
(9) Avov =,
AN =T,
(h)y AV (-A) =,
AN(RA)=Ff;
(i) ~(=A4) =4;

() ~(AV B) = (=A4) A (=B),
—(A AN B) = (—A) V (—B) (régles de de Morgan).

De I'existence pour tout

Il y a peut-étre une personne parmi vous qui a deux freres. Esteeefte personne dit la vérité
quand elle dit : « J'ai un frére » ? Evidemment que oui! Si on a deuedréon en a aussi un. Un
mathématicien ayant un frere et pas deux dirait : « J'ai un fréere etwlm $®1 « J'ai précisement un
frere. »

Une autre personne n’'a pas de frére du tout. A-t-elle raison si elle dibug mes freres ont les
cheveux verts » ? La réponse est encore : oui.

« |l existe » veut dire : il existe au moins un. Il peut y en avoir plus d'wuv&nt on utilise le symbole
d pour « il existe ». S'il existe un, mais pas deux ou plus, alors on dit quexistieeun et un seul »
ou « il existe un unique ». Dans ce cas, on écrit souvetibx Les deux points « : » possedent la
signification « tel(s) que ».

Exemples :

(1) (vrai) Il y a un étudiant dans cette salle.



26 CHAPITRE I. INTRODUCTION AUX MATHEMATIQUES A L’'UNIVERSITE

(2) (vrai) Il existe un nombre rationneltel que2x = 2 (en symbolesdz € Q : 2z =
2).

(3) (vrai) Il existe un et un seul nombre rationnetel que2x = 2 (en symboles :
Nz eQ:2zx=2).

(4) (vrai) Il existe un nombre rationneltel quez? = 1 (en symboles3z € Q : 22 =
1).

(5) (vrai) Il existe un et un seul nombre rationnetel quez? = 1 etz > 0 (en
symboles 3'x € Q: (22 =1 Az > 0)).

(6) (faux) Il existe un et un seul nombre rationnetel quez? = 1 (en symboles :
JrecQ:z?=1).

(7) (vrai) L'équationa® + b* = ¢? posséde une solution en entiers positifs non nuls.
Démonstration3? + 42 = 52,

(8) (vrai) Tous les étudiants dans cette salle étudient a I'Université derhbmurg.

(9) (vrai) Pour tout nombre rationnej on ax? > 0 (en symbolesYx € Q : 2 > 0)).

(10) (vrai) Le carré de tout entier relatif pair est divisible pgen symbolesVYn € Z :

(2| n=4|n?).
Démonstration Soitn € Z (arbitraire) tel que | n. Alors,n = 2m pour unm € Z
et doncn? = 4m? est divisible par.

(11) (vrai) Tout nombre réel non-négatif est le carré d’'un nombeé nén-négatif (en
symboles ¥z € R>g,3y € R>g : y?> = z ol R> est I'ensemble de tous les
nombres réels non-négatifs).

Démonstration Soitz € R>( (arbitraire). On prendra = +/x, sa racine carrée.

(12) (faux) Le carré de tout nombre réel est supérigufen symbolesVz € Q : 22 >
0).
Démonstration L'assertion est fausse pour= 0.

Pour démontrer une assertion d’existence, il suffit de donner un égemp

Pour démontrer une assertion de la formémxe E : A(x)», on se donne un € E (arbitraire) et on
démontreA(x) pour cex.

Pour démontrer qu’'une assertion de la forméxe E : A(x)» est fausse, il suffit de donner
contre-exemple.

un

Le dernier point suit en fait du premier par les régles de négation queragardons maintenant.

(1) Tous les étudiants ont les cheveux blonds.
Négation :Il existe un étudiant qui n’a pas les cheveux blonds.

(2) Il existex tel quef(xz) = 0.
Négation :Pour toutz : f(x) # 0.

’ Si on fait la négation d’'une assertion, il faut écharget 3, et il faut échanger « » et «V ».
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La table de vérité de I'implication

Nous définissons maintenant I'implicatieh=- B par la table de vérité :

A|B| A=1B
V|V v
v | f f
flv \Y;
f|f \Y;

Voici une explication du choix de cette définition. SupposonsA4jue B est vraie. Alors :
e Si A estvraie,B est vraie aussi. Ceci exprime « I'implication ».
e Si A estfausse, on ne peut rien dire gir B peut étre vraie ou fausse.

En fait, si on exige ces deux propriétés, la table de véritédde- B ne peut étre que celle en
haut, comme on le vérifie directement. Il peut apparaitre contre-intuitif quieleséres deux lignes
expriment : « D’'une fausse assertidron peut conclure que toute assertiBrest vraie et qu’elle est
fausse. »

Proposition 2.4. SoientA, B des assertions. Alors :
(@ (A= B)=((-A)V B).

(b) (A= B) = (=(AA(=B))).

(©) (A= B) = ((-4) < (=B)).

La démonstration se fait par une table de vérité.

La partie (b) de la propositidn 2.4 donne une explication formelle pour les nigtnations par I'ab-
surde : si I'assertion « I'hypothésgest vraie et la conclusioB est fausse » est fausse (par exemple,
parce qu’on trouve une contradiction), alots= B est vrai.

Elle justifie aussi (encore une fois) la table de vérité définissant I'implicai@n(ne peut pas avoir

a la fois A vraie etB fausse »).

La contraposée

SoientA et B deux assertions. On appelle I'assertiofi«d) < (—B) » lacontraposée de{ = B).
La partie (c) de la propositidn_2.4 nous dit que I'assertiof «- B » est vraie, si et seulement si
«(—=A) < (—-B) » est vraie.

(1) Il pleut.= La rue est mouillée.
Formulation équivalente ll ne pleut pas«< La rue n’est pas mouillée.

(2) P estun point sur le cercle de rayoret de centre”. = La distance entré estC'
est égale a.
Formulation équivalente P n'est pas un point sur le cercle de rayeret de
centreC. < La distance entr@ estC est différente de.
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@ zr=1=22=1
Formulation équivalentez # 1 < 22 # 1
@4 ?=letz>0zx=1
Formulation équivalente (x? # 1 oux < 0) &z # 1

Quelquefois il est plus facile de démontrer la contraposée d’'une assguid’assertion elle-méme.
Proposition 2.5. Siz” +z + 1 = 0, alorsz # 1.

Démonstration.Nous ne cherchons pas a calculer les solutions de cette équation caeedted pas
demandées. Il est plus facile de démontrer la contraposéex «Sialorsz” + x + 1 # 0. » On voit
immédiatement que cette assertion est vraig€ar 1 + 1 = 3 # 0. O

Ne pas confondre la contraposéed) < (—B) avec(—A) = (—B).
Voici un exemple d'une utilisation erronnée () :

Les voitures ayant eu un accident sont cassées. Cette voiture réa pagccident, alors
elle n’est pas cassée.

3 Ensembles

Objectifs :
e Maitriser la notion intuitive d’ensemble, union, intersection, complément, etc.
e savoir démontrer des propriétés simples.

Cette section provient du cours préparatoire. Elle ne sera traitée querbaat.

Introduction

Les ensembles sont un outil indispensable en mathématiques. Nous ematanment besoin pour
décrire des fonctions. Notre approche des ensembles sera cellerdea é8éu début du 20éme siécle.
Une théorie plus rigoureuse ne peut pas étre enseignée au débtitdbss é

On peut décrire un ensemble en écrivant ses éléments. Par exemple :
e A={A B,C,D,...,X,Y, Z}, I'alphabet.
e 2=40,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 'ensemble des chiffres.

On utilise les accolades pour indiquer qu'’il s’agit d'un ensemble. Legtstdans un ensemble sont
appelésléments
Vous connaissez déja des ensembles de I'école :

e N=1{0,1,2,3,...} 'ensemble des nombres naturels/entiers non-négatifs,

e Z={...,—2,-1,0,1,2,...} 'ensemble des entiers relatifs,
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e Q, 'ensemble des nombres rationnels (les fractions),

¢ R, I'ensemble des nombres réels,

e C, I'ensemble des nombres complexes (voir le cours a ce sujet).
Nous utiliserons les notations suivantes :

e () pour 'ensemble vide ;

e c pourindiquer I'appartenance d’'un élément & un ensemble ;

e ¢ pourindiquer qu'un élément n'appartient pas a un ensemble ;

e #M pour indiquer le nombre d’éléments (le cardinal) d’'un ensemble.
Par exemple :

e 7R

e 7N

e 7¢cZ

—1¢N

1/2€Q
1/2¢7Z

A € A (A est élément de I'ensemhlé, I'alphabet.)

A ¢ Z (A n’est pas un élément de I'ensemble des chifftes
o #A =26

o #Z =10

Nous exigeons que les ensembles satisfassent les deux proprié&@sémtdles suivantes :

e Les éléments d’'un ensemble sont tous deux-a-deux distiett-a-dire qu’un seul objet n'est
pas deux fois élément d’'un seul ensembié,2, 2, 3} n’est qu’une écriture (non-minimale) de
{1,2,3}.

e Les éléments d’'un ensemble ne sont pas ordqr¥ést-a-dire qu’'un ensemble ne dépend |pas
de l'ordre dans lequel on écrit ses élémerts, 2,3} = {2,3,1}.

Une autre facon d’écrire un ensemble est de le définir par des propiligtes éléments. Par exemple :

e X={ zy |xz€ZyeZ}={0001,0203,...,99}.
—~  ——

éléments propriétés
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& = {P | P estétudiant(e) de ce coufsl’'ensemble des étudiants de ce cours.

L = {P | P estun/une Luxembourgeois(g)'ensemble de tous les Luxembourgeois.

B={ABC | A€ A,B € A,C € A}, 'ensemble de tous les mots de trois lettres. Noter
gue la virgule dans la description doit étre comprise comme « et » et pourmieénplacée
par «A ».

G = {n | n € N,n est pair}, 'ensemble des nombres naturels pairs.

Soienta, b € R. L'ensemble
[a,b] :={z |z € R,a <2 <b}
est appeldintervalle fermé entrex etb. (Pour les intervalles ouverts (semi-ouverts), on utilise

la notation|a, b[ (Ja, b]).)

La notion d’ensemble de Georg Cantor

La notion d’ensemble utilisée dans ce cours (et pendant la plupart dtwaess) est celle de Georg
Cantor :

Par ensemble, nous entendons toute colleclibr’objetsm de notre intuition ou de
notre pensée, définet distincts ces objets étant appelés les élémeletd/.

Interprétation :
e objet : « objet mathématique »;
e collection : 'ensemble sera un nouvel objet mathématique ;
e définis : les objets doivent étre clairement définis ;
e distincts : il doit étre clair si deux objets sont égaux ou distincts.

Il'y a des subtilités avec les ensembles que vous n'allez pas rencomdame/os études (sauf dans
un cours de logigue mathématique). C'est a cause de cela qu'il fautteriliser une notion plus
moderne. Pour les mathématiques que nous allons faire, cela ne fera dgiféénence.
Voici un probléme avec la notion de Cantor : le paradoxe de Russell. lliem@il n'existe pas
d’ensemble de tous les ensembles.
En effet, supposons par I'absurde que I'ensemble de tous les ensexistes appelons I€. Nous
pouvons alors considérer le sous-ensemblge () formé des ensembles tels queX n’est pas un
élément de I'ensembl¥ :

A={XeQX ¢ X}.

Qu’en est-il alors ded ? Si A est un élément dd (A € A), alors par définition del, A n’est pas un
élément ded (A ¢ A). EtsiA n’est pas un élément dé (A ¢ A), alors par définition del, A estun
élément ded (A € A). Aucune de ces deux options n’est donc possible.
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Sous-ensembles et opérations sur les ensembles

Définition 3.1. SoientA, B des ensembles.
e B est appelé&ous-ensemble/partie desi pour toutb € B on ab € A. Notation : B C A.
e A etB sontappeléggauxsi A C BetB C A. Notation: A = B.

e On appelle 'ensemble
A\ B:={ala€ Aa ¢ B}

le complément ou la différence de dansA.

e On appelle 'ensemble
AUB:={ala€ AVac B}

la réunion deA et B.

e On appelle 'ensemble
ANB:={a|la€ ANa€ B}

l'intersection deA et B.
e SionaAnB = (), on appelleAU B la réunion disjointe ded et B. Notation : AU B ou ALl B.

e On appelle 'ensemble
Ax B={(a,b)|ac A be B}

le produit cartésien dd et B. Ses éléments sont aussi appelésples

Par exemple :

e {A,D,Z} C A.

e {1,2,3,4} C Z;aussi{1,2,3,4} CN.

e GCN

e [1,2] CR

e Z\{1,2,3,4} = {0,5,6,7,8,9}.

e {1,2,3,4}\{2,3,4,5} = {1}.

e {1,2,3}\ Z=0.

e [1,3]\[2,3] =[1,2[

o {1,2}U{8,9} =1{1,2,8,9} = {1,2} U {8,9}

e {1,2,3}U{3,4,5} ={1,2,3,4,5}. (Tout élément n’appartient qu’une fois a I'ensemble !

o [1,3]N[2,4] = [2,3]



32 CHAPITRE I. INTRODUCTION AUX MATHEMATIQUES A L’'UNIVERSITE

o LNE& ={A| A estLuxembourgeois et étudiant de ce cdurs
e N x N estI'ensemble de tous les couplesb) aveca, b € N.
o Ax Z={(A0),(A1),...,(A4,9),(B,0),(B,1),...,(B,9),(C,0),....(Z,9)}

o {n|neZ,2dvisen} N{n|n € Z,3dvisen} ={n|n € Z,6 divisen}.

Quelques propriétés

Lemme 3.2. Soient4, B, C des ensembles. Alors, les assertions suivantes sont vraies :
@ ANn(BUC)=(ANB)U((ANC)

(b) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Démonstration.(a) Nous nous souvenons que deux ensembles sont égaux si I'smusseénsemble
de l'autre et réciproguement. Nous allons alors montrer les deux inclusions

(1) AN(BUC)C (ANB)U(ANC)

(2 An(BUC)2 (ANB)U(ANC)

Par définition deC il faut montrer :

Q) z€ AN(BUC) =z € (ANB)U(ANC).
(2 € (ANB)U(ANC)=z€ AN (BUCQ).

(1) Soitz € AN (BUCQC).

=rcANzx e (BUC)

=zrcAN(xeBVzel)

=(xeANzeB)V(re ANz eC)

zxcANBvVze AnC

=z (ANB)U(ANC)

Nous avons démontré (1). Dans les calculs on s’est servi des ragletepcalcul avec les symboles
«V, A» du théorenie2] 3.

(2) Soitz € (ANB)U(ANC)

rxcANBVvVze ANnC

=(xeANzeB)V(xre ANz eC)

ze€AN(xeBVzel)

=z AN(BUC).

Nous avons démontré (2), et donc (a).

(b) Exercicd_3.b. O

Nous avons vu que l'intersection correspond au 4 etét la réunion au « ou/». Dans le prochain
lemme nous voyons que le complément correspond a la négation.
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Lemme 3.3. SoientE un ensembleA et B des parties deZ et A = E\ AetB = E\ B, les
complémentaires dd et BdansE ;ona:

@ ANA=0etAUA=F (autrementditA U A = E);
(b) E\ (E\ A) = A (autrement ditd = A);

(c) ACB< BCA;

(dy AUB=ANB;

(e) ANB=AUB.

Démonstration.

(a) Supposons par I'absurde que l'intersection A est non vide. Soit alors un élément dand N A.
Ona:x € ANz ¢ A. Ceciestimpossible, dont N A est vide.

CommeA et A sont des sous-ensemblesideur union I'est aussi : ondUA C E. Démontrons
maintenant que? est inclus dans I'uniom U A. Pour cela, soit: un élément de. On a :
r € AVvax ¢ A Ceciprouve que appartient 34 U A. Ainsi, on aFE C A U A, et finalement
I'égalité.

(b) Soitz dansE ;ona:
reE\(E\A)er¢dE\Aes~(recE\A) & (¢ A) exeA
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
(c) Laclé dans cette démonstration est la contraposée. Par définitiohydioneB C A signifie
VeeE:(x¢gB=x¢gA).

On reconnait que I'assertion entre paranthéses est la contrapd&ssdeion entre paranthéses
de
VyeFE:(xte A=z € B),

qui signifie précisemem C B.
(d) Soitz dansFE;ona:
r€AUB< ¢ AUB&S ~(r € AUB) & ~(xr € AVz € B)
s -(reA)AN~(zeB)ereANreBsxe ANB.
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.

(e) Ona, d'aprés (b) et (d) :

ANB=ANB=AUB=AUB.
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Exercices sur les ensembles
Exercice 3.4. Soient
A ={n|n e N,nestdivisible pak } et B = {n | n € N, n est divisible pab }.
(a) Décrire l'intersectionA N B.
(b) Décrire la réunionA U B.
(c) Décrire le complémenB \ A.
(d) Décrire le complément \ B.
(e) Donner le cardinal d¢12,27] N A et de[12,27] N B.
Exercice 3.5. (Deuxiéme partie du lemrhe B.2.) SoiehtB et C des ensembles. Démontrer :
AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC).
Exercice 3.6.(a) SoientA et B des ensembles. Démontrer :

1) ACB < A=ANB < B=AUB;
2 AnNB=0) < A\B=A.

(b) SoientE’ un ensemble ed, B des sous-ensembles Be Démontrer :
(1) AnB=0«<—= BCE\A< ACFE\B;

(2 AUB=FE<~— FE\ACB<«<= FE\BCA.

Corrigé des exercices sur les ensembles
Exercice[3.4.Soient
A={n|neN,nestdivisible pak } et B = {n | n € N, n est divisible pab }.

(@) AnB = {n|n e N,nestdivisible pad0 }.

Raison : un entier relatit est divisible pan 0 si et seulement s'il est divisible paret5.
(b) AUB = {n | n € N,n est divisible pa® ou par2 }.
(c) B\ A={n|n € N,nestdivisible pab et n’est pas divisible pal0 }.
(d) A\ B ={n|n € N,nestdivisible pae et n'est pas divisible p& }.

(e) [12,27] N A = {12,14, 16, 18, 20, 22, 24, 26}, donc son cardinal est
[12,27] N B = {15,20, 25}, donc son cardinal e8t
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Exercice[3.5.SoientA, B et C des ensembles. On a:

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Avec la méme argumentation que pour (a) du lerhmk 3.2, nous devons démontrer :

1) zeAu(BNC)=ze(AUB)N(AUC).
2ze(AUuB)N(AUC)=2€ AU(BNCQC).

(1) Soitz € AU(BNC(C)
=zr€AVze(BNC)
=zrc€AV(xe BAhze(O)

= (reAvVvezeB)AN(ze AVael)
=x€AUBAxz e AUC

=z (AUB)N(AUCQC)

Nous avons démontré (1).

(2) Soitz € (AUB)N(AUC)
>x€eAUBAx e AUC
=(xeAVvzeB)AN(zecAvael)
=zrcAV(re BNz el)
=ze€Avze(BnNC)
=zcAU(BNC)

Nous avons démontré (2) et donc I'assertion demandée.
Exercice[3.6.

(a) SoientA et B des ensembles. On a:

1) ACB < A=ANB < B=AUB.
Raison : 1l y a plusieures maniéres pour démontrer cela. Nous en doonen
Commencons par les équivalences suivantes :

ACB&e (reA=zxeB)e (reAes (e ANz eB)< A=ANB.

Regardons maintenant les équivalences suivantes :

ACBe (reA=z2zeB)s(reBs(xreAvereB) < B=AUB.

(2 AnB=0 < A\ B=A.
Raison :

35

ANB=0& (rcA=2¢B)cA\B={z|zc ANz ¢B}={z|zec A} =A.

(b) SoientE un ensemble efl, B des sous-ensembles feOn a:



36 CHAPITRE I. INTRODUCTION AUX MATHEMATIQUES A L’'UNIVERSITE

1) AnB=(0«<—=BCFE\A<= ACFE\B.
Raison : D'abord nous avons les équivalences

ANB=0&VaeeFE:(reA=2¢B)< ACFE\B.
Pour voir le reste il suffit de prendre la contraposée de l'assevtior £ : (r € A =z ¢
B)estVz € E: (z € B= x ¢ A) qui équivaut a l'inclusior’B C E \ A.
(2 AUB=FE<~— FE\ACB<«<= FE\BCA.

Ces équivalences peuvent étre démontrées avec des arguments sinhMlaisess est aussi
possible d’appliquer les regles pour les compléments dans le [emme 3.3 AilesEb:

4  Applications et fonctions

Objectifs :
e Maitriser les notions d’application, d’'image, d'image réciproque, etc. ;
e maitriser les notions d’injectivité, de surjectivité et de bijectivité ;
e savoir démontrer des propriétés simples.

Cette section provient du cours préparatoire. Elle ne sera traitée querbaat.
Dans ce cours, nous utilisons les mots « application » et « fonction » commembeymes.

La notion d’une application/fonction

Commencons par des exemples :

e Considérons l'applicatiori : R — R donnée par la réglg(x) = =2 pour toutr € R.

source but

On dit quex? est 'image der par f. Par exemple 4 est I'image de2 par f.

On dit aussi quée est une image réciproque/un antécédant par /. Noter que—2 est un autre
antécédant, donc les antécédants ne sont pas uniques.

Si une application est donnée par une régle corfinmn écrit la régle aussi comme?s 22 ou

x — 22 tout court.

Limage def est la partie du but dans laquelle tout élément posséde au moins un antécéda
Dans notre cas onlan(f) = {z | x € R,z > 0} = R>,.

e A = {1,2,3}, B = {X,Y}. On voudrait définir une application : \/L — _B . Nous
source but
pouvons simplement le faire en posagfit) = X, g(2) =Y, g(3) = X.
Une autre possibilité seraj(1) = X, g(2) = Y, g(3) = Y, et encore une autrig1) = Y,
9(2) =Y, g(3) =Y (c’est une fonction constante).
Par contre, il n’est ni permis de posgil) = X, g(1) =Y, g(2) = X, ¢(3) =Y, ni suffisant
de posey(l) = X etg(2) =Y car:
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Dans la définition d’'une application/fonction, tout élément de la source dsiduler une et une
unigueimage dans le but.

e On peut définir I'applicatiors : £ — {homme, femmg par la régleS(P) = homme si la
personneP de I'ensemblel de tous les Luxembourgeois est un homme$ @) = femme
sinon.

Nous allons formaliser cette notion maintenant.

Définition 4.1. SoientA, B des ensembles. Umapplicationf : A — B est une régle qui associe a
tout élément € A un uniqueélémentf(a) € B.

On appelleA I'ensemble de départ ou la source flet B 'ensemble d’arrivée ou but dé

Les applications sont aussi appeléesctions

Soitf : A — B une application.

e Sia € A, on appellef(a) I'image dea par f.

SoitS C A un sous-ensemble. L'ensemble
f(8)=A{f(s)|seStcB

est appeld'image (directe) de5 par f.

L'ensemblef(A) = Im( f) est appeldimage def (tout court).

e Soitb € B. Touta € A tel quef(a) = b est appelé&une image réciproque (ou préimage ou
antécédant) dée (Un tel élément n’existe pas toujours et lorsqu’il existe, il n’est pagumen
général!).

e Soit7T C B un sous-ensemble. L’ensemble
fUT) ={alacA fla)eTyC A
est appeld'image réciproque (ou préimage ou antécédant]'gmr f.

e On appelle I'ensemble
{(a,f(a)) |]aec A} C Ax B

le graphe def.

Le graphe d¢g est comme vous le connaissez (le dessiner).
Injectivité, surjectivité, bijectivité
Définition 4.2. SoientA, B des ensembles ¢t: A — B une application.
e L'application f est appeléénjectivesi pour toutz, y € A I'assertion
flz)=fly)=>z=y

est vraie. Noter la formulation équivalentg :est injectif si et seulement si pour touty € A
distinctsz # y leurs images sont aussi distinctégr) # f(y).
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e L’application f est appelésurjectivesi pour toutb € B il existea € A tel quef(a) = b. Noter

que f est surjectif si et seulement$(A) = B.

e L'application f est appelédijectivesi elle est injective et surjective.

Regardons ce que ces notions veulent dire dans des exemples.

Considérons encore I'applicatigh: R — R donnée pag: — z2.
Alors, f n'est pas surjective car, par exemplel, ne posséde pas d’antécédant. Elle n’est pas
injective non plus, puisqug(—1) =1 = f(1).

Faisons une petite modification et considérons I'application

f1: R — RZO

xr = 22

Elle est surjective mais pas injective.
Modifions-la encore un peu et considérons I'application

fQZ RZO — R

x =zl

Maintenant, ell est injective mais pas surjective.
Finalement, considérons I'application

fg: Rzo — Rzo

r = 2

Maintenant elle est injective et surjective, donc bijective.

Regardons maintenant le deuxiéme exemple du début.dvec {1,2,3}, B = {X,Y} et
I'applicationg : A — Bparg(l) = X,g(2) =Y, g(3) = X.
Cette application est surjective. Il suffit qu'il existe une image réciprqupue chaque élément

de I'ensemble d’arrivée. Vérifions ceci : une image réciproqu& dest1 (une autre esd) et
une image réciproque dé est2.

Elle n’est pas injective, car et 3 sont deux éléments distincts dequi ont la méme valeur
g9(1) = X =g(3).

L'application S est surjective : il existe au moins un Luxembourgeois et au moins une Luxem-
bourgeoise (probablement présentes dans cette salle). Elle n’esjggéisén il y a plus qu’une
Luxembourgeoise ou il y a plus gu'un Luxembourgeois (probablemessi ptésents dans cette
salle).

Considérons I'applicatiorf : Z — Z donnée par la régl¢(n) = 2n pour toutn € Z.

Son imagef(Z) est 'ensemble de tous les entiers relatifs pairs. Alors, elle n’est pastueje
Mais f estinjective : sif(n) = 2n et f(m) = 2m sont égaux, alors; = m.
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e Considérons l'applicatiorf : Z — {n | n € Z,n est pair} donnée par la régl¢(n) = 2n
pour toutn € Z.

Elle est bijective.
e Pour tout ensemblel on considére I'applicatiomdentitéidy : A — A donnée par la régle
id4(a) = a pour touta € A.

Elle est bijective.

Pour des ensembles finis (c’est-a-dire, de cardinal fini), la propositimante est parfois trés utile :
Proposition 4.3. SoientA, B deux ensembles ¢t: A — B une application.
(a) Supposons qué soit fini de cardinakl. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
() f estinjectif.
(i) #Im(f) =#A =n.
(b) Supposons quB soit fini de cardinaln. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

() f est surjectif.
(i) #Im(f) =#B =n.

(c) Supposons qué, B soient finis de méme cardinal Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

() f estinjectif.

(i) f estsurjectif.

(iii) f est bijectif.
Démonstration.(a) (i) = (i) : Comme les imageg(a) poura € A sont distinctes, il en suit
directement que I'image est de cardinal égé A.
(i1) = (i) : Comme on suppose qu'’il existe autant d'images qu’éléments dans la slesrceages
f(a) poura € A sont deux-a-deux dinstinctes, dofiest injectif.
(b) (¢) = (i7) : Si f est surjectif, alordm(f) = B, donc en particulief:Im(f) = #B.
(73) = (7) : Commelm( f) est un sous-ensemble Be'’hypothése#Im(f) = #B implique I'égalité
Im(f) = B, donc la surjectivité d¢.
(c) C’est une conséquence directe de (a) et (b). O

Composition d’applications et application inverse

Définition 4.4. SoientA, B, C des ensembles ¢t: A — B etg : B — C des applications. On
appelle I'application
gof:A—=C, a— g(f(a))

la composée de et f.

Voici, des exemples :
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e Considérons les applicatiofis, 2] EN 2,3] £ [4,9] données par les réglggz) = = + 1 et
g(z) = x2. Alors, I'applicationgo f est donnée par laréglgo f)(z) = g(f(z)) = g(z+1) =
(z +1)2.

e Soitf : A — Bune application. Alorglgof = f, puisque pour tout € Aona(idgof)(a) =
idg(f(a)) = f(a). De la méme maniére on vofto id4 = f.

Lemme 4.5 (Associativité de la composition d’applicationsyoientA, B, C, D des ensembles et
f:A— B,g: B— Ceth:C — D des applications. Alors, onfaoc (go f) = (hog)o f.

Démonstration.Deux applicationsA — D sont égales si elles prennent la méme valeur pour chaque
a € A. Nous allons vérifier que ceci est le cas paur(go f) et(h o g) o f. Soita € A. Nous avons

(ho(go f))(a) =h((go f)(a)) = h(g(f(a)))

et
((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))).

Puisque les deux expressions sont les mémes poua tautl, nous avons achevé la démonstration.
O

Lemme 4.6.Si f : A — B est une application bijectivealors il existe une unique application
g: B — Atellequego f =idy et f o g = idp. Elle est donnée par la réglgb) = a ou pour tout
b € Bon prend 'uniquex € Atel quef(a) = b. L'applicationg est appelé&inverse def et souvent
notéef ! (attention : ne pas confondre la fonction inverse avec I'image réciprogue !

Démonstration.ll y a deux choses a faire : (1) montrer I'existence d’une telle fongjien(2) vérifier
son unicité.
(1) Existence : Nous avons I'assertion

Vbe B,dac A: f(a) =0.

En effet, I'existence provient de la surjectivité et I'unicité de l'injectivitén @oseg(b) := a. On a
donc

Vbe B: f(gb)) = fla)=b = fog=idp.
Soita € A. Pourb := f(a) il existe un uniquer’ € A tel quef(a’) = b = f(a), donca = o par
I'injectivité de f. En conséquence( f(a)) = o' = aetdoncgo f =ida.
(2) Unicité : Supposons que : B — A est une application qui satisfait augsb f = id4 et
foh=idp.
A cause def o h = idpg et f o g = idg, nous concluons

foh=fog.

En conséquence, on a
go(foh)=go(fog).
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L'associativité d’applications (lemnie 4.5) implique :
(gofloh=(gof)og.
On utilisantg o f = id 4 nous obtenons :
idgoh =idyog.
Les égalitésd 4 o h = h etida o g = g impliquent
h=g,

et la démonstration est compléte. O

Exercices sur les fonctions

Exercice 4.7.Soientd = {1,2,3,4,5} et B = {A, B,C, D}.

(a) Décrire une application surjective dé dansB.

(b) Décrire une application del dansB qui n’est ni surjective ni injective.
(c) Existe-t-il une application injective dé dansB ? Raison ?

(d) Décrire une application injective dB dansA.

(e) Décrire une application d& dansA qui n’est ni surjective ni injective.
(f) Existe-t-il une application surjective d@ dansA ? Raison ?

Exercice 4.8.(a) Trouver une application injective et non bijectiveNelansN.
(b) Trouver une application surjective et non bijectiveNidansN.

(c) Trouver une bijection ent®™ x N etN.

Exercice 4.9. Soitsin : R — [—1, 1] la fonction sinus (connue de 'école) :
(a) Est-ce quein est bijectif ?

(b) Décrire image réciproquein—!({0}).

(c) Décrire 'image réciproquein—!({1}).

Exercice 4.10.SoientA, B,C des ensembles gt : A — B etg : B — C des applications.
Démontrer les assertions suivantes :

(8) go f estinjectif= f estinjectif.

(b) Sif etg sonttous les deux injectifs (respectivement surjectifs, respectivemetifdjijalorsgo f
est injectif (respectivement surjectif, respectivement bijectif).



42 CHAPITRE I. INTRODUCTION AUX MATHEMATIQUES A L’'UNIVERSITE

Corrigé des exercices sur les fonctions
Exercice[4.7.SoientA = {1,2,3,4,5} etB = {A, B,C, D}.
(a) Décrire une application surjectiye: A — B.
Par exemple f(1) = A, f(2) = B, f(3) = C, f(4) = D, f(5) = A.
(b) Décrire une application dé dansB qui n’est ni surjective ni injective.
Par exemple f(1) = A, f(2) = A4, f(3) = A, f(4) = A, f(5) = A.

(c) Existe-t-il une application injective dé dansB ?

Non, car si une telle application injectifeexistait, nous auriongIm(f) = #A = 5 etIm(f) C
B, mais,B ne possede pas de sous-ensemble de carloalt# B = 4, contradiction.

(d) Décrire une application injective: B — A.
Par exemple y(A) = 1, g(B) = 2, g(C) = 3, (D) = 4.
(e) Décrire une application d8 dansA qui n’est ni surjective ni injective.
Parexemple y(A) =1,9(B) =1,¢9(C) =1,9(D) = 1.
(f) Existe-t-il une application surjective de dansA ?
Non, car sig : B — A était surjective, alors on aurdit= #B > #A = 5, contradiction.

Exercice[4.8.

(a) Trouver une application injective et non bijectiveNlelansN.

Par exemplef : N — N, n > 2n.

(b) Trouver une application surjective et non bijectiveNddansN.

5 Sin estpair,
Par exemplef : N — N, n ) ) .
0 sinestimpalr.

(c) Trouver une bijection entl¥ x N etN.

Par exemple :

Fn) (n —m? m) sim? < n < m? 4+ m pour unm € N,
n) =
(m,m?+2m—n) sim?>+m+1<n<(m+1)?—1pourunm € N.

On comprend cette application au mieux si on fait un petit dessin.
Exercice[4.9.Soitsin : R — [—1, 1] la fonction sinus (connue de 'école) :

(a) Est-ce quein est bijectif ?

Non, carsin n'est pas injectif : par exemplén(0) = sin(m).
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(b) Décrire I'image réciproqugin ! ({0}).
Onasin !({0}) = {n-7 | n € Z}.

(c) Décrire 'image réciproqusin—!({1}).
Onasin'({1}) ={Z +n-27 | n € Z}.

Exercice[4.10.Soient A, B,C des ensembles ¢t : A — Betg : B — C des applications.
Démontrer les assertions suivantes :

(a) g o f estinjectif= f estinjectif.

Démonstration (de I'assertion contraposée). Supposong quest pas injectif. Il existe donc
ay,az € Atels quea; # as et f(a1) = f(a2). En conséquenceyf(a1)) = g(f(az2)); cela
montre quey o f n’est pas injectif.

(b) Sif etgsonttous les deux injectifs (respectivement surjectifs, respectivdnjecitifs), alorsgo f
est injectif (respectivement surjectif, respectivement bijectif).

Démonstration. Supposons d’abgfg; injectifs et donnons-nous, a; € A tels queg(f(a1)) =
9(f(az2)). Linjectivité de g implique f(a1) = f(az2). Linjectivité de f nous donne maintenant
a1 = ag, montrant l'injectivité dey o f.

Supposons maintenayfif g surjectifs et donnons-nouse C. La surjectivité dgg montre I'exis-
tence d'unb € B tel queg(b) = c. Maintenant la surjectivité d¢ implique I'existence de € A
tel quef(a) = b. Nous avons dong(f(a)) = g(b) = c. Alors g o f est surjectif.

Supposons finalemerft ¢ bijectifs. Cela implique qué, g sont injectifs et surjectifs. Par ce que
nous venons de voip, o f est injectif et surjectif, donc bijectif.

5 Relations binaires

Objectifs :
e Maitriser la notion de relation binaire ;
e connaitre et savoir démontrer des exemples de relations binaires.

On parle maintenant des relations a deux.
L'égalité dangQ définit un sous-ensemble @ x QQ comme suit :

{(z,y) €eQxQlz=y} CQxQ.
Si on appelle cet ensemhft alors, on a I'équivalence pour tout pairy € Q :
r=y < (x,y)€S.
De la méme maniere, < » définit aussi un sous-ensemble(@e
{(z,y) €eQxQz <y} CQxQ.

L'égalité et le « plus petit ou égal a » sont des exemples de relations biflainest « binaire » indique
gu’il s’agit d'une relation entre deux objets). Nous allons maintenamdiser cela.
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Définition 5.1. Soit £ un ensemble ; on appeltelation binaire su toute partieR de I'ensemble
ExFE.

Vocabulaire 5.2. SoientE un ensemble eR une relation binaire sutE. Pour un couplgzx, y) de
E x E tel que(z, y) appartient aR, on dit quex ety sont en relatioret on notez Ry oux ~r y (0u
mémer ~ y Si R est clair).

Définitions 5.3. Une relation binaireR sur un ensembl& est dite :

o réflexivesi pour toutr dansE on az Rz

symétriquesi pour tout(x, y) dansk x F on a(zRy = yRz);

antisymétriquesi pour tout(z, y) dansE x Eon a((xRy etyRx) = = =vy);

transitivesi pour tout(z, y, z) dansE x E x F ona((zRy etyRz) = xRz);

totalesi pour tout(z, y) dansE x E on a(xRy ouyRx).
Exemples 5.4.

(a) L'égalité sur un ensemblB est une relation réflexive, symétrique, antisymétrique, transitive ; elle
est non totale des quE a au moing2 éléments.

(b) SoientE un ensemble 6?(E) I'ensemble de ses sous-ensembles (appelés parss3. La rela-
tion binaire R définie surP(E) par (ARB < A C B) est réflexive, transitive, antisymétrique ;
elle est non symétrique dés glieest non vide et hon totale dés gbea au moin éléments.

Nous allons rencontrer deux types de relations binaires : les relatiordrel’'et les relations d’équi-
valence. Nous allons commencer par les premiéres.

Relations d’ordre

Définition 5.5. Soit £ un ensemble ; on appelfelation d’ordre sui& une relation binaire sui qui
est réflexive, transitive et antisymétrique.

Exemples 5.6.
(a) L'égalité est une relation d’ordre.

(b) Sur I'ensemble des parties d’un ensemble, I'inclusion est une meldtardre (en générale non
totale).

(c) Le «plus petit ou égal & » surN, Z, Q, R est une relation d’ordre (totale).
SoientE un ensemble (non vide) et une relation d’ordre suf.
Définition 5.7.

e Un élément: de E est appelélus grand élément d& s'il vérifie : Vx € E, x < a.
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e Un élément de E est appelélus petit élément d& s'il vérifie : Vx € E,a < z.

Remarque 5.8. Le plus grand et plus petit élément d'un ensemble ordonné n’existertbppurs,
mais lorsqu’ils existent, ils sont uniques.

Définition 5.9. Soit A une partie deF.
e Un élémentM de E qui vérifie :Vx € A, x < M est appeléin majorant ded.
e Un élémenin de F qui veérifie :Vx € A, m < x est appelé&in minorant deA.
Vocabulaire 5.10. Une partie qui posséde un majorant (respectivement un minorard)tesbajorée
(respectivementinorég.
Relations d’équivalence
Définition et premiers exemples

Définition 5.11. Soit £ un ensemble ; on appeltelation d’équivalence sufE' une relation binaire
sur E' qui est réflexive, symétrique et transitive.

Exemples 5.12.

(a) L'égalité sur un ensemble est une relation d’équivalence.

(b) SoitE I'ensemble de tous les étudiants a 'UL. Paury € E on définitz ~ y si les étudiants:
ety étudient dans le méme programme. [On suppose ici qu’un étudiatnidigégue dans un seul
programme.]

(c) SoitE I'ensemble de tous les étudiants de ce cours. Royre E on définitr ~ y siles étudiants
x ety ont le méme sexe.

(d) Surl'ensemble des droites affines du plan, le parallélisme est lateored’équivalence.

(e) SoientE et F' des ensembles gtune application de dansF. La relation binaire Ry définie
sur E par

V(z,y) € E%, (¢Rpy < f(x) = f(y))

est une relation d’équivalence. On 'appetigation d’équivalence associég'a

Classes d’équivalence et ensemble quotient
SoientE un ensemble (non-vide) é une relation d’équivalence sif fixés.

Définition 5.13. (a) Soitx dans E'; on appelleclasse d’équivalence de (pour la relationR) le
sous-ensemblfy € E | xRy} deE; on le notez.

(b) Soitw une classe d’équivalence de; tout élément: dansw est appelé uneprésentande w.

(c) L'ensemble des classes d’équivalencé/geour la relation R est appelé&nsemble quotient d&
parR;on le noteE/R.
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Remarque 5.14.Les éléments de I'ensembt®/ R sont des classes d'équivalences; ce sont donc
eux-mémes des ensembles (plus précisément, des sous-ensembles d

Exemples 5.15.(a) Pour I'égalité sur un ensemblg, ona :z = {z}.

(b) Pour la relation d’avoir le méme sexe pour les étudiants de ce cour®xlste que deux classes
d’équivalences : celle des hommes et celles des femmes. Chaque Hansree cours est un
représentant de la classe d’équivalence des hommes.

(c) Chaque étudiant de ce cours est un représentant de la clasgeidbdence « BASI filiere mathé-
matiques » pour la relation d’étudier dans le méme programme.

(d) SoientE et F' des ensembles ¢tune application dé dansF. Pour la relation d’équivalencé,
la classe d’'un élémentde E est :

z={ycE|f(y)=f=)}=F"{f=)}.
C'est « I'image réciproque de I'image de».

Proposition 5.16. (a) Les classes d’équivalence d@esont toutes non vides et tout élémentide
appartient a une et une seule classe d’équivalence (la sienne!).

(b) Soientr,y € E. Alors :
TEY & YEerT.

(c) Soientr,y € E. Siy € T, alorsy = 7.
(d) Soientr ety dansE. Alorsona xRy < = = 4.
(e) Soitz ety deux classes d’équivalence.a’Shy # (), alorsT = 7.

(f) L'ensemble des classes d’équivalences formepanitionde E, c'est-a-dire :

(Rappelons qug| signifie la « réunion disjointe ».)

Démonstration.(a) Tout élément: € E appartient a la classe par la réflexivité de la relation. Par
définition, toute classe d’équivalence est de la fofinalors elle n’est pas vide.
(b) Nous avons les équivalences :

def

symétrie
E TRy & yerw.

TEY g:>éf yRx
(c) Nous avons par définition~g x, et donc par la symétrie ~ y. Prenong;; € 3, doncy ~g y1.
La transitivité nous donne ~ y; ; alorsy; € . Ceci montrg; C z. Par (b) hous avons aussie 3
et les mémes arguments montrent 3. Nous obtenons donc 'égalité= 7.
(d) «<=» est triviale. Pour « » on utilise (c).
(e) Soitz € T Ny, doncz € T etz € 3. Par (c) nous avons= 7 etz = 3, doncz = 7.
(f) et une conséquence directe de (a)—(e) : Il faut montrer
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(1) quelonak = |J wet
weE/R

(2) que cette réunion est disjointe.

(1) est I'assertion (a) : tout élément deappartient a une classe d’'équivalence.
(2) est I'assertion (e) : deux classes d’équivalences sont soit leem&oit disjointes. O

Proposition 5.17. L'application deE dansE/R qui & tout élément: de E associe sa classe est
surjective ; on I'appellesurjection canoniqude £ dansE/R.

En mathématiques, I'adjectifanoniqueest utilisé pour désigner un objet ou une construction natu-
relle, souvent définis de maniere unique.

Démonstration.Appelons I'applicatiorns. Siz est une classe d’équivalence, alefs) = z. Donc,
on obtient la surjectivité. O
Factorisation canonique d’une application

Nous allons maintenant considérer un des exemples plus en détails. B@thtdes ensembles ¢t
une application dé” dansF'.

Vocabulaire 5.18. SoientE' un ensemble et une partie def'; on appelleinjection canonique dé
dansF l'application de A dansFE qui envoie tout élémentde A surz lui-méme (vu comme élément
deF).

On note icii I'injection canonique d¢f () dansF et s la surjection canonique dé dansE/R;.

Théoréme 5.19.11 existe une unique application bijectivede E/ Ry dans f(E) qui vérifie : f =
iofos.

La relation vérifiée par les fonctions i, s et f peut s’écrire de maniére compacte en disant que le
diagrammesuivantcommute
si O zj

B[Ry = /(B)

En regle générale, on note les applications surjectives par une fleeheewx pointes», celles qui
sont injectives par la fleches, et les bijections par une tilde au-dessus de la fleehe

Démonstration.

Unicité On considére deux applicationset f qui satisfont le théoréme et on cherche & démontrer
gu’elles sont égales.

Soientw dansE/R; une classe d’équivalence etdansE un représentant de (c'est-a-dire
quona:w =T = s(x)). Commef et f vérifient 'égalitéf =io fos=io fos,ona:

i(fw) =i (fs@) = @) =i (Fs(@)) =i (fw)).
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Comme I'application est injective, on en déduitf:(w) = f(w). Ceci étant valable pour toute
classev dansE/ Ry, on en conclut qué et f sont égales.

Existence Soientw dansE /Ry une classe d'équivalence etdansE un représentant de. On
posef(w) = f(x).
Nous devons vérifier qu’on a bien construit ainsi une foncfipn’est-a-dire que la classea
uneuniqueimage parf. Cette vérification est nécessaire car on a a priori d¢fini) a partir
du choix d'un représentantde w, et pas seulement delui-méme.

Soit doncz’ un autre représentant de la classe’est-a-dire qu'on &’ € w ou encorer Rz’
Alors, par définition de la relatio®;, on af(z) = f(z'). Limage dew par f est donc bien
définie (de maniére unique). On dit que I'applicatipest « bien définie ».

On devra effectuer ce genre de vérification chaque fois qu’on veuirdéfie application sur
un ensemble quotient.

L'application f est définie suz/Ry et a valeurs dang(E). Nous allons démontrer qu’elle
vérifie les propriétés du théoréme.

Relation f =io0 f os Soitz dansE. Alors x est un représentant de sa classe d'équivalence
s(z) eton a par définition dg : (io fos)(z) =i (f(s(z))) =i(f(z)) = f(z).

Injectivité Soientw etw’ des classes das/ R vérifiant : f(w) = f(w’). Soientz un repré-
sentant dev et 2’ un représentant de’. Alors on a :f(z) = f(w) = f(') = f(a').
Ainsi, on azRsa’, etdonow =T = 2/ = /.

Surjectivité Soity dansf(FE). Il existex dansE vérifianty = f(z). Alorson ay = f(x) =
f(s(z)), doncy est dans I'image d¢.

O

Ainsi, toute application peut s'écrire comme composée d'une surjectiong diijection et d’'une
injection.



Chapitre Il

Systemes de nombres et structures
algebriques

6 Les entiers naturelsN

Objectifs :
e Maitriser les axiomes de Peano qui définissent les entiers naturels ;

e connaitre la définition de I'addition, de la multiplication et de la relation d’ordrdesuentiers
naturels;

e savoir démontrer des propriétés simples;;
e maitriser la notion de cardinal d’'un ensemble.

Le but de cette section est d’esquisser la construction des nombreslsiafuisqu’ici nous avons
traité les entiers comme « connus (de I'école) ». Un des grands achévetasmtathématiques est
de baser toutes les mathématiques sur une axiomatique fondamentale et éenmnirelr en partant
des axiomes.

Pour vous en donner une idée, nous introduisons les axiomes de Reatéigjssent les nombres
naturels. Par contre, nous n'avons pas le temps de donner toutes lesstiétiuns des propriétés
« bien connues ».

Les axiomes de Peano

Essayons maintenant d’oublier tout ce que nous savons sur les eatignals1 Nous allons les définir
de fagon axiomatique et ensuite dériver toutes les propriétés « habituelles’utilisant que les
axiomes. Dans cette section il faut donc toujours justifier les régles ddsphies axiomes ou des
assertions déja dérivées a partir des axiomes.

Définition 6.1. On appellesystéme des nombres naturadsit triplet (IV, S, 0) consistant d’'un en-
sembleN, d'une applicationS : N — N et d'un élémend € N qui satisfait les trois axiomes
(appelésaxiomes de Peaho

49
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(PA1) 0 ¢ S(N),
(PA2) S estinjective,
(PAB)VM CN:(0eMA(neM= S(n)eM)=M=N).

L'applicationS est appeléapplication de successeuridée est «<S(n) = n+1» (mais nous n'avons
pas encore l'addition!). Juste pour montrer qu'’il existe beaucoup stésgs de nombres naturels,
on mentionne qu’aprés avoir fait tout ce qui suit, on peut voir qu’utésyge des nombres naturels est
par exemple donné p&f0, —1,—2,—3,...},5,0) avecS(n) = n — 1.

Théoréme 6.2. Dans I'axiomatique de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkglsté ein
systeme des nombres naturels.

Démonstration.Comme nous n’avons pas introduit les axiomes de Zermelo-Fraenkel, aqa@in
vons pas démontrer ce théoréme et nous référons par exemple aelBohidhl/Steinbauer, Section
6.1.1.

L'idée derriere la construction est la suivante :

e On posd) := 0.

e Pour0) # n € N,onposeS(n) = nU{n}, laréunion de: (Qui est un ensemble!) et 'ensemble
dont le seul élément est I'ensembie

Plus explicitement :

0=0, 1={0}, 2={0,{0}}, 3=1{0,{0},{0,{0}}}, etc.
O

A partir des axiomes de Peano nous démontrons maintenant le principeidemée que nous avons
déja utilisé (avec la phrase pas trés convainquante « On s’en convainouNous mettons donc les
mathématiques que nous utilisons sur des fondations plus solides.

Proposition 6.3(Principe de récurrencepoit(N, .S, 0) un systéme des nombres naturels. 3dit)
une assertion dépendant dedansN. Alors :

(A(0) A (Vn € N, A(n) = A(S(n)))) = (Vn € N, A(n)).

Démonstration.Nous définissons I'ensemble des nombres naturels pour lesquelsti@ssErn) est
vraie :
Vi={n|neN,A(n)}.

C’est un sous-ensemble @ On a0 € V parce queA(0) est vraie. Sin € V, alors par définition
A(n) est vraie, donei(S(n)) est vraie et en conséquengén) € V. L'axiome (PA3) implique donc
V = N, c’est-a-direA(n) est vraie pour tout € N. O

Lemme 6.4.Soit(N, S, 0) un systéme des nombres naturels. AlIS(SY) = N\{0} (toutn € N\{0}
est le successeur d'un élément dans
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Démonstration.Nous posons// := S(N) U {0}. C’est un sous-ensemble déqui contient0. Pour
toutm € M,onaS(m) € S(N) C M. L'axiome (PA3) implique dond/ = N. Comme (PA1) nous
assurd) ¢ S(N), nous trouvons'(N) = N \ {0}. O

Lemme 6.5. Soit (N, S,0) un systéme des nombres naturels. Alors, pour tog N nous avons

n # S(n).
Démonstration.Exercice. O

La suite sert a justifier les définitions récursives. On commence par lésspaitiales (il faut se les
imaginer commgo0, 1,2,...,n}).

Définition 6.6. Soit(V, S,0) un systeme des nombres naturels. Un sous-ensdmblé’ est appelé
partie initialesi pour touti € N
ig¢l=S5(i)¢l

ou équivalant:S(i) € I =i € I.
Lemme 6.7. Soit(V, S, 0) un systéme des nombres naturels.
(a) Soith # I C N une partie initiale. Alorg) € I.

(b) Pour toutrn € N il existe une partie initiald,, telle quen € I,, etS(n) ¢ I, et satisfaisanf, =
{0} etlg(,) = I,L1{S(n)} pourtoutn € N. (Il faut s'imaginerl,, comme{0,1,2,...,n—1,n}.)

©) Upen In = N.

Démonstration.(a) Supposons le contraird:¢ I. SoitC := N \ I le complément. On & € C et
n € C = S(n) € C,doncC = N par I'axiome (PA3), dond = (), contradiction.

(b) Par récurrence. Sait(n) I'assertion de I'existence d’une partie initialg avecn € I,, et S(n) ¢
I,.

Initialisation : Pourn = 0 on posely = {0}. Evidemment) € I, etS(0) ¢ Iy. En plus,j est une
partie initiale car (PA1) nous assure due’est pas dan§' (V).

Heéredité : « A(n) = A(S(n))» : On posels, = I, U {S(n)}. La réunion est en fait disjointe
carS(n) € I, contrediraitA(n). Il est clair queS(n) € Ig(,. En plus,Ig,) est une partie
initiale : si S(m) € In, alorsm € I, C Ig(, carl, est une partie initiale ; s$(m) = S(n),
alorsm =n € I, C Iy

Il reste a voir ques(S(n)) ¢ Is(,)- Supposons le contrairé{S(n)) € Ig(,). Comme l'injecti-
vité deS (PA2) exclutS(S(n)) = S(n) a cause du lemnie 6.5, on supps%€(n)) € I, ; alors,
commel,, est une partie initiale, on auréi(n) € I,,, contradiction avec I'hypothésé(n).

Conclusion : Pour toutn € N I'assertionA(n) est vraie, donc la partie (b) est vraie.

La deuxiéme assertion résulte de la construction.
(c) Linclusion «C » est triviale. Linclusion «© » résulte de: € I,,. ]
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Pour la suite, vous pouvez penser a I'exemple suivdntz R, e = 2 etg(x) = 22 ; cela donne lieu
a la définition récursive suivante :

f(0)=2etpourn € N: f(n+1) = (f(n))?

ou en notation de suites
ap =2etpourn € N: a1 = (an)?.

Proposition 6.8. [Définitions récursives] SoitV, S,0) un systéme des nombres naturels. Sokent
unensemble; € F etg : E — E une application. Alors, il existe une unigapplicationf : N — F
telle quef(0) = e et pour toutn € N, £(S(n)) = g(f(n)).

Démonstration.Par récurrence, nous allons démontrer I'assertion suivante :

A(): 3fn: Ly = E: fo0)=eA(Ym e N: (S(m) € I = fu(S(m)) = g(fa(m))).
Initialisation : Pourn = 0 on posefy(0) = e. L'existence est donc claire c& = {0}.
Heéredité : « A(n) = A(S(n))» : On se rappelle quey,,) = I,, U {S(n)}. On pose

fn(m) sim € I,

BWW”:{wnm» sim = S(n).

Il faut vérifier les propriétés :

® fs(n)(0) = fn(0) = e par 'hypothese de récurrence.

e Soitm € N tel queS(m) € Igq). Pourm = n, on afgy,(S(n)) =

g =
9(fs(n)(n)) par définition. Pourn # n, on afsq)(S(m)) = fa(S(m)) = g(fa(m)) =
9(fsn)(m)) par 'hypothese de récurrence.

Nous allons maintenant définir I'applicatignpourn € N comme
F(0) == fuln).
Elle satisfait
o f(0) = fo(0) =e,
e pourn € Nonaf(5(n)) = fsm)(5(n)) = g(fu(n)) = g(f(n)).

Nous avons montré |'existence a causeNe= S(N) U {0} (lemmel6.4). Pour 'unicité on suppose
que f est une deuxiéme application avec les mémes propritétég.ddie considere I'ensemble

Vi={n|neN,f(n)= f(n)}

Nous avong) € V et sin € V, alorsS(n) € V, parce que

donc par (PA3Y = N, montrant l'unicité. O
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Proposition 6.9. Si (N, S,0) et (N',S’,0') sont des systéemes des nombres naturels, alors il existe
une bijectiony : N — N’ telle quep(0) = 0" etpo S = 5" 0.

Démonstration.Exercice. O
A cause de l'unicité dans la proposition16.9, nous allons pddemombres nature&t nous les notons

(N, S,0). Plus tard, nous n’allons qu’écrité.

Addition et multiplication

Nous définissons maintenant I'addition $; .S, 0).
Proposition 6.10. Il existe une unique application
f:NxN—=N, (m,n)— f(mn)=m+n
(noter quem + n n’est qu’une facon d’écrirg’ (m, n)) telle que
(Al) YmeN:m= f(m,0) =m+0,
(A2) YVmeN,VneN:m+S(n)= f(m,Sn)) =S(f(m,n)) =S(m+n).

Démonstration.Soit m € N. La propositiorf_ 6.8 nous permet de définir I'applicatifp : N — N
récursivement par

fm(0) :=metpourn € N: f,,(S(n)) := S(fm(n)).

Pour finir la preuve, nous posofiém, n) := f,,(n). Les deux propriétés sont satisfaites par construc-
tion.

On montre l'unicité. Supposons que nous avons deux fonctfoffsayant les propriétés d& Nous
définissonsf,,(n) := f(m,n) etf) (n) := f'(m,n). Les propriétés (Al) et (A2) donnerfit,(0) =

m = f1.(0) et f,,(S(n)) = S(fm(n)) etf (S(n)) = S(f],(n)). Lunicité dans la proposition 6.8
montref,, = f/,, doncf = f’. O

A cause de la proposition, nous pouvons maintenant écrire
S(n) = S(f(n,0)) = f(n,5(0)) =n+1
avecl = S(0) (évidemment, on écrit = S(1), 3 = S(2), etc.).

Proposition 6.11. L’addition sur (N, S, 0) satisfait les propriétés suivantes. Pour teutn, ¢ € N on
a

(a) élémentneutrem +0=m =0+ m;
(b) commutativité :.m +n =n +m;
(c) associativité (m +n) +{=m+ (n+{);

d/l+n=m+n=~L=m,



54 CHAPITRE Il. SYSTEMES DE NOMBRES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

e@m+n=0m=0An=0.

Démonstration.(a) m + 0 = m est vrai par définition. L'égalitéx = 0 + m se démontre par récur-
rence. [Attention : nous ne connaissons pas encore la commutativité.pGlascela que I'assertion
n'est pas triviale, mais nécessite une démonstration.]

Initialisation : 0+ 0 = f(0,0) = 0.

s A2 . N
Hérédité: «m = m+1»:0+ (m+1) 42 (0+m)+1=m+ 1ouladerniere égalité utlise

I'hypothése de récurrence.

(b) On démontre d’abord :
(x) VmneN: (m+1)+n=(m+n)+1.

Soitm € N. Récurrence pout € N :

Initialisation: (m+1)+0 - +1 () (m+0)+ 1.

(A2)

@ m+n)+1)+1'E

Hérédité : «n=n-+1»:(m+1)+(n+1) yp:rec((

(m+(n+1))+1.

m+1)+n)+1

On démontre maintenant la commutativité aussi par récurrenceypel¥ avecm € N fixé.
Initialisation : m + 0 = 0+ m par (a).

2 ez A2 hyp.réc. *
Hérédité: «n=n+1»:m+ (n+1) = (m+n)+1 yp:rec(n—l—m)—l—l © (n+1)+m.

(c) Exercice.
(d) Récurrence pout.

Initialisation : m 4+ 0 = £ 4+ 0 donnem = ¢ a cause de (a).

Hérédité : «n = n+1»:Supposonsi+(n+1) = f+(n+1). Par (A2) on dm+n)+1 = (¢+n)+1.
CommesS est injective (PA2), on déduit. +n = ¢+ n et par I'hypothése de récurrence= /.

(e) L'implication <« est claire. Supposons donc+n = 0 et faisons une démonstration par I'absurde.
Pour cela on suppose (sans perte de généralité a cause de la commutat{)rd# 0. Donc

n =/{+ 1 pourun’ € N. En conségence=m +n=m+ ({ + 1) (42) (m+4)+1=S(m+1¥)
ce qui contredid ¢ S(N) (PAL). O

De fagon similaire on définit une multiplication sNr

Proposition 6.12. Il existe une unique application (appelériltiplication)
g:NxN—=N, (m,n)— g(m,n)=m-n

(noter quem - n n'est qu’'une fagon d’écrirg(m, n)) telle que

(M1) Vm € N: 0= g(m,0) =m0,
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M2) VmeNVneN:m-(n+1)=m-Sn)=g(m,n)+m=m-n+m.

Esquisse de la démonstratioBoit m € N. La propositio 6.8 nous permet de définir I'application
gm : N — N récursivement par

gm(0) ;= 0etpourn € N: g,,(S(n)) := gm(n)) +m.

Pour finir la preuve, nous poson&n, n) := g, (n). Les deux propriétés sont satisfaites par construc-
tion. L'unicité se montre comme dans le cas de I'addition. O

Proposition 6.13. La multiplication sur(N, S, 0) satisfait les propriétés suivantes.
Pour toutm,n, ¢ € Non a

(a) élémentneutrem -1=m=1-m;

(b) commutativité :m -n=n-m;

(c) associativité (m-n)-{=m-(n-¥);
dl-n=m-n=~L=mVn=0;

(e) intégritt :m-n=0=m=0vn=0;
(f) distributivité :(m +n)-£=m-£+n- L.

Démonstration.Similaire a la démonstration de la proposition 6.11. O

La relation d’ordre

Définition 6.14. Soientm, n € N. On appellem plus petit ou égal & (m < n) s'il existed € N tel
quem +d = n.
L'entier natureld est appelda différence de: etm.

Lemme 6.15.(a) Vn e N: 0 < n;
(b) VneN:(n=0V1<n).
@ VnmeN:(n<m<n+l=n=mVm=n+1).

Démonstration.(a) Cela est vrai cal + n = n.

(b) Supposons < 1, alors il existed € N tel quen + d = 1. Sid = 0, alorsn = 1. Sid # 0, alors
d=d +1,doncn+d +1 = 1etenconséquenee+d = 0, alorsn. = 0 par la proposition 6.11 (d).
(c)n < mimplique I'existence de€ € N tel quem = n+d, doncn < n+d < n+ 1, dont on déduit
I'existence de: € N tel quen + d + e = n + 1. La proposition 6.11 (d) nous dondet ¢ = 1, alors
d < 1. La partie (b) impliquel =0V 1 < d,doncd =0oud = 1. O

Proposition 6.16. La relation < surN est une relation d’ordre qui est totale. Elle satisfait en plus

(<m=VneN:(l+n<m+nAl-n<m-n).
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Démonstration.Nous démontrons uniqguement la totalité. Soit N. Considérons I'ensemble

M={m|meN,(n<m)V(m<n)}.
A cause du lemme_6.15(a), nous avéng M. Supposons maintenant € M. Sin < m, alors
n+d=mpourund € Netdoncn+ (d+1) =m+1doun <m+1,alorsm+1€ M.Sim <n
etm # n, alorsm+d = navecd € Netd # 0,doncd = d'+1,d'oum+(d'+1) = (m+1)+d = n,
alorsm+1 <netm+ 1€ M. Par (PA3) nous trouvons/ = N.
Les autres assertions se vérifient facilement; nous ne donnons gdds ici. C'est un exercice
instructif. O

La relation d’ordre nous permet de démontrer guestbien ordonné
Proposition 6.17(N est bien ordonné)Toute partieM non vide de&N possede un plus petit élément.

Démonstration.Par récurrence. Sait(n) I'assertion : « toute parti#/ C Ntelle quen € M posséde
un plus petit élément ».

Initialisation :  A(0) est vraie caf est le plus petit élément dé par le lemmé6.15.

Hérédité : «(Vm <n: A(m)) = A(n+ 1)»: On distingue deux cas.
ler cas : Il existen € M tel quem < n. Dans ce cas4(m) donne le résultat.
2éme cas : Il n’existe pas € M tel quem < n. Alors par le lemmé€6.15; + 1 € M estle
plus petit élément dé/.

En fait, on peut aussi déduire le principe de récurrence de la propd8ifid comme suit :

On suppose que les assertioh®) et(Vn € N, A(n) = A(n+1)) sont vraies ; on veut démontrer
que, pour tout: dansN, I'assertionA(n) est vraie. On suppose par I'absurde que ce n'est pas le
cas.

La négation déVn € N, A(n)) est : il existen dansN pour lequel I'assertiom(n) est fausse.
On considere alors I'ensemblé des entiers naturels: tels que I'assertiom(m) est fausse.
Par hypothése, 'ensemhlé est non vide. Comm&! est bien ordonné4 posséde un plus petit
élément; notons levy. On remarque que, comme, appartient &4, I'assertionA(m) est fausse.

CommeA(0) est vraie, A ne contient pa8, doncm est non nul. On peut donc considérer I'entier
naturelmg — 1, qui est strictement inférieurra, ; comme tous les éléments diesont plus grands
quemy, I'entiermy — 1 n'appartient pas &. Ainsi, la propriétéA(mg — 1) est vraie. Alors, la
propriété A(mo — 1+ 1) = A(my) est vraie. On obtient une contradiction.

La propriété de bon ordre déa également les deux conséquences suivantes.

Proposition 6.18. Toute partie non vide et majorée tleadmet un plus grand élément.



6. LES ENTIERS NATURELSN 57

Démonstration.Soit.A une partie non vide et majorée e
On considére I'ensembl&1 des majorants dd, c’est-a-dire I'ensemble :

M={meN|VaeAa<m}.

Par hypothéseA est majorée), la partid1 est non vide.

Soitmg le plus petit élément da1. Sim est dansA, alors c’est le plus grand élément de

On suppose par I'absurde queg n’'est pas dangl. Alors pour touta dans.A (A est non vide), on a
a < mg eta # myg, donca < my et par suiter < mg— 1. Ainsi, I'entiermg — 1 est aussi un majorant
de A; il appartient donc a1, ce qui contredit le choix deiy comme plus petit élément det. [

Lemme 6.19. Pour toutn € N, nous avond,, = {m | m € N;m < n}.

Démonstration.« C » : Considérons I'ensemble = I,,N{m | m € N,m > n}.SiM # (), alorsM
posséde un plus petit élémentCommen+1 & I,,onaxz > n+1etx = y+1avecy € Nety > n.
Le faity + 1 € I, impliquey € I,, carl, est une partie initiale. On trouyec M, contradiction car
y < x etz estle plus petit élément dd. Donc,M estI'ensemble vide &, C {m | m € N;m < n}.
«D» : Considéerons 'ensemblé/ = {m | m € N,m < n} \ I,. C'est un ensemble majore.
Supposons// non-vide. DoncM possede un plus grand élémenton ax < n etz ¢ I,. En fait,

x < ncarn € I,. En conséquence,+ 1 ¢ I, car[,, est une partie initiale et + 1 < n. On trouve
x + 1 € M. Cela contradit la maximalité de Donc M est 'ensemble vide €tm | m € Nym <
n} C I,. O

Nous avons donc pour tout m € N :
n<m<s I, Cl,.

A partir des entiers naturel et de relations d’équivalence sur des ensembles bien choisis, on
construira dans la suite du cours les entiers reldtiés les nombres rationne(@ avec leurs propriétés
usuelles.

Nous sommes a présent plus sirs des fondations, et a partir de maineoard/lons travailler avec

les nombres naturels comme nous I'avons toujours fait.

Le cardinal d’'un ensemble

Soit E un ensemble. Nous avons déja introduit le symbéle pour noter le nombre d’'éléments e
Nous allons formaliser cette notion.

Définition 6.20. Pour toutn € N on noteE,, := I,, \ {0} = {1,2,...,n}, en particulier,Ey = (.
Soit E un ensemble. Il est appédié@i s'il existen € N et une bijectionp : E, — E. Dans ce cas, on
dit que le nombre d’élémengsE (ou : |E|) de E (ou : le cardina) est égal an.

SoientE, F' des ensembles (pas nécessairement finis). On ditgeeF ont le méme cardina'il
existe une application bijectivé: £ — F.

Les ensembles qui ont le méme cardinal Busont appelésiénombrables

Noter que poun, m € Non a
n<m<s E, CE,.
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Exemple 6.21. o |()| = 0 (estd) est le seul ensemble de cardiig] [{1}| = 1, |{4, B}| = 2.

e Les nombres pairs sont dénombrables :

n—2n

N—/— {2n|n € N}
est une bijection.
e N x N est dénombrable (voir I'exerci¢e 4.8(c)).
e 7 estdénombrable car

0~ 0,
N — Z,n+ { n+ 2 sin estimpair,

n+— —73 Sin est pair
est une bijection.

e R n'est pas dénombrable par I'argument de la diagonale de Cantor @agiropos sur feuille
d’exercices).

Lemme 6.22. Soientn, m € N deux hombres naturels distincts. Alors pour teut> n, il n'existe
pas d'injectionE,, — E,.

Démonstration.Forn € N, on considére lI'assertion
A(n) :¥Ym > n: Il nexiste pas d’injectiont,, — E,,.
Nous la démontrons par récurrence.

Initialisation Pourn = 0, on aE, = () etm € E,, # () pour toutm > 0. Il n’existe donc pas
d’injection E,,, — Ejy (il n'existe méme pas d’'application).

Hérédité Supposonsi(n) vrai. Soitm’ = m + 1 > n + 1. Supposons que nous avons une injection
0:FBpi1 — Epyr.
ler casn+1 ¢ im(yp). Alors ¢ se restreint pour donner une injectibp, — E,,, contradiction.
2éme casn + 1 € im(yp). Alors il existea € E,,4; tel queg(a) = n + 1. Nous modifions
l'injection ¢ comme suit
o(x) siz#m+ 1Az #a,
@ EBpy1 = Epi1, o= <{n+1 Sir=m-+1,

e(m+1) siz=a.

L'application ¢’ est une injection et satisfai'(m + 1) = n + 1. Donc elle se restreint pour
donner une injectioil’,,, — E,,, contradiction. L'assertiorl(n + 1) suit.

O]
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Proposition 6.23. Soientl, F' deux ensembles finis. Alors :
(a) #F = #F & il existe une bijectiorf : £ — F.
(b) #F < #F < il existe une injection d& dansF'.

(c) #F < #F < il existe une surjection d& dansF..

Ce résultat sera utilisé trés souvent pour calculer le cardinal d'urmédaisd” : on trouvera une
bijection entre cet ensemble et un ensenibldont on connait déja le cardinal.

Démonstration.Soientm := #E etn := #F. Par définition il existe des bijections: E,, — E et
h: E, — F.Notonsg~! l'inverse deg et h~! l'inverse deh.
(a) «=» : Commen = m on peut former la composée

-1
EY B =E, M F

qui est une bijection car c’est la composée de deux bijections.
«<=»:Supposons qué : £ — F' est une bijection. Donc, la composée

-1
. 4L Fr" R,

est une bijection. Par le lemrie_6.22 on obtienK m. La méme argumentation avgc!' donne

m < n,doncn = m.

(b) «=»: Commen = m on peut former la composée

g ! h
F~—F,—F, - F

ou E,, — E,, estl'inclusion. La composée est une injection car c’est la composéeations.
«<=»:Comme (a).
(c) Exercice. Ol

Voici encore un résumé de quelques propriétés utiles d’ensembles finis.

Proposition 6.24. SoientE, F' des ensembles finis. Alors :

(a) Toute partied de E est finie et vérifieA| < |E|. Sion ade plu$A| = |E|, alorsA = E.

(b) EUF estfini. SENF = (), alors|EUF| = |E|+|F|.Engénérall EUF| = |E|+|F|—|ENF|.

(c) E x Festfinie|FE x F| = |E|- |F|.

(d) Soit F(E, F) I'ensemble de toutes les applications fledans F. C’est un ensemble fini et
F(E, F)| = |F|I*l.

(e) P(F) estfini el P(E)| = 271,

(f) L'ensembleS(E) des bijections d&= dans lui-méme est fini et on|&(E)| = |E|! (| E| facto-

rielle).

(9) Soit f une fonction deE' dans F'. Alors |f(E)| < min(|E|,|F]). On a|f(E)| = |E| si et
seulement sf est injective etf(F')| = | F| si et seulement i est surjective.

Démonstration.C’est un bon exercice de démontrer les parties qui n'ont pas été traitées [
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7 Groupes
Objectifs :
e Apprendre et maitriser la définition de groupes;
e connaitre et savoir calculer dans le groupe symétrique ;

e savoir démontrer des propriétés simples.

Le monoide (N, +,0)

Les propriétés suivantes des nombres naturels ont été démontréds plamsitior 6.711.

Associativité : Vny,ng,n3 € N: (n1 + ng) +ng = ny + (n2 + n3).

Elémentneutre: Vn e N: 0+n=n+0=n.

Commutativité : Vni,no € N:ny +ng = nog +nq.

Définition 7.1. SoientGG un ensemble; € G un élément et
x:GxG—G

une application. On appelle le tripl€t=, *, ) un monoidesi

Associativité : ¥V g1,92,93 € G: (g1 *g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) ;

Elémentneutre: Vg€ G:exg=gxe=g.

Un monoid€G, *, e) est appel&€ommutatifou abéliensi

Commutativité : Vg1,92 € G : g1 * g2 = g2 * g1.

Donc(N, +,0) est un monoide commutatif.

Lemme 7.2. Soit(G, , ¢) un monoide. Le seul élémehtle G tel que pourtouy € Gonaf xg =
g *x f = g este.

Démonstration.c = fxe = f. O

Le groupe symétrique
Soit M un ensemble fini.

Notation 7.3.
Sy =A{f|f: M — M application bijective}

SiM ={1,2,...,n}, alors on noteSy; =: S,,.
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Nous rappelons que le cardinal 8g estn!.
Rappelons que nous avons déja démohagsociativité de la composition d’applicatiordans le
lemme[4.b. Dans notre cas c'est : soi¢gng, h € Sy, ; alors

ho(gof)=(hog)of.
Nous avons aussi défibidentité, id : M — M, m — m. Elle satisfait :
VfeSy:idof=foid = f.

Donc, (S, o,id) est un monoide.
Dés quel a au moins trois éléments,; n'est pas commutatif: Soient, par exempléy/ = {1, 2, 3}
etf(1) =2, f(2) =3, f(3) =1letg(l) =2,¢(2) =1,¢(3) = 3; donc:

fog(l)=3, fog(2)=2, fog(3)=1maisgo f(1)=1, go f(2)=3, gof(3)=2.
Mais S), satisfait une autre propriété tres important&xistence d’'inversgue nous connaissons
aussi déja du lemnie 4.6. Pour tque Sy, il existeg € Sy, telquefog=go f =id.
Définition de groupe et propriétés
Nous sommes menés par ces considérations a la définition d'un groupe :
Définition 7.4. Soit(G, x, ) un monoide. Il est appelé @roupesi
Existence d'inverse :Vge Gdhe G:hxg=gxh=e.
Si un group€ G, *, e) est commutatif (en tant que monoide), on parle djusupe abélien

Donc, Sy, est un groupe. On appellg, le groupe symétrique (en lettres)
Attention : (N, 4, 0) n’est pas un groupe car les inverses n’existent pas.
Par contrgZ, +, 0) est un groupe : I'élément inverse dec Z est—m car

0= (—m)+m=m+ (—m).
Alors, (Z,+,0) est un groupe abélien.

Lemme 7.5. Soit (G, %, ¢) un groupe ey € G. L'inverse deg est unique : Shy, hy € G vérifient
hi*g=g+*h; =epouri=1,2, alorsh; = hs.

élém. neutre
= e

Démonstration.h; shi = (ho*g)xhy 5088 s (g hy) = hoxe SEME,

Lemme 7.6. Soit (G, %, ¢) un groupe ey, h € G. Soientg—! l'inverse deg et h~! l'inverse deh.
Alors, l'inverse dey x h esth ™! x g~ 1.

Démonstration.(g « h) * (A"t x g7 1) = gx (hxh N *xg !t =gxexg ! =gxg ! =cet
(hlxg ) x(gxh)=h7tx(glxg)xh=h"txexh=h"1xh=c. O
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Les éléments du groupe symétrique

On présente deux manieres pour noter les élémedessS,,. Voici la premiére :

=1 2 38 .. n-1 m
S @) f6) . fn=1) f(n))
Par exemple, st =4 etf(1) =2, f(2) =4, f(3) =3, f(4) =1, alors

1 2 3 4
/= (2 4 3 1) '
Beaucoup plus pratique, mais un peu plus difficile au début, est la deuxieénmiereyd'écriture en

cycles a supports disjointgwvant de I'expliquer il nous faut démontrer un lemme :
Lemme 7.7. Soitm € M (fini). Il existe unn € N5 tel quef™(m) := fo fo---o f(m)=m.
—_—
n fois
Démonstration.Pour toutn € N+, I'élémentf™(m) appartient & 'ensemble fidi/. Donc, il existe
ny # no tels quef™ (m) = f™2(m). Supposons sans perte de généralitéque- no et écrivons
n = ni — ny. DONC
fr2(m) = [ (m) = [ o f"(m).
Soitg € Sy, l'inverse def"2, alors
m=go f*2(m)=go (f*of"(m))= (g0 f")of"(m)=ido ["(m) = f"(m).

La démontration est achevée. O
Nous notonsf~! l'inverse def dansS),.
Soitm € M, f € Sy etn € Ny le plus petit entier naturel non nul tel qy&(m) = m. Donc,
f~1(m) = f»~1(m). Le cycle def qui contientm est défini comme :

(m f(m) f2(m) fP(m) ... f*='(m)).
Exemple 7.8.(a) M ={1,2,3,4,5,6}.

= 1 2 3 45 6
36415 2)°
Le cycle qui contient est(l 3 4). C’est évidemment aussi le cycle qui contiget 4. Encore
une fois, la signification de ce cycle est :

1—3, 3—4, 4~ 1.

Alors, on voit le cycle vraiment comme un cycle (il n’y a ni début ni:fim) peut se le représenter
en écrivant les élément sur un cercle :
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Donc on peut I'écrire aussi comme(3 4 1) et(4 1 3). (Attention! Le cyclgl 4 3) est
différent : il représente I'application — 4, 4+ 3, 3+~ 1.)

Le cycle qui contien? est(2 6), et le cycle qui contierit est(5).

L’écriture en cycles d¢ est
f=(134)(26)(5).

Souvent on n'écrit pas les cycles qui n'ont qu’un seul élémeanf (&dentité qui s'écritid = (1)),
alors

f=1(134)(26).
(b) Voici la liste compléete des éléments$ie:
(1), (1 2), (13), (23), (123), (132).
(c) La composition de deux éléments en écriture en cycles (et, pourrgédefois, autrement) :
(1635)(24)0(134)(26) =(15) (2 3) (4 6)

1234560123456 (1 2 3 4 5 6

6 4 52 1 3 36415 2 5326 1 4)°
(d) Linversede(1 6 3 5) (2 4) € Sgest(1 5 3 6) (2 4). Donc pour obtenir l'inverse, on écrit

les cycles en sense inverse.

Définition 7.9.

(&) On appellecycle toute permutatiorr dans.S,, telle qu'il existek compris entrel et n, et des
entiersay, ..., a;, dans{1, ...,n}, deux a deux distincts, tels que= (a; ... ay).

(b) L'entier k et 'ensemble{ay, ..., ar} sont alors uniques k est appelé ldongueurdu cycle et
{a1, ..., a; } est appelé lsupportdu cycle.

(c) Deux cycles sont digs supports disjointsi I'intersection de leurs supports est vide.

Remarque 7.10.(a) On rappelle que, lorsque I'on écrit un cycle, on peut commenaenjimporte
guel élément du support (en respectant ensuite I'ordreagle©n a par exemple :

(1635) = (6351) = (3516) = (5163).

(b) Deux cycles a supports disjoints commutent. Cela est un exercice facile

(c) Attention, deux cycles dont les supports sont non disjoints ne comtrpaketoujours. On a par
exemple dansj :
(12)(23) = (123) # (132) = (23)(12).
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(d) Toute permutation d§,, s’écrit comme produit de cycles a supports disjoints. Cette écriture est
unique, a I'ordre des cycles prés.

On a par exemples les égalités :
(1635)(24)=(24)(1635)=(42)(3516).
Définition 7.11. Un élément € S,, est appeldranspositiors’il existei, j € {1,2,...,n},i # j tels
quer = (i j).

Proposition 7.12. Le groupe symétriqué,, est engendré par ses transpositions, c’est-a-dire, tout
élément peut s'écrire comme produit de transpositions.

Démonstration.ll suffit de montrer que tout cycl(aal as as.. .aT) s’écrit comme un produit de
transpositions. C’est le cas car :

(a1 az as.. .ar) = (ar al) o (ar,l al) 0--0 (a3 al) o (a2 al).

8 Les entiers relatifs

Objectifs :
e Connaitre la construction formelle deavec addition et multiplication a partir de;

e savoir démontrer des propriétés simples.

Construction deZ

D’abord on écriraZ pour notre construction des entiers relatifs (pour souligner que giestanstruc-
tion d’'un nouvel objet) ; aprés la construction, on utilisera la notation hdlatdest on calculera avec
Z comme chacun le connait.

La construction est basée sur la relation d’équivalence suivante.

Lemme 8.1. La relation binaire sulN x N définie par
(a,b) ~ (c,d) & a+d=b+c
est une relation d’équivalence.

Démonstration.La preuve est claire. La transitivité utilise des propriétés des entiereimétablies
dans la section 6. O

Les classes d’équivalences sont précisément les coliplesayant la méme différence (qui peut étre
négative!) : donc,

a—b:=(a,b)={(c,d) eNxN|c—d=a—b}

On peut donc prendre les classes d’équivalence pour cette relagquinBlence comme une définition
de Z si on arrive a définir I'addition et la multiplication « habituelles ». On s’occdfabord de
I'addition.
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Proposition 8.2. Soit Z I'ensemble quotient d& par la relation d'équivalence définie dans le
lemmé 8.11.

(&) L'application

+z:ZxZ— 2, (a,b)+z(c,d):=(a+c,b+d)

est bien définie. La définition peut étre écrite comimedb +z ¢ — d = (a + ¢) — (b + d).

(b) Posond)z := (0,0) = 0 — 0. Alors, (Z,+2z,0z) est un groupe abélien et I'inverse de- b =
(a,b) estb —a = (b,a); il estaussi noté-a — b = —(a, b).

(c) L'application

i:N=>Z n—(n0)=n-0

est injective et satisfai{a + b) = i(a) +z i(b) pour tousa, b € N.

(d) a—b=(a,b) € i(N) si et seulement s > b.

Démonstration.(a) Le point le plus important de cette preuve est de vérifier-ggeest uneap-
plication bien définie. Il faut donc montrer que la définition dez ne dépend pas du choix des

représentants des classes. Sofeht’) € (a,b) et(¢/,d') € (¢, d). Donc, par définition, on a

a+b=d+b et c+d=¢+4d.

En conséquence, ¢ca donne

(a+c)+ W +d)=(b+d) +(a+) donc (a+c,b+d)=(a+c,V+d),

démontrant que-z est bien définie.
(b) On va vérifier les axiomes : Soiemtb, ¢, d, e, f € N.

Associativité Elle est une conséquence directe de I'associativité du moridide, 0) :

((a,b) +z (¢;d)) +z (e, f) =(a+c,b+d)+ (e, f) = ((a+c)+e (b+d)+ [)
s B Gt (cte),b+(d+f)=(ab)+z(ctedtf)=(ab+z((cd+zle ).

Elément neutre C’est aussi une conséquence directe provenaht de

(,0) +2 0z = (a,0) +z (0,0) = (a + 0,0+ 0) ““™ "¢ (o )

et de la méme fagon on a aussj + (a, b) = (a,b).

Existence d’inverse On a

(a,b) +z (b,a) = (a+b,b+a)=(a+b,a+b) =(0,0) =0z.

Commutativité C’est aussi une conséquence directe provenaht de

comm:ut. deN (

(a,b) +z (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) c+a,d+b) = (c,d) +z (a,b).
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Donc, nous avons Vérifié qU&, 4z, 0z) est un groupe abélien.

(c) Montrons d’abord l'injectivité dé : Sii(n) = i(m), alors(n,0) ~ (m,0), doncn + 0 = 0 + m,
doncn = m.

On vérifie la propriété énoncée :

ila+b)=(a+0b,0)=(a,0)+z (b,0) =i(a) +zi(b).

(d) Sia > b, il existed € N aveca = b+ d € N, donc(a,b) = (d,0) = i(d). S'il existed € N tel

que(a, b) = (d,0) = i(d), alorsa = b + d, donca > b. O

Lemme 8.3. Pour touta — b = (a,b) € Z\i(N)ona—a — b= (b,a) € i(N) et(a,b) = (0,b — a).

Démonstration.On aa < b, donc(b,a) € Z. Le reste est clair. O

La multiplication des entiers relatifs
Nous allons maintenant définir une multiplication sur notre « modéle » des eetigifst

Proposition 8.4. (a) L'application

z2:Z2x 2= 2, (a,b)-z(c,d):= (ac+ bd,ad + bc)

est bien définie. On peut I'écrire comme

a—0b -z ¢c—d=(ac+bd) — (ad + bc).
(b) Posond z := (1,0) =1 — 0. Alors, (2, -z,1z) est un monoide abélien.
(c) La multiplication estlistributive c’est-a-dire

((a,0) +2 (¢;d)) -z (e, [) = ((a,0) -z (e, [)) +2 ((¢,d) -z (e, [))

pour tousa, b, ¢, d, e, f € N.

Démonstration.(a) Il faut donc montrer que la définition de ne dépend pas du choix des représen-
tants des classes. Soidnt, V') € (a,b) et(¢,d’) € (¢, d). Donc par définition on a

a+b =d+b et c+d=+d
En conséquence on obtient
ac+bVc=dc+bc, dd+bd=ad+Vd, dc+add=dcd+dd bd+bd=bc+bd.
On les aditionne pour obtenir :
ac+Vc+add+bd+dc+add +bd +bd=dc+be+ad+Vd+add +dd+ve+bd,

donc
(ac+bd) + (d'd +Vc) = (d'd +b'd') + (ad + be)

et en conséquence

(ac+ bd,ad + bec) = (o' + b'd',a’d + ).
(b) et (c) Exercice. Ol



8. LES ENTIERS RELATIFS 67

L'ordre naturel sur Z

Nous allons étendre I'ordre natureZ&(pour obtenir I'ordre « habituel »).
Rappelons que nous avons défihi= Z comme I'ensemble des classes d'équivaleaceb =

(a,b) ={(c,d) e NxN|a+d=0b+c}.
Définition-Lemme 8.5. (a) SurZ = Z on définit une relation d’ordre totale par

a—b<c—d&sa+d<b+ec

(b) Surl'image deN par I'application naturellei : N — Z, n +— n — 0 cet ordre est le méme que
I'ordre deN.

Démonstration.(b) est claire :

n—-0<sm-0n+0<m+0&=n<m.

(@)

Bien défini Supposons —b = o/ — ¥ (donc,a + b = d' +b) etc—d = ¢ — d’' (donc,c + d' =
¢ + d). Nous trouvons les équivalences :

a—b=<c—dea+d<b+c
sSatd+b+d <b+c+V +d
s (a+b)+d+d <(c+d)+b+V
S(d+b)+d+d <(+d)+b+¥
S@+d)+b+d) < +)+ (b+4d)
sd+d<v+d
sd-b<d-d

Donc, la définition ne dépend pas du choix.

Réflexivité a —b<a—-b<a+b<b+a.

Antisymétrie Sia—b x c—detc—d < a—"b,alors,a+d < b-+cetb+c < a+d, alors
a+d=b+c,donca—b=rc—d.

Transitivité

a—bxc—detc—d<xe—f
=a+d<b+cetc+ f<d+e
=sa+d+f<b4+c+ fetc+f<d+e
a+d+ f<b+d+e
=a+ f<b+e
=a—-b<e—f.
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Totalitéjﬁe@,ﬂ € Z.Sia+d<b+calorsa—b=<c—d.Sib+c < a+d, alors
c—d<a-—0b.

[
Apres cette preuve nous allons écrifau lieu de<.
Lemme 8.6. Soientx, y, z € Z tel quex < y. Alors :
@ z+z<y+=z
(b) Si0 < z,alorsz -z <y - 2.

(c) Siz<0,alorsy-z<zx-z.

Démonstration.Soientr = a — b,y =c—d,z = e — f. Nous avona + d < b + c.

(@) llensuitquga +e)+ (d+ f) < (c+e)+(b+ f),donca —b+e—f<c—d+e—f.

(b) Nous pouvons écrire = n — 0 avecn € N. D’abord notons que la formule pour la multiplication
dansZ nous donnerz = zn = an —bn etyz = yn = cn —dn. Il suit dea +d < b + ¢ que
an +dn < bn + cn,donczz = an — bn < en — dn = yz.

(c) Nous pouvons écrire = 0 —n avecn € N. La formule pour la multiplication dang donne
zz=20—n=bn—anetyz =y0 —n =dn — cn.llsuitdea+d < b+cquean+dn < bn+cn,
doncyz =dn —cn < bn —an = xz. O

A partir de maintenant, nous allons utiliser la notatfbpour Z et on va écriret, - au lieu detz, - =.

On utilisera aussi les notations habituellepourn — 0 = (n,0) et —n pour0 —n = (0,n) (pour
n € N).

9 Anneaux
Obijectifs :
e Maitriser la notion d’anneau ;
e connaitre des exemples d’anneaux ;
e maitriser les notions de diviseur de zéro et d’unité ;
e savoir démontrer des propriétés simples.

Les entiers relatifZ sont un ensemble avec deux lois, I'addition et la multiplication,

+:ZxZ—1Z, (a,b)— a+b,
L XZ—7Z, (a,b)—a-b,

et deux éléments spéciaQxl tels que

e ((Z,+,0) estun groupe abélien) : pour tautn,n € Z:
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élément neutrein +0=m =0+ m;

associativité (m+n) +=m+ (n+4);

existence d'inversem + (—m) = 0 = (—m) + m;

— commutativité m +n =n + m.
e ((Z,-,1) estun monoide commutatif) : pour toutn,n € Z :
— élémentneutrein -1 =m=1-m;
— associativité (m -n) - £=m - (n-¥);
— commutativité m -n =n - m.
o (relation entret et-) :
— distributivité : (m+n)-=m-L+n- L.

Comme vous le savez sans doute, les mémes opérations existent par exampés pombres ra-
tionnels, les nombres réels et les nombres complexes. Cela nous ameme@awdonom spécial aux
ensembles ayant de telles structuraaneau

Définition 9.1. SoientA un ensembld) 4,14 € A deux éléments (pas nécessairement distincts) et
+a:AXA— A et 4:AXA—-A
deux applications. On appelle le tuplet, + 4, - 4,04, 1 4) unanneau (commutatigi
e (A,+4,04) estun groupe abélien,
e (A,-4,14) estun monoide (commutatif) et
e pourtousa,b,c € A:
a-a(b+ac)=(a-ab)+a(a-ac)

et
(a+ab)-ac=(a-a¢)+4(b-gc)

(distributivité).

Donc,(Z,+,-,0,1) est un anneau commutatif. On le notera souvent jiste

Notez que si 'anneau est commutatif (par définition la multiplication est commutatiweiffit de
vérifier une seule des deux égalités pour la distributivité.

Souvent, nous allons supprimer I'indice donc on va écrir®, 1, +, - sans mentionned explicite-
ment. On va méme écrire parfais sans mentionned, 1, +, -, mais sachant que, 1, +, - font par-
tie des données d’'un anneau et qu'ils sont fixés. Nous allons aygwirser - parfois et écrirexb
poura - b. On convient également que la multiplication doit toujours étre éxécutée lzaddition :
a+b-c=a+(b-c).

Lemme 9.2. Soit(A4, +,-,0, 1) un anneau. Alors, pour tousc Aonal-a=a-0=0.



70 CHAPITRE Il. SYSTEMES DE NOMBRES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

Démonstration.0-a = (0+0)-a=0-a+0-a, donc,(4, +,0) étant un groupe, on@= 0 - a. De
la méme facona-0=a-(0+0)=a-0+a-0,doncO =a-0. O

Exemple 9.3. D’autres exemples d’anneaux sont :

e (Q,+,-,0,1) estun anneau commutatif. Plus bas, on verra une construction formelle.

e (R,+,-,0,1) estun anneau commutatif. Il est connu des cours d’analyse etdieddinéaire.
Plus bas, on verra une construction formelle.

o (Matayxa(R),+,0,(39),(§Y)) estun anneau non commutatifdésigne le produit matriciel).

Définition-Lemme 9.4. Soit(A, +,-,0,1) un anneau. Un élément € A est appelénités’il existe

v € Atel queuv = vu = 1. Une unité est donc un élément inversible dans le moreide 1).
L'ensemble des unités deest notéd*. (A%, -, 1) est un groupe (abélien si 'anneau est commutatif).
Il s'appellegroupe des unités dé.

Démonstration.L'associativité et I'existence d’élément neutre proviennent du fait(que, 1) est un
monoide. L'existence d’inverse est la propriété définissant I'enserble Ol

Proposition 9.5. Z* = {—1, 1}.

Démonstration.L’équationa - b = 1 n"admet que les solutiong = 1,b = 1) et(a = —1,b = —1)
dansZ. Donc1 et —1 sont les seules unités @e O]

La construction d€) sera fait plus tard. Notre connaissancerous permet déja d’'affirmép* =
Q\ {0}, car toute fraction non nullé a2 comme inverse.

Anneaux intégres
Proposition 9.6. Pour tousa, b € Z tels queab = 0, on aa = 0 oub = 0.

Démonstration.Sia € N etb € N, c’'est la proposition 6.13. Si€ Netb ¢ N,ona0 = —1-0 =
—1-a-b=a-(-b),donca = 0ou—b = 0, donca = 0 oub = 0. Les deux autres cas sont
similaires. O

Définition 9.7. Soit(A, +, -, 0, 1) un anneau. On dit qud est unanneau intégrsi pour tousz, b € A
tels quesb = 0,0naa =0oub = 0.

Un élément: € A tel qu'il existeb € A\ {0} avecab = 0 ouba = 0 est appeldiviseur de zéro
(Donc un anneau est integre s'il n’existe pas de diviseur de zérodspuf

Donc,(Z,+,-,0,1) est un anneau integre.

Proposition 9.8. Soit(A, +, -,0, 1) un anneau integre. Alors, on peut simplifier des produits comme
suit : Pour tousa, b, ¢ € A aveca # 0 tels queab = ac Ouba = ca O0n ab = c.
En particulier, cette régle est valable dafs

Démonstration.Si ab = ac, alorsa(b — ¢) = 0. CommeA est intégre nous obtenomas= 0 ou
b — ¢ = 0. Le premier cas est exclu, dobe- ¢ = 0, doncb = ¢. Un argument similaire marche aussi
pourba = ca. O
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Corps
Définition 9.9. Soit(A4, +,-,0,1) un anneau (commutatif). On I'appeld®rps (commutatifyi

e tout0 # a € A est une unité pour la multiplication (c’est-a-dird,© = A\ {0}) et

e 0#1.
Exemple 9.10.

e (Q,+,-,0,1) estun corps commutatif.
e (R,+,-,0,1) estun corps commutatif.

e (Z,+,-,0,1) n'est pas un corps car il existe € Z \ {0} qui n’est pas une unité, par exemple
n=2.

On définira plus loin une famille de corps trés importante : les corps finis.
Lemme 9.11.Soit(A4, +,-,0,1) un corps. Alors A est un anneau intégre.

Démonstration.Exercice. O

10 L'anneau des entiers relatifs revisité

Objectifs :

e Maitriser la division euclidienne;
e maitriser les congruences et les régles de calculs;
e connaitre la relation entre congruences moduét I'anneau quotient /nZ;

e connaitre les corps fini premiers.

Magie de nombres (ou pas de magie ?)

Si vous me donnez un nombre natutdlen écriture décimale), je peux tout de suite vous dire s'il est
divisible par9 ou pas. Connaissez-vous la regle ?

Si vous me donnez un nombre natutdlen écriture décimale), je peux tout de suite vous dire s'il est
divisible par11 ou pas. Connaissez-vous la régle ?

Sivous me donnez un nombre natutge|e peux tout de suite vous dire lequel est le dernier chiffre de
3™ (en écriture décimale). Par exemple, le dernier chiffre de

e 3122 gst9:

o 32015 ast7. Effectivement3?9!® =

2508004203894191774041127743275413221308845842939618856955062457588643884027241685
9223035247846611847480582801906573832261557609949113137160880110545320823868015605
5610597341790678861567799727081700230816566376009170493384750777352489219183697337
3655034478364901416041786696025739432095856574597009221239200521343472547982282333
1467674604603001168061074547089611683831723181549425278556452027927682546875792123
5536017486150183088769202085612363963107627476798088919936516772730794731876129395
2967766298126685785019546224525575615893701366245848399143232421208830351465594543
4337109419608030024993804005345428780464116161872379197547194554446869571137923792
8886114248131731410441664931915337664434323820451137920542722352697258484990422957
2199532400662688751478600028285927976069033597146436280641076053087011113026082589
5995590699058102785861345471716113823267946589867300516668038560882097660321396298
082572504338649046350203196748508472678403942258671303428907

e (voyez le cours)
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La divisibilité dans Z

Soita,b € Z. On rappelle qué divisea (notation :b | a) s'il existeq € Z tel quea = bq.

Lemme 10.1. La divisibilité dansZ définit une relation réflexive et transitive qui satisfait aussi :
(a) pourtousa,b € Z\ {0} : ((a|betb|a) = a=boua=—b);

(b) pourtousa,b,c€ Z: ((a|beta|c) =a|(b+c)eta|(b—c)).

Démonstration.

Réflexivité a | a parce que: - 1 = a.

Transitivité a | betd | cimpliquent I'existence de, r € Z tels queb = qa etc = rb. Doncc = gra,
donca | c.

(@) a | betd | aimpliquent I'existence de,r € Z tels queb = ga eta = rb. Donca = rqa, donc
(a étant non nul eZ intégre)rq = 1, et doncr = +1 etq = r par la propositioft 915, d’ou le
résultat.

(b) a | beta | cimpliquent I'existence de, r € Z tels queb = qa etc = ra. Donc,b+c = (¢+7)a
etb—c=(q—r)a,donca | (b+c)eta| (b—c).

O

Division euclidienne

Proposition 10.2(Division euclidienne) Soientz, y € Z avecy > 1. Il existe des uniqueg r € Z
tels que
r=qy+ret0<r<y—1.

Démonstration.

Existence Soit M := {x — zy | z € Z} N N. C’est un sous-ensemble non-vide NeCommeN
est bien ordonné, il existe un plus petit élément M ; il est automatiquement de la forme
r=x—qy.Sir >y, alorsr —y =x — (¢ + 1)y € M est un élément encore plus petit que le
plus petit élément. Done < y.

Unicité Supposons que = qy +r = ¢'y + r’. Donc,
(a—d)y=r"—r
Il en suity | (' — r). Mais, on a aussi
-y < r—r< Y,

donc0O = »/ — r (car0 est le seul multiple de strictement plus grand quey et strictement
plus petit quey), doncr = 7’ etq = ¢'.

O]
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Congruences

Définition 10.3. Soitn € N.. Deux entiers relatifs,y € Z sont appelésongrus modula si
nl|(z—y).
Notation :x =y (mod n) (Ouz =y mod (n)).

Lemme 10.4.Soientn € Ny etx, y € Z. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 2=y (mod n).
(ii) Le reste de la division euclidienne depar n est le méme que le reste de la divisionydear n.

Démonstration.Soientr = gin +r ety = gn+reoavec0 <ry <n-—1et0 <ry <n-—1.

«(i) = (ii)» : Alors, n | (z —y). Commen | (¢1 — g2)n, il suit quen divise (x — y) — (¢1 — @2)n =
r1 — rg, doncry = ro (Méme argument qu’en haut-n < r; — ro < n).

«(ii)y = () » : Alors, r; = r9, doncz —y = (¢1 — g2)n, doncn | (z —y), doncx =y (mod n). O

Définition-Lemme 10.5. Soitn € N. La congruence modulo définit une relation d’équivalence
R, :
Y(z,y) € Z*, 2Ry < =y (mod n).

L'ensemble quotierit/R,, est notéZ /nZ. On a:
Z/nZ =1{0,1,...,n—1}

et
0={..,-2n,-—n,0,n,2n,..}k={...,—2n+k,—n+kkn+k2n+k, ..}

La classe d’'un entiek compris entrd) etn — 1 est le sous-ensemble deformé des entiers relatifs
dont le reste dans la division euclidienne paest égal &.

Démonstration.Exercice. O

Anneaux quotients

Lemme 10.6.Soientn € N etxy, z9,y1, y2 € Z tels que
x1=vy; (modn) et xy=yy (modn).

Alors,
r1+ra=y1+y2 (modn) et z;-z2=y;-y2 (modn).

Démonstration.Nous avons: | (z1 — y1) etn | (z2 — y2).

Pour la premiére assertion nous en concluens((x; — y1) + (z2 — y2)), doncn | ((z1 + x2) —
(y1 + y2)), donczy + z2 = y1 + y2 (mod n).

Pour la deuxieme assertion, il suit que (z1 — y1)x2 €tn | (z2 — y2)y1, doncn | ((x1 — y1)z2 +
(.CUQ — yg)yl), doncn ‘ (a;lxg — ylyg), dOI’]C.Il T2 = Y1 Y2 (mod TL) ]
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On peut maintenant donner I'explication du calcul du dernier chiffréd@ourn € N. Faire la
division euclidienne de par4 : n = 4q + r avec0 < r < 3. Alors :

3" =34t = (3%)7.3" =817.3"=17.3" = 3" (mod 10).

Donc, le magicien n'a besoin que de faire la division euclidiennetgg@our c¢a il suffit de la faire
pour les2 derniers chiffres de (trouvez la raison vous-mémes!)) et de connaitre (le dernier chiffre
de)3" pourr = 0,1, 2, 3.

Définition-Lemme 10.7. Soitn € N. Nous définissons
+:Z/nL X Z/nl — Z/nZ, (T,§)—>T+Y:=x+y

et
i LInZ X ZInZ — Z/nZ, (T,Y)— T -§J: =T Y.

Alors, (Z/nZ,+,-,0,1) est un anneau commutatif.

Démonstration.Exercice. Utiliser le lemme_10.6 pour démontrer guet - sont bien définis (indé-
pendants des choix de représentants) et le fai{gue, -, 0, 1) est un anneau. O

Nous allons souvent noter les classe&deZ sans écrire les « barres ». Egalement, on notera I'anneau
(Z/nZ,+,-,0,1) plus court commé&. /nZ.

Exemple 10.8.(a) Voici les tables d’addition et de multiplication @g'27Z.

+lolr - fofn
0 |01 0100
1 110 1]0]1
(b) Voici les tables d’addition et de multiplication @g'3Z.
rJojif2 - foft]2
0 (|0|1]2 01010]0
1 (1120 11012
2 (2|01 21021

(c) Voici les tables d’addition et de multiplication @&/47.
+loltf2]3 - foft]2]3

00123 0)0[{0]0]0
1]1(2(3|0 1071123
2 11213|]0]1 21012072
3{3]0]12 3101321

Plus grand diviseur commun (pgcd)

Définition 10.9. Soientd € N etx,y € Z. On appelled plus grand commun diviseur de y (nota-
tion : d = pged(x,y)) Si

o d|xetd]|yet
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e pourtoute e Nona((e|zete|y) =e|d).
Proposition 10.10. Soientz, y € Z pas tous les deux
(&) Un plus grand commun diviseur deety existe et il est unique.
(b) Identité de Bézoutli existea, b € Z tels quepged(x,y) = ax + by.

Démonstration.Soit M := {ax + by | a,b € Z} et M := M N Nsy. CommeM * est un sous-
ensemble non vide d§, il posséde un plus petit élémeah{par le fait queN est bien ordonné).

Par définition il exister, b € Z tel qued = ax + by. Nous allons démontrer quiest un plus grand
commun diviseur de, y.

D’abord on montrel | m pour toutm € M (commez,y € M, on obtient alors automatiquement
d | x etd | y). Soitm = ux + vy. On fait la division euclidienne pat :

m=gqd+ravecO <r<d-—1.

Alors,
r=m —qd =ux + vy — q(ax + by) = (u — ga)x + (v — gb)y,

doncr = O carsil < r, alorsr € M™ entrainerait que est strictement plus petit que le plus petit
élément deV/ +, une contradiction.

Soite € Ntel quee | x ete | y. Donc,e | (ax + by), donce | d. Nous avons terminé la preuve gdie
est un plus grand commun diviseur.

L'unicité est claire : Sid, e € N sont des plus grands communs diviseurs tous les deux,&lorset

e | d, ete etd sont tous les deux dah$.(, doncd = e. O]

Le pged et lidentité de Bézout peuvent étre calculés (et leur existence peutétmentrée) par
I'algorithme d’Euclide (voir Exercices) que nous décrivons maintenaintj¢e vous avez di voir a
I'école).
Soientry > rq deux entiers positifs. Nous allons calculer legrd ainsi que l'identité de Bézout, par
le processus récursif suivant :
Siry > 1, calculer le reste, de la div. derg parry ro = qr1 +ro;
Siry > 1, calculer le restes de la div. der parrs 1= qore + 73]

Sir, > 1, calculer le reste,, ., de la div. der,,_ parr, || rn—1 = q@u7n + Tn+1;

Sir,11 = 0, on aterminé. rn = pged(ro, 1)
Nous démontrons ci-dessous qgtieest en effet égal gged(rg, r1). D’abord on vérifie que:, divise
ro etry :

ry, diviser,,_1.
= rydiviser,_o = ¢u_1Tn_1 + rn.
= rydiviser, 3 =q, orn_o+rp_1.

= r,diviser; = qoro + 3.
= r,diviserg = g1y + ro.
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Exemple 10.11.ry = 99 etr; = 21.
Calculer le rester, = 15 de la div. de99 par 21 || 99 =4 - 21 + 15;
Calculer le rester; = 6 de ladiv.de21 par15 | 21 =1-15+6;
Calculer le rester, = 3 de la div. del5 par 6 15=2-64+3;
Le reste de la div. dé par 3 est0 6=2-3;
3 = pged(99,21)
On obtient I'identité de Bézout en utilisant les égalités dans la colonne a deoitemencant par le
bas :

3=15—-2-6
=15-2-(21—-1-15)=—2-21+3-15
= —2.214+3-(99—4-21)=3-99 — 14 - 21.

Le calcul de l'identité de Bézout dans I'exemple est un pduhoc On va le remplacer par une
formulation générale et plus élégante. On utilisera les matrices de2ail2qu’on suppose connues
du cours d'algébre linéaire.
Soientry > rq deux entiers positifs. Nous allons calculer legrd ainsi que l'identité de Bézout, par
le processus récursif suivant :
Sir; > 1, rester, de la div. derg parr Ay = ( ) 12) = r
) Al (r5) =A2(7

1

—-q
1

—q2
1

oo

Siry > 1, resters de la div. der; parr, Ag = (

Sir, > 1, rester, 1 de ladiv. der,_i parr, | An:= ("7 })-Any || (") = An (3)
Sirp,+1 =0, on aterminé. rn = pged(ro, 1)
SoitA,—1 = (254). Alors, I'égalité(,,", ) = Ap—1 (7)) = (2 %) (7 ) nous donne

rn = ari + bro,

I'identité de Bézout récherchée. Comme on saitigudivisery etr;, on obtient aussi une preuve que
r,, est en effet le pgcd de) etr; : tout diviseur de- etr; doit diviserr,,.

Exemple 10.12.0n reprend I'exemple, = 99 etr; = 21.
Rester, = 15 de ladiv.de&99 par21 | Ay = (*});
Rester; = 6 de la div. de21 par 15 || A; = (
Rester, = 3 de la div. del5 par 6 Az = (
Le reste de la div. dé par 3 est0

3 = pged(99,21)
Les coefficients de I'identité de Bézout sont les coefficients de la pecraiggée de la matrices :

3=-14-21+3-99.

Définition 10.13. Soientm € N etz,y € Z. On appellem le plus petit commun multiple de, y
(notation :m = ppcm(z, y)) Si

e z|mety|met

e pourtoutn e Nona((xz | nety | n)=m|n).
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Proposition 10.14. Soientr, y € Z pas tous les deux
(a) Un plus petit commun multiple deety existe et il est unique.
(b) On a/lidentitéxy = signe(zy) - ppem(z, y) - pged(z, y).

Démonstration.Exercice. O

Corps finis

Lemme 10.15.Soitn € N+ ;. Soitz € Z tel quepged(z,n) = 1 = ax + bn aveca, b € Z (I'identité
de Bézout).
Alors, la classe&r est un inverse multiplicatif de la classedans I'anneauZ/nZ, +,-,0,1).

Démonstration.Nous avond = az + bn = ax (mod n),doncl =axr =a - T. O
Corollaire 10.16. Soitn € N ;. Alors, le groupe des unités de I'anne@y/nZ, +, -,0, 1) est
(Z/nZ)* ={T | x € Z,pged(x,n) = 1}.

Démonstration.Dans le lemmé&_10.15 nous avons vu que toutes les claspesir z € Z tel que
pged(xz,n) = 1 sont des unités.
Sixz = py etn = pm avecl < p < n, alors nous avong: # 0 et

T m=7p-m=y pm=7-0=0,

doncz ne peut pas étre une unité, car s'il I'était = zz, alors

m = 1m = zzm = 20 = 0,

une contradiction. ]

Corollaire 10.17. Soitn € N+ 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
() (Z/nZ,+,-,0,1) estun corps commutatif de cardinal
(ii) m estun nombre premier.
Sip estun nombre premier, on ndfg := (Z/pZ, +,-,0, 1), et on l'appellde corps fini de cardinal.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Supposons que n’est pas un nombre premier, donc= ab avec

1 < a,b < n. Alors par le corollaire”10.16 # 0 n’est pas une unité d&/nZ, doncZ/nZ n'est pas
un corps.

«(if) = (i) » : Si n est un nombre premier, tous lesc Z tels quel < a < n — 1 satisfont
pged(a,n) = 1, donc toutes les classés2,...,n — 1 sont inversibles. Donc, la seule classe qui
n'est pas inversible estetZ/nZ est un corps. O
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Appendice : Unique factorisation en nombres premiers

Dans cet appendice, nous donnons une caractérisation alternatimerdbres premiers. Au semestre
prochain, cette caractérisation va nous servir de modéle pour unatigaton des nombres premiers
dans des anneaux plus généraux gudci, nous en avons besoin pour démontrer le fait que tout
nombre naturel s’écrit de fagon (essentiellement) unique comme produitndleres premiers.

Nous rappelons que nous avons déja démontré le théoréme d’Euclide qomiee de nombres
premiers est infini (théorenie1.5).

Lemme 10.18.Soitp € N+ ;. Les assertion suivantes sont équivalentes :
(i) pestun nombre premier.
(i) Pourtouta,b € Z on a: sip divise le produitabd, alorsp divisea ou p diviseb.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit p un nombre premier tel quet a. On veut montrep | b.
Commep 1 a et les seuls diviseurs positifs gesontl etp, on apged(a, p) = 1 etl'identité de Bézout
1 = rp+sa pour certaing, s € Z. Puisquep diviseab, il divise ausskab etbrp, doncp | (sab+brp),
mais

sab+brp = (1 —rp)b+brp=">b—brp+brp = b,

doncp | b.

« (ii) = (i) » : Supposons que I'assertion (i) est fausse, c’est-a-dir@ qest pas un nombre premier.
Alors p = ab avecl < a,b < peta,b € N. Doncp | p = ab, maisp 1 a etp t b, donc I'assertion (ii)
est fausse. Ol

Corollaire 10.19. Soientp € N-; un nombre premiers € N>o etqp,...,qs € Z tels quep |
q1q2 - - - qs- Alors il exister € {1,...,s} tel quep | g;.

Démonstration.Par récurrence pour> 2. Linitialisation s = 2 est le contenu du lemrbe 10118. Sup-
posons gue l'assertion est vraie poursuiNous allons la démontrer posr+ 1. Donc, supposons que
Pl q1qz- .. qsqs+1- ON le réécrit comme | ab aveca = q1q2 . . . gs €tb = qq41. Par le lemmeZ10.18 il
suit quep | a oup | b. Dans le dernier cas | ¢s+1. Dans le premier cas par I'hérédité nous obtenons
p | gi pouruni € {1,...,s}, donc, 'assertion est vraie posiF- 1. O

Lemme 10.20.Soitn € N>o. Alors, il existe un nombre premigrqui divisen.

Démonstration.Nous avons déja fait cet argument dans la preuve de l'infinitude desreembe-
miers. On le refait ici :

M :={m € N>y | m divisen}.

C’est un sous-ensemble @ qui n'est pas vide (can € M commen | n). Donc, commeN est
bien ordonné, il existe un plus petit élément M. Soitt € N-; un diviseur dep. Alors, par le
lemmel10.1 (a) on &| n, donct € M. Commet < p etp est le plus petit élément d¥, il en suit
quet = p, doncp est un nombre premier. O
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Théoréme 10.21(Théoréme fondamental de la théorie élémentaire des nomBr@s) nombre na-
turel n > 1 s’écrit comme produit fini de nombres premiers de facon unique dréoprés. ¢ = 1
correspond au produit vide.)

Plus précisement on a pour tout> 2 :

(@) llexister € Netpy,...,p, € P (des nombres premiers) tel que= p1ps ... p:.

(b) Sis € Netq,...,qs € Ptels quen = qiq2...qs, alorsr = s et il existe une bijection
o:{L,...;r} = {1,...,r} telle que pour tout € {1,...,r} ON ag = py;)-

Démonstration.
(a) Soit
M := {n € N>5 | n n’est pas un produit fini de nombres premigrs

C’est un sous-ensemble e Supposons qu'il n’est pas vide, alors il posséde un plus petit élément
Par le lemmé&_10.20 il existe un nombre premiequi divisern. Commep est un produit de nombres
premiers (le produit avec le seul facteyy on ap ¢ M, doncp < m, donc2 < % < m, donc
% Z M. Donc% est un produit d’éléments premiers, domc = p% I'est aussi. Donan & M.
Contradiction. DondV/ est vide.

(b) Nous démontrons le résultat par récurrence portr1. Pourn = 1 le résultat est clair. Supposons
gue nous avons déja démontré le résultat pour tout nombre naturel positifraent plus petit que.
Montrons-le pour.

Nous avons donc

pP1ip2...Pr =N =d41492 .. .(s.

Commep; | n, il suit du corollaird 10.19 qu'il existe up e {1,..., s} tel quep; | ¢;. Commey; et
p1 sont des nombres premiers, op;a= ¢;. En conséquence, nous obtenons

n

p2...pr=—=4q1q42-.-45-145+1 - - - gs-

P
Commel < pﬂl < n, par hérédité — 1 = s — 1 (doncr = s) et il existe une bijectiom : {1,...,5—
Lj+1,...,7} = {2,3,...,r} telle queg; = p,(; pour touti € {1,...,5— 1,5+ 1,...,r}. Nous
prolongeons : {1,...,r} — {1,...,r} en posant(j) = 1. Evidemmentg est une bijection. [

11 Les nombres rationnels

Cette section ne sera pas traitée dans le cours, mais il y aura quelquesssq@our vous familiariser
avec le contenu. Dans cette section, hous montrons comment les nombrasetatsmntonstruits a
partir des entiers relatifs. Donc vous pouvez vous convaincre a I'aidette section que les nombres
rationnels ont aussi une fondation solide.

Construction des nombres rationnels

Nous avons construit 'anned, +, -, 0, 1). Maintenant, nous allons l'utiliser pour une construction
des nombres rationnels.
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Nous allons définir les fractions comme des classes d'équivalence poucdenpte du fait que le
numérateur et le dénominateur d’une fraction ne sont pas uniquesyblegenultiplier par n'importe
quel entier non nul § = 7).

Définition-Lemme 11.1. SurZ x (Z \ {0}) on définit une relation
(a,2) ~ (b,y) & ay = bz.

C’est une relation d’équivalence.

La classe d€a, z) est formée de tous lgs, y) tel queay = bz, ce qui justifie la notatiorf pour la
classe(a, x).

L’ensemble quotient est notg I'ensemble desombres rationnels

Démonstration.Exercice. O
Proposition 11.2. SoitQ I'ensemble quotient du lemrhe 111.1.

(a) Les deux applications

b
+:Q0xQ—Q, g—l—é::ay+ i
r oy Ty
et b b
a a
QxQ-Q 2. 0=2
ry Ty

sont bien définies, c’est-a-dire que leurs définitions ne dépendsmtgsachoix des représentants
(a,z) et(b,y) des classe§ et ”.
(b) (Q,+,-,9,1) estun corps.
(c) L'application
t:7Z—Q, n— %
estinjective eton an + m) = «(n) + ¢(m) ete(n - m) = u(n) - 1(m).

Démonstration.Exercice. O

L'ordre naturel sur Q

Définition-Lemme 11.3. (a) SurQ on définit une relation d’ordre totale par

< —-:ad<bc

Sl S
ISHE

pourb,d € Nsg.

(b) Sur image deZ par I'application naturelle: : Z — Q, n + 7 cet ordre est le méme que
I'ordre de Z.

Démonstration.La démonstration n’est pas difficile et peut étre faite comme exercice. Ol

A partir de maintenant nous allons écriteau lieu de<.
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Lemme 11.4.Soientz, y, z € Q tel quex < y. Alors :
@ z+z<y+-=

(b) Si0 < z,alorsz -z <y - 2.

(c) Siz<0,alorsy-z<zx-z.

Démonstration.La démonstration n’est pas difficile et peut étre faite comme exercice. Ol

La valeur absolue deQQ

Définition 11.5. Pourr € Q nous définissona valeur absolue depar

r si0 <r,
|| = .
—r sir<Q0.

Proposition 11.6. Pourr, s € Q les assertions suivantes sont vraies :
@) |r|>0etr=0<«|r| =0.

(b) |r-s| =|r|-|s| (multiplicativité).

©) |r+s| <|r|+ |s| (inégalité triangulaire).

(d) Il existen € N tel que|n| > 1 (cette propriété « triviale » dit que la valeur propre est « archimé-
dienne »; il existe aussi des valeurs absolues qui ne sont pas adieinnés).

Démonstration.(a) La seule chose a montrer est la suivante :Sgit0. Alors,—1-0=0< —1-r =
—r,donc0 < —r,

(b) Clair.

(c) Nous avong < |r| ets < |s| (on le vérifie directement). Donc+ s < |r| + |s|. De la méme
maniére on conclut der < |r| et—s < |s| que—(r + s) < |r| + |s|. Les deux ensemble nous
donnent |r + s| < |r| + |s].

dl2/=2>1. O

Corollaire 11.7 (Deuxiéme inégalité triangulairePour toutr,s € Q on a:
[Ir] = Isl| < I+ s| < |r| +Is].

Démonstration.Nous avongr| = |r + s — s| < |r + s| + |s|, donc|r| — |s| < |r + s|. De la méme
maniére nous avoris| — |r| < |r + s|, donc||r| — [s|| < |r + s]. O
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Les nombres réels

Les nombres réels sont un objet étudié dans vos cours d’AnalyseéRewcomplet, nous rajoutons
encore une esquisse de la construction des nombres réels a partindees cationnels.

Dans vos cours d'analyse, vous avez défini des suites de Cauahy(cavec convergence pour la
valeur absolue définie ci-dessus). Sbitensemble de toutes les suites de Cauchy. 80ie sous-
ensemble d€ des suites de Cauchy qui tendent v@rs

SurC on définit la relation d’équivalence

(a’n)HEN ~ (bn)neN = (an - bn)nGN eN.

L'ensemble quotient dé modulo cette relation d’équivalence est 'ensemble des nombres réels. Les
nombres rationnels s’y plongent via I'application qui envoie Q sur la suite constantg, := x pour

toutn € N. On additionne et multiplie deux classes (nombres réels) en additionnant|tpliamt

des suites de Cauchy qui représentent ces classes terme par terme.



Chapitre IlI

Débuts de la théorie des groupes

12 Sous-groupes

Objectifs :
e Apprendre et maitriser la définition de sous-groupes;
e apprendre et maitriser les groupes cycliques;;
e apprendre et maitriser la génération de sous-groupes;
e savoir démontrer des propriétés simples.

Nous rappelons d’abord les groupes que nous connaissons déja :
o (Z,+,0),(2*,-,1) = ({-1,+1},-,1).
* (@+,0),(Q",-1) = (Q\{0},-,1).
e (Z/nZ,+,0), ((Z/nZ)*,-,1).
e (Sp,0,(1)), le groupe symétrique.

Comme la définition I'exige, il s’agit d’'un ensemble avec une « loi de grougei>est associative,
posséde un élément neutre et telle que chaque élément a un inverse.iSidayfoupe est écrite
« multiplicativement », on note l'inverse depara—" ; si la loi est notée « additivement », on écrit
pour l'inverse deu.

Dans cette section nous allons étudier des sous-groupes. L'idée est simmpkous-groupe d’'un
groupe est un sous-ensemble qui est « respecté » par la loi de gikmyeallons préciser ceci dans
la définition suivante.

Regardons un exemple : Considér@hsomme groupe pour I'addition et deux sous-ensembles :

e P:={n € Z|nestpair},

e [:={n € Z|nestimpair}.

83
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Bien que les deux sous-ensembles aient I'air trés similaires, ils ne le sott past du point de vue
suivant :

Sia,b € P,alorsa+ b € P. Mais : sia,b € I, alorsa + b ¢ I. Nous voyons que la loi de groupe
respecte” mais pad.

Drailleurs, I'élément neutre appartientfd: 0 € P, mais pas d : 0 ¢ I. Par contre pouP et on

a que l'inverse de tout élément de I'ensemble y appartient aussicsP, alors—a € P; sia € I,
alors—a € I.

Définition 12.1. Soit (G, ,e) un groupe etd C G un sous-ensemblé! est appelésous-groupe
deG (notationH < G) si

e cc H,
e pourtouta,b € H onaa*b € H (donc,x se restreint en une applicatiad x H — H), et
e pour touta € H, l'inversea™! € H.

Exemple 12.2. e P estun sous-groupe d&, +,0), mais/ ne l'est pas.

e Pour toutn € Z I'ensemble de tous les multiples dest aussi un sous-groupe (8, +,0).

En fait, tout sous-groupe dé est de cette forme (voir la remargue 16.12).

Soit(G, %, e) un groupe. L'ensemblfe} est un sous-groupe dé.

Soit(G, x, e) un groupe G est un sous-groupe de.

{=1,+1} € Q est un sous-groupe d&*, -, 1), mais pas un sous-groupe (@, +,0).

SoitS; = (53,0, (1)) le groupe symétrique efi, 2,3}. Nous considérons I'ensembié :=
{(1 2 3),(1 3 2),(1)};c’estun sous-groupe, mais I'ensemblg 2),(1 3),(2 3),(1)} ne
I'est pas.

Dans ce cours et dans les cours a suivre nous définissons sdegentsous-objets d’objets » (autre
exemple : sous-espace vectoriel); & chaque fois on exige que le Bjgasoit un objet du méme
type : un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel ; ici : Baggoupe est un groupe :

Lemme 12.3. Soit (G, %, e) un groupe etd C G un sous-ensemble. Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) H estun sous-groupe de.
(i) Onax(H x H) C H,e € H et(H,*,e) estun groupe.

Démonstration.« (i) = (ii) » : C'est clair : 'associativité provient de celle déainsi que le fait que
e est 'élément neutre. En plus,appartient &4 par définition et les inverses dé y appartiennent
aussi par définition.

« (i) = (i) » : Il suffit de montrer que pout € H, son inverse:~! (dans le group&’) appartient
a H. Comme(H, %, e) est un groupe, I'élément possede un inverdec H. L'unicité de l'inverse
(lemmée_7.5) montre que= a~!. O
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Le lemme prochain donne un critére qui permet souvent de raccourcadagoqu’un sous-ensemble
donné est un sous-groupe.

Lemme 12.4(Critére pour sous-groupespoit (G, x, e) un groupe etd C G un sous-ensemble
non-vide. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) H < G (H estun sous-groupe d&).
(i) Pourtouta,b € Honaaxb™! c H.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soienta, b € H. CommeH est un sous-groupe, orba' € H et donc
axbl e H.

« (i) = (i) » : CommeH est non-vide, il y existe un élément ¢ H. Lhypothése nous donne
a*xa"' € H,donce € H. Pour touth € H on obtiente x b~ = b~! € H. Soienta,b € H, donc
ax (b™1)7! = axb € H. Nous avons Vérifié la définition et concluons giieest un sous-groupe
deG. O

Exemple 12.5.Tout élément du groupé&, +, 0) s’écrit en utilisant seulement(et son inverse-1) ;
parexempl® =1+ (-1),5=1+1+1+1+1et-5=-1-1-1-1-1.
On en déduit qu'un sous-groupe @e < Z qui contientl est automatiquement égala

Définition 12.6. Soit(G, , e) un groupeG est appel&ycliques'il existeg € G tel que tout élément
deG est de la formg™ pourn € Z ou

e sin:O,
grxgx- kg sin >0,
N ) N ——
9 = n-fois
g lxgtx-coxg™t sin<o.
|n|t?ois

Exemple 12.7. e Le groupe(Z, +, 0) est cyclique.
e Pour toutn € N le groupe(Z/nZ, +,0) est cyclique.
Lemme 12.8. Tout groupe cyclique est abélien.

Démonstration.C’est évident g™ x g™ = g™ = g™t = g™ % ¢g" pour toutn, m € Z. O

Définition 12.9. Soient(G, %, e) un groupe etV C G un sous-ensemble. On dit qGeestengendré
par M (et queM est unensemble de génératelss le seul sous-groupe de qui contientM estG
lui-méme.

Lemme 12.10.Soit(G, x, €) un groupe. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) G estcyclique.

(ii) 1l existe un ensemble de génératedisde G de cardinall.
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Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit G cyclique avec élément « spécial»Si H < G est un sous-
groupe qui contieng, il contient automatiquement tous les élémentsiddoncH = G. Ceci montre
queM = {g} est un ensemble de générateurs.

« (i) = (i) » : Soit M = {g} un ensemble de générateurs d'un seul élément. Onjpase{g" | n €
7}. C’est un sous-groupe dga cause du critére du lemme 24 (¢")~! = g™ € H.Comme
g € H, I'hypothése impliqued = G, donc,G est cyclique. O

Nous allons maintenant généraliser ceci a un ensemble de générateardidal quelconque.

Définition-Lemme 12.11. Soient(G, %, ¢) un groupe et/ C G un sous-ensemble. On pose
(M) :=A{z' xzF x -z | neN,x; € M,e; € {—1,1} }.

En mots (M) est le sous-ensemble dede ceux éléments de qui s’écrivent comme produit d’élé-
ments dand/ et leurs inverses. Noter que le cas= 0 (produit vide) correspond a I'élément neutre
Alors (M) est un sous-groupe de et tout sous-groupe d& qui contient)M, contient auss{M ). En
particulier, (M) est engendré pak/.

Pour cette raison on I'appelle auss sous-groupe dé& engendré pai/.

Démonstration.Montrons d’abord queé M) est un sous-groupe d& en utilisant le lemmé_12.4.
Soientzt + 52 % - - - 4 x5 ety x yd2 x - - -+ yom deux éléments deM). Alors

T H T2 x -k T kg0 *---*y;sQ *yf‘gl

appartient aussi @/ ). Donc (M) est un sous-groupe de.

Il est clair que tout sous-grougdé de G qui contient les éléments dd aussi contient leurs inverses
et tous les produits finis. Dond/) C H. Cela implique qué /) est engendré pav!. Ol

Si G est cyclique de générategralorsG = (g) = ({g}). Noter que sz n’est pas abélien;; x x4 x
T1 # 12 % 19 €n général.

Nous allons maintenant donner une construction plus abstraite du smysegengendré par un en-
sembleM. Pour cela nous devons d’abord démontrer que l'intersection degsoupe est un sous-
groupe.

Lemme 12.12.Soient(G, *, ) un groupe,l un ensemble « d’indices » (par ex= {1,2,...,n}) et
pour touti € I soit H; un sous-groupe dé&'. On poseH := (),.; H;, l'intersection de tous le&l;.
Alors, H est un sous-groupe de.

Démonstration. e Commes lesH; sont des sous-groupes, ore & H; pour tout; € I. Donc,
e c mie[ H,=H.

e Soienta,b € (\,c; H; = H. Donc, pour tout € I on aa,b € H;. CommeH; est un sous-
groupe deG, on aa x b~ € H;, pour touti € I. Donc,a xb~! € (,c; H; = H. Par le
lemme12.MH est un sous-groupe de.

O
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Proposition 12.13. Soit(G, *, ¢) un groupe etV C G un sous-ensemble. Alors

(My= () H,

H<G,MCH
l'intersection de tous les sous-groupdsde G qui contienneni/.

Démonstration.Comme(M) est un groupe et contiedt, on a que/M ) fait partie des sous-groupes
dans l'intersection. Alors nous avons l'inclusionzx».
Si H est un sous-groupe dequi contientM, alors(M) C H, donc nous avons l'inclusion« ». [

Exemple 12.14.(a) Le groupe symetriqus,, (avecn € N>») est engendré par les transpositions
(voir exercices).

(b) Le group(May2(Z),+,(97)) est engendré par les matricé§ ), (54), (99), (39).

13 Homomorphismes

Objectifs :
e Apprendre et maitriser la définition de homomorphisme de groupes, de I'imdgeneyau ;

e apprendre et maitriser les propriétés fondamentales des homomorphisgresjles, de leurs
images et de leurs noyaux ;

e savoir démontrer des propriétés simples.

L'idée générale (valable pour groupes, anneaux, espaces vesgtetie) est la suivante : Un (homo)-
morphisme est une application qui respecte toutes les structures.

Exemple 13.1. e Soientc : Z — Z I'application définie pam — 2n etd : Z — Z I'application
définie parn — 2n + 1. Nous analysons leurs propriéteés :

— cetd sontinjectives.

— c¢(n+m) =2(n+m) = 2n+ 2m = c¢(n) + ¢(m) pour toutn, m € Z.

- ¢(0) = 0.
—din+m)=2n+m)+1# (2n+1)+ (2m+1) =d(n)+d(m) pourn,m € Z.
- d(0) = 1.

— L'image dec est I'ensembld”, donc un sous-groupe dé, +, 0).

— L'image ded est I'ensembld, donc elle n’est pas un sous-groupe(@ +, 0).

Premiére conclusion : L'application « respecte » la loi de groupe dé&, +,0) et elle envoie
I'élément neutrd sur I'élément neutre. L'applicatiod n’a aucune de ces deux propriétés.

e Soit. : Z — Q linjection donnée pan — 7.

— u(n+m)="dm =2 4+ T — y(n) + (m) pour toutn, m € Z.
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—i(n-m)="" =12 =(n)-(m) pour toutn, m € Z.
- (1) =1

Premiére conclusion : L'application « transforme » la loi de groupe d¢., +,0) en la loi de
groupe dgQ, +, 0) et elle envoie I'élément neutéepour la premiére loi sur I'élément neutfe
pour la deuxiéme loi.

De plus, I'application. « transforme » la loi de groupe d&Z*,-,1) = ({—1;1},-,1) en la
loi de groupe d€Q*, -, 1) et elle envoie I'élément neutiepour la premiére loi sur I'élément
neutrel pour la deuxieéme loi.

e Soitexp : R — R+ I'exponentielle de vos cours d’analyse.

— exp est une bijection.
— exp(z +y) = exp(z) - exp(y) pour toutz,y € R.
— exp(0) = 1.

Premiére conclusion : L'applicationxp « transforme » la loi de groupe d&, +,0) en la loi
de groupe d€R-, -, 1) et elle envoie I'élément neutfede (R, +, 0) sur I'élément neutra de

(R>0,,1).
Ces propriétés nous ménent naturellement a la définition suivante :
Définition 13.2. Soient(G, , e) et(H, o, ¢) deux groupes. Une application
v:G—H
est appelédomomorphisme de groupsspour toutg;, go € G on a
w91 % 92) = 9(91) © p(g2)-
Notation : Pour étre trés précis, on écrit les homomorphismes de gsotmame
(G, *x,e) = (H,o,e€).

Normalement, on est moins précis, et si on écrit : « $oitz — H un homomorphisme de groupes »
on sous-entend que les lois de groupes et les éléments neutres soet fimdnus du lecteur.

Exemple 13.3. e ¢ : Z — 7Z, donnée pam +— 2n, est un homomorphisme de groupes de
(Z,+,0) dans(Z, +,0). Par contre,d n’est pas un homomorphisme de groupes.

e 1 :7Z — Q, donnée pan — T est un homomorphisme de groupegde+, 0) dans(Q, +,0).
e exp : R — R. o est un homomorphisme de groupegRe+, 0) dans(R~g, -, 1).
e Soitn € N. On définit :

w:(Z,+,0) = (Z/nZ,+,0), awa,

I'application qui envoies sur sa classe module. C'est un homomorphisme de groupes par le

lemmd_10J6.
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e Soit(G, %, e) un groupe et < G un sous-groupe. L'inclusion: H — G (donnée pah — h)
est un homomorphisme de groupes.

Définition 13.4. Soient(G, x, e) et (H, o, ¢) des groupes ep : (G,*,e) — (H,o,¢) un homomor-
phisme de groupes.

o im(p) := o(G) :=={¢(g) | g € G} est appeldimage deG par .

e Plus généralement, sait’ < G un sous-groupep(G’) := {¢(g) | g € G’} est appeldimage
de G’ parp.

e ker(p):={g € G| p(g) = €} estappelé Imoyau dep (en allemandern, en anglaiskerne).
Exemple 13.5.Le noyau de ’homomorphisme
7:(Z,+,0) = (Z/nZ,+,0), a—a
est égal &m | n divisem}, 'ensemble des multiples de

Définition-Lemme 13.6. Soitn € N>; et(S,, 0, (1)) le groupe symétrique. On définit I'application
signe (ou signature)ar

sgn: S, = {+1,-1}, 7— H 7r(zi:;r(g)

1<i<j<n

C’est un homomorphisme de groupes. Son noyau esthpet appelé legroupe alterné
Le signe de toute transpositidn j) (aveci # j) est—1.

Démonstration.Exercice. O

Proposition 13.7 (Propriétés des homomorphismes de group&slent(G, *,e) et (H,*,¢€) des
groupes ety : (G, x,e) — (H, *,¢) un homomorphisme de groupes. Alors :

(@) ¢le) =e.
(b) Pourtoutg € Gona:p(g~!) = p(g)~ L.

(c) SIG' < G estun sous-groupe, alots(G') < H est aussi un sous-groupe. En particulier()
est un sous-groupe dé.

(d) SiH' < H est un sous-groupe, alots™!(H’) < G est aussi un sous-groupe. (Attention : Ici
o~ L1(H'") est 'image réciproque et pas un inverse de I'application!)

(e) Sip: (H,*,¢e) — (I,®,u) estun homomorphisme de groupes, atoss : (G, x,e) — (I, ®,u)
est aussi un homomorphisme de groupes.

(f) ker(¢) < G estun sous-groupe.
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Démonstration.(a) On ap(e) = p(exe) = p(e) * ¢(e), donce = p(e) * (p(e)) ™1 = p(e) * p(e) *
(v(e) ! = ple).

(b) Par (@) on & = w(e) = w(g*g") = ¢(g) * p(g~"). donc, (p(g)) ™" = (p(g)) " %€ =
(p(9) " xp(g) x0(g™") = @)

(c) Les éléments dans I'image(G’) sont de la formep(g) pourg € G'. Soienty(g1), ¢(g2) avec
91,92 € G’ deux éléments de(G’). Commeg; *92_1 € G’ (carG’ est un sous-groupe d&), on
conclut quep(gi * g5 1) = ¢(g1) * ©(g5 1) = w(g1) * p(g2) " appartient aussi @(G’) ou on utilise
(b) pour la derniere égalité. Par le lemfne 12.4 nous obtenons dong(gi¢ est un sous-groupe
deH.

(d) Soitgy, g2 € ¢~ 1(H"), donc, par définition, cela veut ditg(g;) € H' pouri = 1,2. CommeH’
est un sous-groupe d&, ¢(g1) * ¢(g2)~" € H', doncy(g1 x g5 ') € H'.

(e) Soientgy, g2 € G. Alors, 1 (¢(g1 * g2)) = ¥ (p(g1) * ©(g2)) = ¥(p(g1)) ® P (p(g2))-

(f) Soientg, g2 € ker(p). Par définition cela veut dire que(g1) = € = ¢(g2). Par (a) et (b) nous
avonsp(gr x g5 1) = ¢(g1) * (g2) ' = ex et = ¢, doncg; x g, ' € ker(p). Par le lemmé&12]4
nous obtenons donc gker(y) est un sous-groupe de.

On peut aussi remarquer gkier(y) est 'image réciproque par de I'ensemblge}, qui est un sous-
groupe deH, et utiliser (d). Ol

L'utilité du noyau est de caractériser si I’lhomomorphisme est injectif (comnadgétore linéaire).

Proposition 13.8. Soient(G, %, ¢) et (H, o, ¢) des groupes ep : (G, *,e) — (H, o, €) un homomor-
phisme de groupes.

(a) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) o est surjectif.
(i) H =1im(yp).
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) o estinjectif.
(i) ker(p) = {e}.

Démonstration.(a) C’est par définition! On le mentionne ici uniguement a cause de la similarité
avec (b).

(b) « (i) = (i) » : Soit g € ker(y). Alors, p(g) =
«(ii) = (i)» : Soientg;, g» € G tels quep(g1) = ¢(g2). Donce = (g2) ™' 0 v(g1) = @(g3 ') o
©(g91) = p(g5 " xg1). Alors g; ' x g1 € ker(p) = {e}. ll en suit queg, ' x g1 = e, doncg; = go. Cela
montre quep est injectif. O

e = ¢(e), doncg = e par l'injectivité deyp.

Définition 13.9. Un homomorphisme de groupes qui est bijectif est appeléamorphisme
Parfois on appelle un homomorphisme injectiftanomorphismet un homomorphisme surjectif un
épimorphisme(Nous n’allons pas utiliser ces deux derniers termes.)
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Lemme 13.10.Soient(G, *,e) et (H, o, €) des groupes ep : (G, *,e) — (H, o, €) un isomorphisme
de groupes. Comme est bijectif, il existe un inverse : H — G.
Alorsy est aussi un homomorphisme de groupes.

Démonstration.Soienth, ho € H. Nous calculons :

@(1p(h1) * ¥ (h2)) = @(¥(h1)) 0 p(1(h2)) = h1 o hy.
On appliquey et obtient :
(o (h1) *¢(h2))) = ¢ (h1 o ha),
doncy(hy) * ¥ (he) = ¥ (hy o hy) et on voit quep est un homomorphisme de groupes. O
Définition-Lemme 13.11. Soit(G, *, €) un groupe. On pose
Aut(G) :={p: G — G | p estun isomorphismg.

Par ide on note l'identitéG — G. Alors, (Aut(G), o,id¢) est un groupe, appelgroupe des auto-
morphismes dé;.

Démonstration.C’est clair ! O

Proposition 13.12. [Cayley] Soit(G, %, ) un groupe fini. SoiS(G) := {o : G — G | bijection}.
Rappelons quésS(G), o,id¢) est le groupe symétrique sur I'ensemble

(a) Pourg € G on définit une bijection par
0g:G—=G, hrgxh.
(b) L'application
p:G—= 5(G), g—oy
est un homomorphisme de groupes qui est injectif.
Démonstration.(a) On vérifie qu'il s’agit en effet d’'une bijection :
Injectivité Si o4(h1) = o4(h2), alors par définitiory x h1 = g x ho €t en conséquende;, =
g kg hy =g ' xgxhy = ho.
Surjectivité Soith € G. Alors, o4(g~' xh) = gx g~' x h = h, donc nous avons montré que
h € im(yp).
(b) Soith € G. Alors :

Og; © ng(h) =0g; (g2xh) =g1*(g2xh) = (g1 %g2) xh = Og1xg2 (h).
Donc
‘P(gl) © 90(92) = 0g1 ©0gy = Ogi1%gy — 90(91 *92)7

ety est un homomorphisme de groupes.
Pour l'injectivité prenong tel ques, = idg. Donc on aoy(e) = g xe = g = idg(e) = e. Donc le
seul élément dans le noyau geeste et on conclut que est injectif. O
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14 Le théoreme de Lagrange

Objectifs :

Apprendre et maitriser les classes d’un groupe suivant un soupajro

connaitre la définition de I'indice d’un sous-groupe;

connaitre et savoir démontrer le théoréme de Lagrange ;
e savoir démontrer des propriétés simples.

A partir de cette section on utilisera la convention suivante : si on dit «Gait groupe », on I'écrit
multiplicativementy - h = gh et on notel son élément neutre.

Définition-Lemme 14.1. SoitG un groupe et < G un sous-groupe. La relation définie par

g~ g e gl gpeH

est une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont de la forme

gH ={g-h|heH}

et elles s’appellentlasses & gauche désuivantH . L'ensemble de ces classes est n@fd] .
Donc, on a

e G= |_|gHEG/H gH,

@ Sigl_lg2€H7

e iHNgH = R
g slgy g € H.
Un élémenyy, € g1 H est appelé umeprésentanOn a alorsg; H = g2 H.

Démonstration.La vérification que c’est une relation d’équivalence est un exercieeeste est une
conséquence valable pour toutes les relations d’équivalence (voopagtion 5.16). O

Exemple 14.2.7Z/nZ est 'ensemble des classes a gauche du graufeour I'addition) suivant le
sous-groupeZ.
En effet, dans la définition-lemrne 10.5 nous avons défini la relation d'@euice

x~gp, Yy =y (modn).

Nous avons
r=y (modn)<x—yenZ.

Donc la relation d'équivalence définie ddns10.5 est la méme que cédlledle 14

Définition-Lemme 14.3. SoitG un groupe et < G un sous-groupe.
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(a) De la méme maniéere que dans la définition-lerhmel 14.1 on défirildsses a droite dé' sui-
vant H, en utilisant la relation d’équivalence

g1 ~H g2 & g1-92_1€H.

Les classes a droites sont de la forme
Hg={h-g|heH}

et 'ensemble de toutes ces classes est AO€. On a

* G=pgemcHy

Siglgz_l g H7

0
nglﬂngz ] 1
Hg1 slgig, € H.

(b) Lapplication
¢:G/H — H\G, gH+— Hg™!
est bijective.
Démonstration.C’est clair ! (Noter pour (b) quélg—! = (¢H)~! parce que{ ! = H.) O
Lemme 14.4. SoientG un groupe et < G un sous-groupe. Pour toyi, g» € G I'application
g H — g2H, gih— (9297 )g1h = gah
est bijective. DongtH = #gH pour toutg € G (les deux peuvent étre infinis).

Démonstration.La surjectivité est évidente. Regardons donc l'injectivigh; = goho implique
g;lgghl = gz_lgggghg, dOﬂChl = ho. O

Définition 14.5. SoientG un groupe eff < G un sous-groupé.'indice de H dansG est défini par
(G:H):=#G/H =#H\G
(il peut étre infini).
Théoreme 14.6Lagrange) SoientG un groupe etd < G un sous-groupe. Alors :
#G = (G:H) #H.

Démonstration.C'est une conséquence immédiate de la réunion disjdinte | | ;. 9H etle
fait #H = #gH pour toutg € G par le lemmée_1414.

Plus précisement, on va distinguer les ¢85 = co et #G < oo. Si#G = oo, il suit de la réunion
disjointe que#H = #gH estinfiniou(G : H) estinfini. Dans les deux cas, le prodi@ : H)-#H
est infini. SI#G < oo, il est clair que(G : H) et #H sont tous les deux finis. La formule est
maintenant claire. 0



94 CHAPITRE Ill. DEBUTS DE LA THEORIE DES GROUPES

Corollaire 14.7. SoientG un groupe fini efd < G un sous-groupe. Alorst H divise#G et l'indice
(G : H) divise#G.

Démonstration.Cela suit directement du théoréeme de Lagrangel Y46 = (G : H) - #H car
I'indice est entier. O

Exemple 14.8.(a) SiH estun sous-groupe d&;, sa cardinalité ne peut pas étdeou 5 car les seuls
diviseurs de#S; = 6 sontl, 2, 3, 6. |l existe des sous-groupes de cardina, 3, 6 (trouvez les
vous-mémes!).

(b) SiH < S, estun sous-groupe, sa cardinalité est inférieure ou égdl ét elle ne peut pas étre
5,7,9,10, 11 car les seuls diviseurs d¢ S, = 24 sontl, 2, 3,4,6,8,12.

(c) Le groupeS; de cardinal120 ne possede pas de sous-groupe de cardifdt’est un exercice).

Noter : 15 | 120. Donc en général, pour un diviseurde #G il n’existe pas de sous-groupe dé
de cardinaln.

15 Ordres
Objectifs :
e Apprendre et maitriser I'ordre d’'un élément dans un groupe ;

e connaitre et savoir démontrer le ‘petit Fermat de la théorie des groupagiadu théoréme de
Lagrange;

connaitre et savoir démontrer la classification des groupes cycliques;;

asvoir appliquer les résultats a la classification des groupes de trés pitiata

savoir démontrer des propriétés simples.

SoientG un groupe ey € GG. Rappelons la définition dg* pour toutn € Z (voir la définition[12.6) :

1 sin =0,
g g ... g sin > 0,
n __ ) N———
9 = n-fois
glogt-....g7t sin<o.
|n|-fois

On rappelle que I'ordre ou le cardinal @eest son nombre d’éléments (siest infini, alors on dit que
son ordre est infini). Maintenant, on définit I'ordre d’'un élément d’'uwuge.

Définition 15.1. SoitG un groupe. Pour un élémepte G on définit’ordre de g (notation :ord(g))
comme le plus petit entier positif> 0 tel queg™ = 1, I'élément neutre (si un tel n’existe pas, alors
on dit queord(g) = o).
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Exemple 15.2. e Dans tout groupe, l'ordre de I'élément neutre dskt c’est le seul élément
d’'ordre 1.

Raison ;g = ¢! = 1.
e Les ordres des éléments du groupe symétrigiugont les suivants :
ord ((1)) =1, ord ((12)) =2, ord((13)) =2,
ord ((23)) =2, ord ((123)) =3, ord((132)) =3.

e Les ordres des éléments (&/6Z, +,0) sont les suivants :
ord(0) =1, ord(1) =6, ord(2) =3, ord(3) =2, ord(4) =3, ord(5) = 6.
DoncZ/6Z est un groupe cyclique qui peut étre engendrépau’ = —1.
e Dans(Z,+,0), I'ordre de tout0 # m € Z est infini (carnm # 0 pour toutn € N+ ).
Lemme 15.3. SoientG un groupe ey € G.

(&) On suppose = ord(g) < oo. Soitm € Z. Alors, g™ = 1 si et seulement si | m.

(b) Soitm € N tel quem < ord(g). Alors, les éléments, g, g%, . . ., g™ sont deux & deux distincts.

Démonstration.(a) Supposons d’aborg = nq avecqg € Z. Alors, g™ = g™ = (¢")? = 17 = 1.
Soit maintenantn € Z tel queg™ = 1. La division euclidienne nous donme = g ord(g) + r avec
0 <r <ord(g) — 1. Doncl = g™ = (¢*4@))9. 4" = 19. g" = ¢". La seule possibilité est= 0 car
sinon I'existence de contradirait la définition de I'ordre.

(b) On suppose que I'assertion est fausse. Alors, gh & ¢” avecO < a < b < m, ce qui donne
¢*~® =1, une contradiction caf < b —a < m < ord(g). O

Rappelons aussi la notatidp, . .., g.) pour le sous-groupe d& engendré pag, ..., g, € G. Ce
sous-groupe est I'ensemble de tous les élémen€s glei s’écrivent comme produit fini de

91,‘--79“91_17--';97«71

ou on peut utiliser les éléments plusieurs (ou aucune) fois et dans unquellconque. En particulier,
(g) estl’'ensemblg g™ | m € Z}.

Proposition 15.4. SoientG un groupe ey € G. Alors,
ord(g) = #(g)-

En mots : I'ordre du sous-groupe engendré pagst égal a 'ordre dey.

Démonstration.Supposons d’abord querd(g) est infini. Alors pour toutn € N les éléments
1,9,9%, ...,g™ sont distincts par le lemnie I5.3 (b), dofag est un groupe de cardinal infini.
Supposons maintenantd(g) = n < oo. Alors lesn élémentd, g, g2, ..., g" ! € (g) sont distincts,
encore par le lemme15.3 (b). On montre dyg = {¢g™ | m € Z} = {1,9,4°,...,9" '}. Soit
doncg™ € (g). On utilise la division euclidienne pour écrire = gn + r avecO < r < n. Nous
avonsg™ = gi"*t" = (g")? - g" = 19- g" = ¢g". Cela montre l'inclusion < ». L'autre inclusion est
triviale. O
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Corollaire 15.5. SoientG un groupe fini ey € G. Alorsord(g) | #G.
En mots : I'ordre de tout élément divise I'ordre du groupe.

Démonstration.Par le corollairé 14]7 du théoréme de Lagrange et la propokitioh 15.4wel{@ =
#(g) | #G. O

Corollaire 15.6 (« Petit théoréeme de Fermat de la théorie des groupe2o¥)GG un groupe fini. Alors,
pour toutg € G on ag#% = 1.

Démonstration.Cela suit directement du corollaire 15.5 et du lenimel15.3 (a). O

Lemme 15.7. Soit G un groupe fini de cardinah. Alors, G est cyclique si et seulement s'il existe
g € G tel queord(g) = n.

Démonstration.C’est clair. O

Corollaire 15.8. SoitG un groupe fini tel que son cardingtG est un nombre premier. AloiG est
cyclique.

Démonstration.Soitp = #G, un nombre premier par hypothése. Spit G différent del. Comme
ord(g) divisep (par le corollairé 15]5) eird(g) # 1, alorsord(g) = p, doncG est cyclique par le
lemme15.7. O

Corollaire 15.9. SoientG un groupe etf;, Ho < G deux sous-groupes finis d&
Sipged(#Hy,#Hs) =1, alors Hy N Hy = {1}.

Démonstration.Soit g € H; N Hy. Doncord(g) | #H; etord(g) | #H2, doncord(g) = 1
pged(#Hy, #H,), doncH, N Hy = {1}.

oo

Proposition 15.10(Classification des groupes cycliqueSpoitG un groupe cyclique.

(@) Sin = #G estfini, alorsG est isomorphe au groug&./nZ, +,0).

(Si on dit que deux groupes sont isomorphes, cela veut dire qudteeyn isomorphisme de
groupes entre les deux.)

(b) SiG n’est pas fini, alors7 estisomorphe au grougé., +, 0).
Démonstration.Soit g un générateur dé€'.
(a) L'application
p:Z/n7 — G, aw— g°
est bien définie et un isomorphisme de groupes. Effectivement, elle eadig@as du représentant
a de la class& modulon car g?+t" = ¢%(g")® = g°. Elle est clairement un homomorphisme de

groupes surjectif, donc bijective car le cardinalZie.Z et deG estn.
(b) CommeG n’est pas finiprd(g) n’est pas fini non plus. L'application

v:Z—G, arg®

est un isomorphisme de groupes. Effectivement, elle est clairement umitmpiisme de groupes
surjectif. Sig® = ¢g® aveca # b, alorsg®~¢ = 1 doncg est d’ordre fini, contradiction. O
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Proposition 15.11. SoientG un groupe ey € G un élément d’ordre fini. Alors pour touate N~ on
a

. _ ppem(i,ord(g)) ord(g)
ord(g") = i = pecd(i, ord(g))’

En particulier, sii | ord(g), alorsord(g') = 249,

7

Démonstration.Comme(g?)°"d(9) = (gord(9))i = 1, il est clair queord(g?) < oo. Soitm = ord(g).
On cherche lex > 1 minimal tel que

em|n(egt=1)et

o i|n(&g"=(g).

_ ; i\ _ n _ ppem(im) _ ppem(i,m)-pged(i,m) _ - _
Done,n = ppem(m;, i) etord(g’) = 3 = i - i-pged(i,m) - i-pgzg?i,m) o pgcdm(i,m)'

Définition-Lemme 15.12. Soit I un ensemble et pour toutsoit G; un groupe. Alors le produit
cartésien| [, ; G; est un groupe, appeléroduit direct dei;, i € I, pour la loi de groupe

]G < TIGi = TIGo (9iier - (hadier = (gi - h)icr

i€l i€l i€l
et 'élément neutrgl);c;.

Démonstration.Le casl = {1, 2} est un exercice. Le cas général marche de la méme maniére.

Lemme 15.13. SoientG un groupe abélien fini ell;, Ho < G deux sous-groupes d&. Si H; N

H, = {1} (ce qui est le cas, en particulier, pgcd(#H;, #H>2) = 1 par le corollaire[15.9), alors
I'application ¢ : H; x Hy — G donnée parhi, he) — hihs est un homomorphisme de groupes
injectif.

Démonstration.Homomorphisme On calcule

d((h1, ho)(hh, hy)) = ¢((hahly, hahy)) = hahihahs

abélien

=" hihahihy = ¢((h1, h2))p((h7, hy)).

Injectivité ¢((h1,ha)) = hihe = 1,donchy = hy' € Hy N Hy = {1}, donch; = hy = 1.

Exemple 15.14.Nous faisons la liste de tous les groupes d’ordr& a isomorphisme prés.
e Le seul groupe d’'ordré est le groupe trivial ; son seul élément est I'élément neutre.

e n =2, 3,5,7. Comme tout groupe d’ordre premier est cyclique par le corollairellbeh suit
que le seul groupe d’ordre a isomorphisme prés e&t/nZ.
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e n = 4 : Nous connaissons deux groupes d’'ordre 7Z /47 et 7 /27 x 7Z/27 qui ne sont pas
isomorphes (le premier est cyclique et le deuxiéme non-cyclique)a@érmaontrer qu’il n'y en
a pas plus ; on verra notamment que tout groupe d’ortlest abélien (c’était déja un exercice).

SoitG un groupe d’ordret qui n’est pas cyclique (s'il est cyclique, il est isomorph& &al7Z).

On choisita # b deux éléments d& qui ne sont pas I'élément neutre. Omead(a) | #G,
doncord(a) = 2, car s'il était4, le groupe serait cyclique engendré parLe méme argument
montreord(b) = 2. On a(a) N (b) = {1}. Soitc := ab. Il est clair quec # 1, a, b. Par le méme
argumentba # 1,a,b, doncc = ba. Donc G est abélien. Par le lemnie_15]13 nous obtenons
que(a) x (b) estisomorphe &. DoncG = Z /27 x 7 /27.

e n = 6. Nous connaissons deux groupes d’orélreZ /6Z et Ss qui ne sont pas isomorphes (par
exemple : le premier est abélien et le deuxieme non-abélien). On vanttémgu’il n’y en a
pas plus.

SoitG un groupe d’ordres qui n’est pas cyclique (s'il est cyclique, il est isomorph& &7Z).
Alors, tout élément # ¢g € G doit étre d’ordre2 ou 3 car 'ordre doit étre un diviseur
de#G = 6 etord(g) = 6 dirait que G est cyclique {g) = G.

On montre d’abord qu'il existe,,b € G tels queord(a) = 3 etord(b) = 2 (cela est une
conséquence directe du théoréme de Sylow (que I'on verra plus.tard))

Supposons qu'il n'existe pas d’élément d’'ordreDans ce cas, tous les éléments non-neutres
sont d'ordre2. En conséquencé’ est abélien (par un exercice). Soidnt # by € G deux
éléments d’ordre2. Alors, 'homomorphisme injectib : (b;) x (by) — G du lemmé_15.13
(noter : (b1) N (b2) = {1}) implique que I'image d& est un sous-groupe d’ordre Cela est
une contradiction au corollaire"14l.7. Donc, il existe= G d’ordre 3.

On choisith ¢ (a) =: H. Comme& = HUbH, il en suitqueb? € H oub? € bH. Le deuxiéeme
cas est impossible (sindnserait dansH). Doncb?* € H. Doncord(b?) est1 ou 3 (par la
proposition 15.111). Le dernier cas méneraival(b) = 6 qui est exclu. Donord(b) = 2.
Notons quexb # 1, a,a?,b. On a aussiu®b # 1,a, a?, b, ab. DoncG = {1, a, a?,b,ab, a®b}. Si
ba = ab, alors G serait abélien et dans ce casd(ab) = 6 (pour voir cela, il suffit de calculer
ab # 1, (ab)? = a®b® = a® # 1 et(ab)® = a®b® = b?b = b # 1) et le groupe serait cyclique
Cce que nous supposons ne pas étre le cas. La seule autre possidiité-estb.

Dans S3 nous posonsd := (1 2 3)etB := (1 2). Nous définissong : S3 — G par
#(id) = 1, ¢(A) = a, p(A?) = a?, ¢(B) = b, 6(AB) = ab, et p(A’B) = a?b. C'est
clairement une bijection. Que c’est un homomorphisme est une ammsggdeord(A) = 3,
ord(B) = 2 et BA = A?B qui est facilement vérifié.

16 Sous-groupes distingués et quotients

Objectifs :

e Apprendre et maitriser la notion de sous-groupe distingué ;

e connaitre la définition de quotients d’'un groupe par un sous-groupegiiétin
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connaitre pourquoi la normalitité est nécessaire ;

savoir calculer dans les quotients;;

connaitre et savoir appliquer les théorémes d’'isomorphisme ;

savoir démontrer des propriétés simples.

SoitG un groupe e C G un sous-groupe. Nous avons définiddesses a gauche suivaAtcomme
les ensembles
gH ={gh|h e H}

et lesclasses a droite suivarf{f comme les ensembles
Hg=1{hg|he H}.

On rappelle également que I'ensemble des classes a gauche &sy/fibgd celui des classes a droite
est noteH \G.
Revenons a notre premier exemple : Soi N>;. Par la division euclidienne tout € Z s’écrit de
facon unique comme

m=qn-—+r

avecq € Z etun «reste ® < r < n — 1. Poura, b € Z, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) a etbontle méme reste dans la division euclidiennerpar

(i) acb:=b+nZ={b+nm|mecZ};

(i) a—benZ;

(iv) n|(a—Db);
(V) a=b mod n.

On considére le group&., +, 0) et son sous-groupeZ = {nm | m € Z}. CommeZ est commutatif
(abélien), les classes a gauche et les classes a droite sont les mémes :

b+nZ={b+nm|meZ}={nm+b|meZ}=nZ+b.

Nous avons don&/nZ = {0,1,...,n — 1}. Nous rappelons aussi le fait important qu'on a une
addition surZ/nZ qui en fait un groupe (d’élément neuti

Notre but maintenant est d’essayer d’imiter la loi de group& deZ pour définir une loi de groupe
surG/H pour les cas ou cela est possible

L'addition deZ/nZ est basée sur I'observation suivante :

Observation fondamentale :Soienta, a’, b, b’ € Z tels que

a=d modn et b=b modn.

Alors,
a+b=d +b modn.
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Nous en rappelons la démonstration : Commie(a’ — a) etn | (V' — b), il existec,d € Z tels que
ad=a+cnett =b+dn;doncd +b' =a+b+ (c+d)netndvise(a' + ') — (a + ).

On rappelle la définition de I'addition sir/nZ ; seulement pour I'instant nous la notangpour bien
la distinguer de I'addition suf.. On définit la somme de = (a + nZ) etb = (b + nZ) comme

adba+nZOb+nZ:=a+b=(a+b)+nZ

Il ne s’agit pas de la somme de deux entiers, mais d'une somme dedsembles d’entiefsComme
@ doit étre une application, nous avons besoin d'une régle qui a dewestinnées associe une
troisieme classeC’est ici que I'observation fondamentale intervient ; elle donne :

Soienta et a’ deux représentants de la méme classe, c'est-aatlitenZ = a + nZ;
soientb etd’ aussi dans la méme clasgé i+ nZ = b + nZ.

Alors a’ + b’ eta + b représentent aussi la méme clas&€ i V') + nZ = (a + b) + nZ.

Cela veut dire la classe(a + b) + nZ ne dépend que de la clasdea et de la classeeb.
Essayons de faire la méme chose pour un groupe quelconque. Trexddiabord I'observation fon-
damentale en langage des classes a gauche :

a+nZ=ad +nZ AN b+nZ=b+nZ= (a+0b)+nZ=(ad+V)+nZ

Nous étudions maintenant a quel point on obtient le résultat analoguéedzorgexte général. Soient
z, 2 y,y € G
’ ’ ? 1y

tH=2'H AN yH =y H = (zy)H = (2'y)H.
Les assertions H = «'H etyH = 3y H sont équivalentes a— 'z’ ¢ H ety~'y € H. On veut
obtenir(xy) 12y = y~lz~ta'y € H.
Lemme 16.1. SoitG un groupe etd C G un sous-groupe. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Pourtoutz,z’,y,y’ e Gona:xH =2'H AN yH =y H = (zy)H = (2'y')H.
(i) Pourtoutg € G ettouth € Honag 'hg € H.
(iii) Pourtoutg € GonagH = Hyg.

Définition 16.2. Un sous-grouped < G est appeléormal/distinguénotation : H < G ; anglais :
normal subgroup, allemand : Normalteiler) si les assertions équivasetibelemmeé 1611 sont satis-
faites.

Exemple 16.3.Si G est abélien, tout sous-grougé < G est normal. En particuliemZ est normal
dansZ.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soientg € G eth € H.Onposey =y = g, = 1 etz’ = h. Cela
donne par (i) g~ 'hg = y~lo—12'y € H.

« (i) = (iii) » : Soit g € G. Par (ii) nous avonglg C gH. En appliquant (i) aussi avegc ! (au lieu
deg), hous avongH C Hg, donc I'égalitégH = Hyg.

« (i) = (i) » : Soientz,2’,y,y' € G.Onposeg = y, h = 2~ 'a’ € Heth =y~ 4 € H.
Alors par (iii) nous avong~'hg € H, doncg thgh' = y~ o~ la'yy~ 1y = y~lz~ 2y’ € H, donc
(ay)H = ('y))H. 0
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Nous avons donc trouvé une généralisation de I'observation fondameotas I'hypothése que le
sous-groupédd soit distingué. Cela nous permet de définir une loi de groupé&giif (et donc aussi
surH\G cargH = Hg pour toutg € G).

Proposition 16.4. Soit(G, -, 1) un groupe etd < G un sous-groupe normal
(a) Lapplication
x:G/HxG/H - G/H, (g1H,g92H)— g1H *xg2H := (g192)H
est bien définie.

(b) (G/H,*,H) est un groupe, appelguotient deG par H (en allemand on dit soit Quotient soit
Faktorgruppe)

(c) L'application
m:G— G/N, g~ gN

est un homomorphisme de groupes surjectif, appedgection naturelleOn aker(w) = N.

Démonstration.(a) En effet, le lemmé&_16.1 montre que la définition ne dépend pas du choix des
représentants.

(b)

Associativité (ng*ggH) *ggH = (glgg)H *ggH = ((glgg)gg)H = (gl(gggg))H = ng*
(9293)H = g1 H x (92 H * gsH) pour toutg1 H, goH, gsH € G/H.

Existence du neutre gH « H = (g1)H = gH pour toutgH € G/H.
Existence d'inverse gH « g 'H = (g9~ ')H = H pour toutgH € G/H.
(c)
Surjectivité Clair.
Homomorphisme n(gh) = (gh)H = gH x hH = 7(g) » w(h) pour toutg, h € G.
Noyau 7(g) = gH = H sietseulementsgj € H.
O
Exemple 16.5.(a) (Z/nZ,+,0) estle quotient déZ, +, 0) par le sous-groupe distingu&z, +, 0).

(b) Noter que (b) dit que tout sous-groupe norntal < G est le noyau d’'un homomorphisme de
groupes : de la projection naturelle.

Nous venons de voir dans I'exemple précédent que tout sous-gnoupel est le noyau d’'un homo-
morphisme de groupes. En fait, tout noyau d’'un homomorphisme de grespesrmal :

Proposition 16.6. Soity : G; — G2 un homomorphisme de groupes. Alorsn®yau dep est un
sous-groupe normal dé .
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Démonstration.Nous savons déja quer(y) est un sous-groupe dg;. Montrons qu’il est normal.
Soienth € ker(y) etg € G. Utilisant la propriété que est un homomorphisme de groupes, nous
avons

“1g) = ple1) = e

w9 hg) = w(g7h)-(h)-0(9) = lg™) e2-0(9) = w(9™")-w(g) = vy
Doncg! - h - g € ker(y), montrant queker (i) est normal. O

Exemple 16.7.Soitn € N>o. Alors, le groupe alterné4,, est un sous-groupe normal du groupe
symeétriquesS,, car c’est le noyau degn.

Proposition 16.8. Soity : G — L un homomorphisme de groupes.

(@) SiH < L estun sous-groupe normal, alors I'image réciprogue! (H) < G est un sous-groupe
normal.

er(p) < G est un sous-groupe normal (nous avons déja vu cette assertionn idoone une
b) k < G est I dé tt t itD
preuve plus courte).

(c) Siyp est surjective et < G est un sous-groupe normal, alors I'imagé€H) < L est un sous-
groupe normal.

Démonstration.(a) Soitz € o ~!(H), doncy(x) € H. Soitg € G. Alors

e(grg™") = p(g)p(x)p(9) " € H,

doncgzg~! € o ~!(H), montrant quep—!(H) est un sous-groupe normal de
(b) suit de (a) pour = {1} < L.
(c) Soitp(h) € p(H). Soitl € L. Par surjectivité de, nous avong = (g) pour ung € G. Donc

lo(h)l = o(9) " e(h)e(g) = (g~ hg) € p(H)
carg—'hg € H, montrant quepo(H) est un sous-groupe normal de O

Théoreme 16.91er théoréme d’'isomorphisme/Homomorphiesa&)ity : G — H un homomor-
phisme de groupes. Sdit := ker(y) son noyau.

(a) Pourtoutg € G ettoutn € N on ap(gn) = ¢(g). Donc pour toutg;, go € gN onap(g1) =
©(g2). Donc I'imagep(g) ne dépend que de la clasgd” deg suivant/ .

(b) (a) nous permet de définir I'application
?:G/N = H, gN = B(gN):=¢(g).

C’est un homomorphisme injectif de groupes. DgncG /N — im(y) est un isomorphisme de
groupes.

(Cette application est la méme que dans le théolféme 5.19.)
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Démonstration.(a) C’est clair.

(b)

Homomorphisme (g1 N - g2N) = @(g192N) = (g192) = ¢ (91)(92) = B(91N)P(g2V).
Injectivité Sip(gN) = p(g) =1, alorsg € N, doncgN = N.

Calcul de I'image Soith € im(p). Donc, il existeg € G tel quep(g) = h, doncp(gN) = ¢(g) =
h.

O]

Exemple 16.10.(a) Soient: € N et : Z — Z/nZ la projection naturelle de noyauZ. L'applica-
tion7 : Z/ ker(w) = Z/nZ — Z/nZ est l'identité.

(b) Soitn € N+;. Le noyawgn : S,, — {+1, —1} estle groupe alternél,, etsgn : S,,/ ker(sgn) =
Sn/An — {41, —1} est un isomorphisme.
La proposition suivante est importante car elle décrit les sous-groegagaupes quotients.

Proposition 16.11. Soit G un groupe etV < G un sous-groupe normal et : G — G/N la
projection naturelle.

(a) Lapplication
® : {sous-groupes d&/N} — {sous-groupes d€ qui contienneniV},
donnée parfl — 7~ !(H) est bijective. L'invers@ de® estU ~ 7(U).
(b) SoientH;, H, < G/N deux sous-groupes. Alors
H CH, & ®(H;)C ®(Ho).

(c) SoitH < G/N un sous-groupe. Alors
HJG/N & ®H)JDG.

Démonstration.(a)
e PourH < G/N l'image réciproqueb(H) = =~ (H) est en effet un sous-groupe comme nous
I'avons vu avant. En plus—(H) O 7= 1({1}) = ker(7) = N.

e Nous avons aussi vu que les images des homomorphismes de groupsesssamis-groupes du
groupe d’arrivée, don& (U) = w(U) est un sous-groupe de/N.

e \ici une assertion auxiliaire :
Soientw : G — G’ un homomorphisme de groupeslét< G un sous-groupe qui contient
ker(r). Alors 7=(w(U)) = U.

On vérifie cette égalité :
«C»: Soitz € 7 1(n(U)), doncr(z) € n(U), doncr(z) = 7(u) pour unu € U. Doncl =
m(x)m(u)~! = w(xu~t), donczu?t € ker(nr) C U, doncru™! = v € U, doncr = uv € U.

«D»: Soitu € U, doncr(u) € 7(U), doncu € 7~ (w(U)).
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e Soit U < G un sous-groupe tel qu& C U. Par I'assertion auxiliaire on a®(¥(U)) =
7 1(x(U)) =U.
¢ \oici une autre assertion auxiliaire :

Soientr : G — G’ une application surjective éf C G’ un sous-ensemble. Alotd =
m(n = (H)).

On vérifie cette égalité.
«C»: Soith € H. Commer est surjectif, il existgy € G tel quer(g) = h. Doncg € 7~ (H)
eth = m(g) € n(m~1(H)).

«D»:Soitz € n(r~1(H)). Donc, il existeg € 7~ (H) tel quexr = 7(g). Mais,z = 7(g)
appartient & carg € 7 '(H).
e Soit H < G/N un sous-groupe. Par I'assertion auxiliaire onlg ®(H)) = (7~ }(H)) = H.

(b) est clair.

(c) Cela est une conséquence directe des deux faits (Prop@sifion Liéndjge réciproque d’un sous-
groupe normal est normale ; I'image par un homomorphisme surjectif d'uprg@mupe normal est
également normale. Ol

Remarque 16.12.(a) Onremarque d’abord que tout sous-groupec 7 est égal anZ pour unm €
N. Plus précisementp, = 0siU = {0}; si U # {0}, alors on prendn comme le pgcd des
éléments dé/.

Effectivement, le premier cas est clair. Soit déng# {0} etm le pgcd. Il est clair quen € U,
doncmZ C U. Inversement, si € U, alorsa est un multiple den, donca € mZ, d'ouU = mZ.

(b) Tout sous-groupe d&/nZ avecn € N>; est de la formenZ/nZ avecm | n.

Pour le voir, on considére la projection : Z — Z/nZ. SoitH C Z/nZ un sous-groupe. Soit
U = n~!(H); ce groupe est égal &Z pour unm € N par (a). Le faitnZ C mZ se traduit en
m | n. Alors H = mZ/nZ.

Il existe encore deux théorémes d’'isomorphismes. Pour les énoncer @érgontrer, nous avons
d’abord besoin du lemme suivant.

Lemme 16.13.SoientG un groupe,H < G un sous-groupe &V < G un sous-groupe normal.
SoitHN :={hn|h € H,ne N}.Alors:

(&) H N N estun sous-groupe normal dé.

(b) HN = NH := {nh | h € H,n € N}

(c) HN estun sous-groupe de.

(d) N estun sous-groupe normal déN .

(e) SiH est aussi un sous-groupe normal@ealors H N est un sous-groupe normal d&

Démonstration.Exercice. O
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Proposition 16.14(Deuxiéme théoréeme d’'isomorphisme§oientG un groupe,H < G un sous-
groupe etN < G un sous-groupe normal. Alors, ’'homomorphisme naturel de greupe

¢:H—HN — HN/N, hw~— hN
«induit » (par le théoréme d’isomorphisine 16.9) I'isomorphisme deggsu
@:H/(HNN)— HN/N, h(HNN)— hN.

Démonstration.Noter d’abord que le lemme 16113 nous assure que tout est bien défimnathor-
phismey est visiblement surjectif et son noyau est composé des élémentd tels quehN = N,
donch € H N N, montranter(y) = H N N. L'existence dep résulte donc d’une application directe
du théoréme d’isomorphisre 15.9. O

Proposition 16.15(Troisiéme théoréme d’'isomorphismejoientG un groupe,H, N <1 G des sous-
groupes normaux tels qu€ C H. Alors, I’'homomorphisme naturel de groupes

¢:G/N —-G/H, gNw— gH
« induit » (par le théoréme d’isomorphisine 16.9) I'isomorphisme depggsu
®:(G/N)/(H/N) — G/H, gN(H/N)w— gH.

Démonstration.L’homomorphismep est visiblement surjectif et son noyau est composé des éléments
gN € G/N telsquegyH = H,doncg € H,doncgN € H/N, montranter(p) = H/N. L'existence
de résulte donc d’'une application directe du théoreme d’isomorpHisme 16.9. O

17 Actions de groupes

Groupes de symétries
Définition 17.1. On appelleisométrie du platoute application
p: R? — R?

telle que pour tout, y € R?

[p(z) —e(y)| = |z —yl.
En d’autres mots, les isométries sont les applications du plan qui préseles distances.
L'ensemble des isométries du plan est nigtéNoter que(1;, o, id) est un groupe.
Exemple 17.2.(a) Toute réflexion a un point ou a un axe est une isométrie.

(b) Toute rotation autour d’'un point est une isométrie.

Définition 17.3. Soit /' C R? un sous-ensemble (une figure). On appsjimétrie del’ toute isomé-
trie p € I telle quep(F) = F.
L'ensemble de toutes les symétriesitlest un groupe : lgroupe des symétries de: Sym(F).
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Exemple 17.4.(au tableau)

(a) 4 symétries du losange (sommets nommeés A,B,C,D ; angles aidu &, angles obtus & et
D) :1id, s, (réflexion a I'axex), s, (réflexion a I'axey), r = s, o s, = s, 0 s, (rotation de180°).

(b) 2n symétries du-gone régulier (on numérote les sommétsa I'inverse du sens des aiguilles
d’'une montre) :r* pouri = 0,...,n — 1 avecr la rotation autour360°/n, ets o r’ pour
1 = 0,...,n — 1 avecs la réflexion a I'axe a travers un sommet et le centre. Onar; =
1

T; 08=Tp_;0Ss.

Sin est pair, on n'a quen/2 réflexions a I'axe a travers un sommet et le centre. Par contre,
il existe aussin/2 réflexions a des axes a travers le centre qui sont perpendiculairescté
(automatiquement a deux cotés). On se convainc que quand-mémeftaxion est de la forme

sr.

Lemme 17.5.'ensembld/ = {id, s,, s,, 7} est'ensemble de toutes les symétries du losange. Donc
V est le groupe des symétries du losange.

Démonstration.Soit o une symétrie du losange. Sait,garde I'angle aigu (autour dé) invariant,
soit o le transforme a l'autre angle aigu (autour@g Dans le premier cas, on pose= o, dans le
deuxieme cas on pose= r, o 0. Maintenanty(A) = A, doncr(C) = C. SoitT garde I'angle obtu
(autour deB) invariant, soitr le transforme en 'autre angle obtu (autouride Dans le premier cas,
on posep = 7, dans le deuxiéme cas on pgse- r, o 7. On a maintenant qu& A) = A, p(B) = B,
p(C) =C, p(D) = D.Doncp = id. O

Lemme 17.6.L'ensembleD,, = {r* | i =0,...,n—1}U{sr’ | i =0,...,n— 1} est'ensemble de
toutes les symétries durgone régulier. Dond),, est le groupe des symétries dtgone régulier. Son
cardinal est2n.

Démonstration.On remarque d’abord que toute symeétrie préserve la propriété queatamets sont
voisins. On note aussi que la réflexiomverse la numérotation : si avant la réflexion, la numérotation
était dans le sense des aiguilles d’'une montre, aprés la numérotationrseta gans inverse, et vice
versa.

Soito une symétrie. Commetransforme sommets voisins en sommets voisinsgguiéserve I'ordre

de la numérotation, sait I'inverse. Dans le premier cas, on pase- o, dans le deuxiéme cas on pose
T = s o 0. Maintenantr préserve l'ordre de la numérotation. Donc aprés une rotaticonvenable,

r; o T est I'identité sur 'ensemble des sommets, denpe 7 = id. Cela montre que est soit une
rotation, soit une rotation suivie par la réflexion. O

Actions de groupes

Toute symétrie dw-gone régulier envoie un sommet sur un sommet et elle est uniquement dérmin
par ce gu’'elle fait avec les sommets. Cela méne au concept de I'actionmupegsur un ensemble.
Pour étre plus concret, considérons I'exemple du pentageger(e) régulier. Numérotons les som-
mets A, B, C, D, E a l'inverse du sens des aiguilles d’'une montre. Soi= {A, B,C, D, E}
I'ensemble des sommets. Toute symétrie est donc une application bijectvelaiesE'. En d’autres
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mots, toute symétrie di-gon est un élément du groupe symétrigye Si on appelle les sommets
1,2,3,4,5, alors le groupe des symétries shgon est un sous-groupe d&g. La rotation autour du
centre parr2° correspond au cyclél 2 3 4 5) et la réflexion & I'axe a travers le centreleest la
permutation2 5)(3 4).

Définition 17.7. SoientE’ un ensemble & un groupe. On dit qué; agit (a gauche3ur E (on parle
d’'uneaction (ou opération) du groupe sur I'ensembles’il existe une application

GxFE—E, (g,x)— gx=gzx
telle que
e Vg, heGVx € E: g.(h.x) = (gh).x et
eVrecE:lx=ux.
Les opérations a droite peuvent étres définies d’'une maniére similaire.

Exemple 17.8.(a) Le groupe des symétries d'ungone régulier agit sur I'ensemble des sommets.

(b) SoitG un groupe et = G. Nous prenons la loi de groupé x E — E, (g,e) — g - e pour
définir une action a gauche de sur lui-méme.

(c) SoitG un groupe et encorél = G. La conjugaisonG’ x E — E,(g,e) + geg~' définit une
action a gauche dé' sur lui-méme. (La seule chose non-triviale a vérifier, clgét)e(gh) ! =

g(heh™")g™1.)

Toute opération d’'un groupe sur un ensemble peut étre exprimée darsufgegymeétrique. Plus
précisément, nous avons les assertions suivantes.

Lemme 17.9. SoientG un groupe ef£’ un ensemble.

(a) SiG x E — FE est une opération de groupe, l'applicatign: G — Sg donnée par la régle que
©(g) est I'applicationE — E telle que(¢(g))(e) = g.e est un homomorphisme de groupes.

(b) Sip : G — Sg est un homorphisme de groupes, algrs := (¢(g))(e) définit une opération a
gauche de5 sur .

(c) Les constructions de (a) et (b) établissent une bijection entre Pabksedes homomorphismes de
groupesGG — Sg et les opérations a gauche désur E.

Démonstration.(a) D’abord il faut vérifier quep(g) est une bijections — E. Si (¢(g))(x) =
(0(9))(y) avecz,y € E, alors on ag.x = g.y; en agissant pag~!, on obtientg~!.(g.z) =
(97'9).x = 1.o = = = g~ '.(g.y) = y. Cela montre quer(g) est injectif. Maintenant soit € F
donné; alorgy(g)) (9 (z)) = g(¢g7t.z) = (¢ 1g).x = 1.2 = x, doncy(g) est aussi surjectif et en
conseéquence bijectif.

Montrons quep est un homomorphisme de groupes. Soigit € G etz € E. Alors (¢(gh))(z) =
(gh).x = g.(h.z) = (¢(9))((p(h))(z) = (¢(g) ° ¢(h))(x), doncy(gh) = ¢(g) o (h).

(b) II suffit de vérifier les deux axiomesl:z = (¢(1))(z) = id(z) = = etg.(h.x) = p(g) o
o(h)(x) = p(gh)(z) = (gh).x pour toutg, h € G.

(c) Clair. O
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Définition 17.10. (a) Soitz € E. L'ensembleG.x = {g.z | g € G} s'appellel’orbite de x (en
anglais : orbit, en allemand : Bahn). L'ensemble des orbites est Gaté.

(b) Soitz € E. L'ensembley, = {g € G | g.x = =} s’appelle lestabilisateu(ou groupe d’isotro-
pie) dex.

(c) S'il exister € FE tel queG.z = E, on dit que I'opération dé&- sur E' esttransitive

(d) Soitr : G — S 'hnomomorphisme associé a I'opération desur E dans le lemme_17.9. S'il
est injectif, on dit que I'opération d€' sur E estfidéle (faithful, treu).

Lemme 17.11.Le stabilisateurG,, est un sous-groupe de.

Démonstration.Soientg,h € G,. Notons d’abord que I'application dg~! a g.x = = donne

g l(gx) =g la,doncg lx = (glg)x =1z =z Alors(g'h)x =g .(ha) =g ta =2z,

doncg~'h € G, d’oli G, est un sous-groupe de. Ol

Exemple 17.12.(a) Considérons lé&-gone régulier. L'orbite de n’'importe quel sommet est I'en-
semble de tous les sommets, donc I'opération est transitive. Le stabilisienliimporte quel
sommet est I'identité et la réflexion a I'axe a travers le centre et le sorrmoéi. L'opération est
fidele.

(b) Considérons I'opération dé€' sur lui-méme par multiplication. Le stabilisateur tleZ g € G est
{1}. Cette action est fidéle et transitive.
En fait, 'lhomomorphisme : G — Sg associé a cette opération dans le lemime]17.9 est celui de
la propositio 13.1IR de Cayley.

(c) Considérons I'opération par conjugaison désur lui-méme. L'orbite dé € G est I'ensemble
{ghg™' | g € G}. SiG est abélien, touy € G agit comme l'identité. On parle d’une action
triviale. Elle n’est certainement pas fidéle (sautsi= {1}).

Nous avons la proposition importante suivante.
Proposition 17.13. SoientE’ un ensemble &F un groupe. On suppose quagagit sur F.
(a) Larelation binaire~¢ définie surE par

V(z,y) EE* :x~gy<=3JgEG:y=gx

est une relation d’équivalence s#r.

Pour toutz dansE, la classe d’équivalence depour cette relation est I'orbite de sous I'action
deG.

Comme pour toute relation d’équivalence nous avons la réunion disjointe
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(b) Pourz € E, l'application G/G, — FE (de 'ensemble des classes a gaucheCdsuivant le
stabilisateurG, dansE) donnée payG, — g.x est bien définie et bijective. En particulier, on a
#G.x = (G : G;) (le cardinal de I'orbite est I'indice du stabilisateur).

(c) Dans toute orbitev € G'\ E on choisit un représentant,,. Alors, on a I'égalité :

Y Gau= ) (G:Gu)=#G- > #G

weG\E weG\E weG\E

ou pour la derniére égalité nous supposdrdini. Cette égalité s’appelléormule des classes
(Bahnenbilanzgleichung)

Démonstration.(a) Vérification simple et propriétés des relations d’équivalence.

(b)

Bien défini. Montrons que I'application ne dépend pas du choix de représenigidis= hG,., donc
g =h-ravecr € G,.Doncg.x = (hr).x = h.(r.x) = h.xz carr.zc = x.

Injectif. Soientg.xz = h.x avecy, h € G. Alors nous avong~!.(g.x) = h=1(h.z),donc(h~tg).x =
(h=*h).x = 1.x = x, o0 h~ g € G, doncgG, = hG,.

Surjectif. Soitg € G. Alors gG, est envoyé sug.z.
(c) suit de (a) et (b). Ol

Proposition 17.14(Burnside) SoientE un ensemble fini & un groupe fini. Alors

#(G\E) = 7 G > #Fix,,
geG
ouFixy ={r € E | g.x = x}.
Démonstration.Nous avons

ETE ST S SESED i) et

weG\E w€eG\E me weG\E T€Ww

=2

zel

#GZ#G.

zel

#Ga:

Pourg € G etz € E nous posons

1 sigx=ux,
Og.x = .
0 sinon.

Nous obtenons

S G = Y o= 3 Y = Y

zeE z€FE geG geG zeR geG

La formule de Burnside est montrée. O
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Exemple 17.15.Nous déterminons le nombre de colliers différents a 5 perles mobiles diliciomt

les couleurs sont rouge, blanc ou bleu. C’est une application de la ferdaiBurnside.

On peut s'imaginer le$ perles comme les sommets (coloriés en rouge, blanc ou bleupetjome
régulier. SoitE 'ensemble de tous les-gones dont les sommets sont rouge, blanc ou bleu. Alors
#E = 35 = 243.

Comme nous I'avons vu, toute symétriesdgone donne le méme collier, et si déisgones coloriés
donnent le méme collier, alors il s’agit d'une symétrie. En d’autres metgroupeG = Dj agit

sur E. Le nombre de colliers différents est le nombre d’orbites pour cette adtions pouvons donc
utiliser la formule de Burnside.

Sig = id, alors #Fix;q = 3°. Sig est une des 4 rotations non-triviales, alors seuls les colliers d’une
seule couleur sont fixés ; il y en a trois (un par couleur)g 85t une des réflexions, alors le sommet
fixé peut avoir n'importe quelle couleur ; les quatres autres sommetsefardeux couples qui sont
échangés ; chaque couple peut avoir n'importe quelle couleur ; 8drdéments sont fixés.

En conséquence, il existe

1
#Ds

243 + 12 + 135
(35+4.3+5.33):L:39

#(O\E) = T

colliers différents.

Exemple 17.16.Considérons une variante de I'opération @esur lui-méme par multiplication, donc
de 'homomorphisme de Cayley de la proposifion 13.12. Saih groupe et C G un sous-groupe.
PosonsE = G/ H, I'ensemble des classes a gauche suividntG agit surG/H par multiplication :
91-(92H) := (g192)-H pour toutgy, g2 € G. En d’autres mots, nous avons 'homomorphisme

©:G = Sq/a, 91 (92H — (9192)H)

avecSg/, i le groupe symetrique.
Comme application de cette opération, nous montrons I'assertion suivguiegénéralise le fait
(exercice) que tout sous-groupe d'indiz€’un groupe fini est normal).

Soit G # {1} un groupe fini et soip le nombre premier le plus petit tel que| #G.
Alors tout sous-groupé&l de G d’indice p est normal.

Calculons le noyau de. On cherche donc leg € G tels queg; g2 H = g2 H pour toutge H € G/H
ou, de fagon équivalente, lgs € G qui appartiennent e‘ggHggl pour toutgs € G. Le noyau dep
estdonq,cc 9Hg .

Soit maintenant! d'indice p oup est le plus petit premier divisagtG. Donc le cardinal de5¢;y est
p!. Par le théoréme d’isomorphisme et le théoréme de Lagrange, le ehdirG/ ker(yp) divisep!.

Il est clair queker(p) C H. Par la généralisation du théoréme de Lagrange (exercice) nhoussavon

(G :ker(p))=(G:H)-(H :ker(¢)) =p- (H : ker(p)).

On conclut que(H : ker(y)) divise (p — 1)! et (G : ker(p)) = o=, donc#G. Comme#G

n'est pas divisible par un premier strictement plus petit guen obtient(H : ker(y)) = 1, donc
H = ker(p). En tant que noyau d’'un homomorphisniEgest un sous-groupe normal.
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18 Lesthéorémes de Sylow

Avant de démontrer les théoremes de Sylow, nous étudions de plus péstion d’'un groupé: sur
lui-méme par conjugaison (voir 'exemple 17.12)

GxG—G, (g9,h)— ghg™L.

Définition 18.1. SoitG un groupe. Le stabilisateur dee G pour I'opération deG sur lui-méme par
conjugaison
Zy = Zp(G) :=={g € G| ghg™" = h} = {g € G | gh = hg}

s’appelle lecentralisateur dé dansG. C’est un sous-groupe dé@ car les stabilisateurs le sont
toujours.
SoitH C G un sous-ensemble. lcentralisateur déf dansG est défini comme

Zy(G):={g € G|VYhe H:gh=hg}= ) Zu(G).
heH

C’est un sous-groupe car une intersection de sous-groupes gstitswn sous-groupe.

Exemple 18.2.(a) Z(G) est le centreZ(G) de G, c’est-a-dire, 'ensemblég € G | Vh € G :
gh = hg}.

(b) Pourg € G, on aléquivalencg € Z(G) & Z,(G) = G.
En particulier, I'orbite deg € Z(G) pour la conjugaison esfg}.
(©) Z(123)(S3) = ((123)).

Corollaire 18.3. SoitG un groupe fini. Pour toute orbite de cardinal 2 (pour I'action deG sur
lui-mé&me par conjugaison), on choisit un représentanSoitn le nombre de telles orbites. On a

G= || {gtu| Hozig™" g G}
geZ(Q) i=1
et donc .
#G = #Z(G) + ) (G Zs,(G))
=1
avecZ,,(G) # G pourtouti =1,...,n.

Démonstration.C’est précisement la formule des orbites de la propodifion 17.13 (c) applaliac-
tion deG sur lui-méme par conjugaison. O

Nous sommes maintenant préts pour le premier théoréme de Sylow. D’abtaditlde mettre en
place la terminologie nécessaire.

Définition 18.4. Soitp un nombre premier. On appelfegroupe tout groupe fini d'ordre™ pour un
n € N.
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Exemple 18.5.(a) Le groupeG = {1} d’ordre p° = 1 est unp-groupe pour tout nombre premigr
(b) Z/pZ est unp-groupe de cardinap = p'.

(c) Z/pZ x 7./pZ est unp-groupe de cardinap?.

(d) L'ensemble des matrices

1 b
G = 0 cl| |abceZ/pZ
0 1

S = 2

est unp-groupe de cardinap® pour la multiplication de matrices. Ce groupe n’est pas abélien.

Définition 18.6. SoitG un groupe fini de cardinab = p"m oup est un nombre premier tel quet m.
Un sous-groupd! < G est appelé&-groupe de Sylowou p-Sylow) si #H = p".

En d’autres mots, up-groupe de Sylow est un sous-groupe qui estgmoupe de cardinal égal a la
plus grande puissance gequi divise le cardinal de-.

Exemple 18.7.(a) Sip 1 #G, alors{1} est unp-groupe de Sylow d€'.

(b) PrenonsG = S3 de cardinal6. Il existe trois2-groupes de Sylow (1 2)), ((1 3)), ((2 3)). Il
n'existe qu’un seul-groupe de Sylow (1 2 3)).

(c) Prenonsiy = A4 de cardinall2 = 22 - 3. Il existe un2-groupe de Sylow :

{(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}.
Il existe plusieurss-groupes de Sylow((1 2 3)), ((1 2 4)), etc.

Lemme 18.8.SoitG un groupe fini de cardina}*G = m etp un nombre premier qui divise. Alors
il existeg € G d’ordre p.

Démonstration.Supposons le contraire : il n'existe aucun élémeny diordre p. On numérote les
éléments d&7 : 1 = g0, 91,92, ---,9m—1. Prenons le produit cartésien := H?Sl(gi)- C'est un
ensemble de cardinal égal &

m—1 m—1
1T #(9:) = ] ord(g:)
i=1 i=1

ou la derniére égalité découle de la proposition]15.4. Par notre hypothéaselieal deC' n’est pas
divisible parp. Notons que”' est un groupe pour la loi interne « composante par composante » comme
dans la définition-lemnie_15.112. L'application

m—1
QDZC_>G7 (gflagSQP":gyenm—_ll)'_) Hgfl
=1

est un homomorphisme de groupes qui est surjectif. Donc le cardinél dst égal au cardinal
#C'/# ker(p), donc c’est un diviseur d¢-C'. En conséquence,ne peut pas divisefG non-plus.
Contradiction. O
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Dans la démonstration a venir nous avons besoin d’'un petit lemme que n@arssaquu déja montrer
plus tét.

Lemme 18.9.Soitw : G — H un homomorphisme surjectif de groupes. $0I€ H un sous-groupe
etU = 7~ 1(V) le sous-groupe dé& obtenu comme image réciproque.
Alors nous avons l'égalité d'indicggr : U) = (H : V).

Démonstration.Considérons I'application
¢:G/U— H/V, gUw m(g)V.

Elle est bien définie car gi U = goU, alorsg, ‘g1 € U, doncr(gy 1 g1) € V d'oln(g1)V = n(g2) V.
Elle est surjective : soitV € H/V une classe donnée; la surjectivité d@ous permet de choisir
g € Gtelquen(g) = h;donce(gU) = w(g)V = hV. Finalementy est aussi injectif. Supposons
que nous avons deux clasge¥/, g2U € G/U telles quep(g1U) = p(g2U), doncm(g1)V = w(g2)V
doun(gy'g1) € V,alorsg, g1 € 7~1(V)) = U ce qui impliqueg; U = goU.

Commey est bijectif, ongG : U) = (H : V). O

Théoreme 18.1((1ler théoréme de Sylow)SoientG un groupe fini ep un nombre premier. Alor&!
posséde up-groupe de Sylow.

Démonstration.Récurrence sur le cardinal deG.

Linitialisation #G = m = 1 est triviale.

Supposons le théoréme démontré pour tout groupe de cardinal stricteréeietir am. Soit G un
groupe de cardinah. Sip 1 m, le groupe{1} est unp-groupe de Sylow, comme nous I'avons vu. Soit
doncm = p°r avecp 1 r ete > 1. Nous utilisons la formule des orbites du corollaire 18.3 :

#G =#Z(Q)+ ) (G Z,,(G))
1=1

avecZ;,(G) # G pourtouti = 1,...,n.

lercas :p{ #2(G). De laformule des orbites il suit qu’il existec {1,2,...,n} tel que

_#G pr

- #Z5,(G)  #72.,(G)

Doncp® | #Z,,(G). CommeZ,,(G) # G, on a#Z,,(G) < m ce qui nous permet d'utiliser
I'hypothése de récurrenceZ,, (G) contient unp-groupeP de cardinalp®. Ce groupe est un
p-groupe de Sylow pout.

2éme cas p | #2(G). CommeZ(G) est abélien, le lemme_18.8 implique qu'il exigstecs Z(G)
d'ordrep. Soit N = (g) le sous-groupe cyclique engendré paCommeyg commute avec tous
les éléments d€, le sous-groupé’ est distingué. Nous pouvons donc prendre le quotient
G/N. Cest un groupe de cardinat/p = p°~'r, donc I'hypothése de récurrence s’applique.
Nous obtenons un sous-groupeC G de cardinap®—!. Pour produire up-groupe de Sylow
dansG, nous considérons la projectian: G — G = G/N qui envoieg sur sa classgN .
PosonsP := 7~ !(P). Nous savons (c’est un fait général qui n'utilise rien de notre situation
particuliére ici) queP est un sous-groupe d& et par le lemmé_1819 on obtie% = (G :

P) = (G : P)=rdou#P = p® est unp-groupe de Sylow.
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La démonstration est achevée. O

Lemme 18.11.Soit P un p-groupe de Sylow d&'. Alors pour touty € G, le groupegPg~! est aussi
un p-groupe de Sylow.

Démonstration.C’est clair car I'application? — gPg~' qui envoieh € P surghg—' est une
bijection d'inversegyPg—! — P telle queh’ € gPg~! est envoyé sug—'h'g. Il est clair que ces deux
applications sont surjectives ; dofcP > gPg~ ' et#P < gPg~' d’ou I'égalité recherchée. [

Considérons maintenant une autre opération. adujours un groupe. Soit
E ={H | H C G sous-groupg,
'ensemble de tous les sous-groupegte.e groupel agit surE par conjugaison :
GxE—=E, (gH)— gHg ' ={ghg™' | h e H}.

Définition 18.12. Le normalisateur déf dansG est défini comme le stabilisateur @& pour I'opé-
ration décrite ci-dessus :

Nu(G):={geG|gHg ' =H}={9€ G| gH = Hg}.

Le normalisateur est un sous-groupe car tout stabilisateur pour toutgtiopéest un sous-groupe. En
plus, on a toujourg! < Ny (G).

Exemple 18.13.(a) N 23))(S3) = Ss.
(b) Plus généralement, 1 < G est normal, alorsVy (G) = G.

SoitS, le sous-ensemble (non-vide a cause du theofémel18.10daetous legp-groupes de Sylow.
Le lemmdI8.11 implique que 'opération desur E laissesS, invariant.

Proposition 18.14. SoitG un groupe fini etP un p-groupe de Sylow. Soif C G un sous-groupe qui
est unp-groupe.

(a) SihPh~! = P pourtouth € H, alorsH C P.

(b) Il existeg € G tel queS = gPg~' est unp-groupe de Sylow avel C S. En particulier, tout
p-groupe est contenu dans prgroupe de Sylow.

Démonstration.(a) L'hypothése impligued C Np(G) et on a, comme toujourd? < Np(G).
En conséquence (voir le lemrhe 16.13 (d))P est un sous-groupe d€p(G). Le 2éme théoréme
d’'isomorphismé 16.14 donne

HP/P>~H/HNP.

Donc HP est unp-groupe (car% est une puissance decar c'est un diviseur detH) qui

contientP. Donc H P = P car S est unp-groupe de Sylow. On en conclut qeeC P.

(b) Comme nous I'avons vu, le stabilisateur de I'opératiod-dear conjugaison suP est le normali-
sateurNp(G) de P dansG. SoitG.P = {gPg~! | g € G} I'orbite. Par la proposition 17.13 (b) nous
avons#G.P = #G/#Np(G). CommeP C Np(G), on ap® | Np(G), doncp { #G.P.
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Soit H maintenant un sous-groupe @equi est urp-groupe. Nous avons qu¢ agit sur I'orbiteG. P
par conjugaison. Considérons la réunion disjointe des orbites pour cétte a

G.P=| |{hg:Pg;'n"" | h € H}.
=1
Encore la proposition 17.13 (b) nous dit que le cardinal de toute orbifé dst un diviseur detH,
donc c’est une puissance geComme le cardinal d&'. P n’est pas divisible pap, il doit y avoir au
moins une classghgy Py, 'h~! | h € H} de cardinap® = 1.
On posesS = nggk‘l. C’est unp-groupe de Sylow et par ce qui précéde (cardinal de I'orbite pbur
estl), pour touth € H on ahSh~!' = S. Donc (a) donne le résultat. O

Théoréme 18.152éme théoréme de SylowoitG un groupe fini. SP;, P, C G sont deg-groupes
de Sylow, alors il existg € G tel quegPig~! = P,.

En d’autres mots, I'action par conjugaison desur 'ensembleS, desp-groupes de Sylow est tran-
sitive.

Démonstration.ll suffit de prendred = P, et P = P; dans la proposition 18.114. O

Théoreme 18.163eme théoreme de SylowpoientG' un groupe fini ep un nombre premier. Soé,
le nombre deg-groupes de Sylow dg. Alors, s, | #G ets, =1 mod p.

Démonstration.Comme I'opération de&> sur S, est transitive par le deuxieme théoreme de Sy-
low[18.15,S, est une orbite et donc son cardinglest un diviseur dg+G par la proposition 17.13 (b).
Soit P unp-groupe de Sylow. Au lieu de 'action d& surS,,, on considere maintenant 'action de

et ses orbites. Une des orbites, c'€8t}. Pourg € G, soit{hgPg~'h~! | h € P} une autre orbite.
Par la proposition 17.13 (b) et le fait quéiest unp-groupe, soit le cardinal de cette orbite gssoit
divisible parp. Si on est dans le premier cas, oh@Pg 'h~! = gPg~! pour touth € P. Donc la
propositio 1814 (a) impliqu® C gPg~!, alorsP = gPg~! a cause du fait que les deux ensembles
sont du méme cardinal. Cela veut dire ue} est la seule orbite pour I'action d@ de cardinall.
Toutes les autres orbites sont de cardinal divisibleppar

Commes, est la réunion disjointe des orbites pour I'actionfdeon obtients, = 1 mod p. Ol

Corollaire 18.17. SoitG un groupe fini ep un nombre premier.
(@) Sip | #G, alors il existeg € G d’ordre p.
(b) G estunp-groupe si et seulement si I'ordre de tout élémen&dest une puissance ge

Démonstration.(a) SoitP un p-groupe de Sylow dé&' et soitg € P un élément différent dé. Alors
I'ordre deg est une puissance gedisonsp”. En conséquence, := gpr_1 est d’'ordrep.

(b) La seule chose non-triviale est qGeest unp-groupe. Si cela n’était pas le cas, alors par (a) on
aurait un élément d’ordrg’ avecp’ un premier différent de. Ol

Corollaire 18.18. SoitG un groupe fini ep un nombre premier. $F posséde exactement pHgroupe
de SylowP, alors P est normal.



116 CHAPITRE Ill. DEBUTS DE LA THEORIE DES GROUPES

Démonstration.On sait que pour touy € G, le groupegPg~! est aussi urp-groupe de Sylow.
Comme il N’y en a qu’un seul, on@Pg¢~' = P pour toutg € G d’oll P est normal. O

Corollaire 18.19. Soientp < ¢ deux nhombres premiers tels qué (¢ — 1). Alors tout groupe= de
cardinal pq est cyclique.

Démonstration.Par le troisiéme théoréme de Sylow 18.16, nous awgns= 1 mod p, s, = 1
mod ¢ etsy, s, | pg. Cela laisse les possibilités € {1, ¢} ets, € {1, p}. Maintenant I'nypothése
g # 1 mod p intervient pour exclures, = ¢, doncs, = 1. Le faitp < ¢ implique aussp # 1
mod ¢, d’'ou s, = 1. Il existe donc un uniqug-groupe de SylowP et un uniquey-groupe de Sylow)
de cardinab, ¢, respectivement. Par le lemine 16.13, nous avonsitfuesst un sous-groupe de,
donc égal & car il est du méme cardinal.

Soient maintenant € P ety € Q. L'élémentzyz—'y~! est dansP (caryz~'y~! € P a cause de
la normalité deP) et dans (carzyx—! € Q a cause de la normalité dg). CommeP N Q = {1}
(corollaire[15.9), on ayz~'y~! = 1, donczy = yz. Le groupeG est donc abélien.

Soitg € P\ {1} eth € @\ {1}. L'ordre degh estppcm(p, q) = pq. DoncG est cyclique. O

Exemple 18.20.Si G est un groupe d’ordr85, alors G estisomorphe & /57 x Z./77 = 7./ 357.
Effectivement; 1 (7 — 1).

Définition 18.21. Un groupe( est ditsimplesi ses seuls sous-groupes normaux gantet G.

Exemple 18.22.Aucun groupe de cardin®0 = 2 - 3 - 5 n’est simple.
Par le troisieme théoréme de Sylbw 18.16, nous a¥prs 1 mod p ets, | 2-3-5 pourp = 2,3, 5.
Cela laisse les possibilités

so € {1,3,5,15}, s3 e {1,10}, s5 € {1,6}.

Supposonss > 1 ets; > 1, doncsz = 10 ets; = 6.

SoientP, ..., Ps les six5-groupes de Sylow. Commig¢ N P; = {1} pouri # j, les5 groupes de
Sylow contiennerg - 4 = 24 éléments d’ordré.

SoientQ, . .., Q1o les dix3-groupes de Sylow. Avec le méme argument, ils contierifert = 20
éléments d’ordre.

En tout, nous avons trouvél éléments d’ordred et5, ce qui est évidemment une contradiction avec
le cardinal 30.

En conséquence, sait = 1 (dans ce cas le se@tSylow est normal), soi; = 1 (dans ce cas le seul
5-Sylow est normal).



Chapitre IV

Obijets de base de I'algebre lineaire
abstraite

Le contenu de ce chapitre correspond a peu prés a une grande paxtteedcours d’algébre linéaire.
La seule différence est que nous admettons un corps commutatif quelcuntiee de seulemeii.
Ce chapitre ne sera pas enseigné au cours. |l est inclut pour veursceenme référence pour votre
cours d’algébre linéaire.

19 Espaces vectoriels

Soitn € N. On regardéR™. Comme vous le savez aussi, on peut additioner deux élémeiis de
la facon suivante :

ai b1 ai + by

a by az + by
+ =

an, bn, an + by,

Une vérification trés facile nous montre :

0
(R™, +, ( : >) est un groupe abélien.
0
En plus, on dispose d’une multiplication scalaire : on multiplie un élémeit"dpar un élément

deR ainsi:

aq rajy

a9 ras
r- = .

(07%% TQp

L'addition et la multiplication sont compatibles de la maniére suivante :

al by al b1 a1 by
az bo as b as by

.VTER’V(:>7 . GRH'I"(<)—|— . ):r.(:>+r. . ,
an b, an b, an by

117
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g : : :
eVrseRVY | . |eR":(r+s)-( . |=r-| . |+s-| . |;
a1 a1 al
as as as
OVT,SER,V<:>€Rn:’r-(8'<:>):(7’-5)-<:>;
a1 al ai
as as as

Des structures ayant de telles propriétés sont appelés espacegeisector

Définition 19.1. Soit(K, +x, 'k, 0k, 1) un corps commutatif. Soiefqit, +y-, 0y/) un groupe abé-
lien et
v KxV =V, (a,v)—=ayvv=av

une application (appelémultiplication scalairg
On appelle(V, +v, -y, 0y) un K-espace vectoriedi

(SM1)Vae K,Vu,v eV :iay (ut+yv)=a-yu+tya-yo,
(SM2)Va,be K,Nv eV :(a+gb) vv=a-yvv+yb-yu,
(SM3)Va,be K,Nv eV :(a-gb)-yvv=a-y (byvv),
(SM4A) Vv eV :lg yvv=nov.

Notation 19.2. Soit(V, +v, -y, 0y ) un K-espace vectoriel at € V. On note—v l'unique élément
deV tel quev +y (—v) = Oy.

Exemple 19.3.(a) Soienth € Net(K,+,-,0,1) un corps. L'ensembl&™ des vecteurs colonnes

al 0
as 0
Kn—{<:> al,ag,...,aneK}9<:>
a.n 0

pour I'addition

ay by ap + by
+:K"x K" — K™, a_2 + b,2 = an_LbQ
a.n b.n Gn + b,
et la multiplication scalaire
al ral

+:KxK"—- K" r-| | =
an ran

définit unK-espace vectoriel, appel€-espace vectoriel standard de dimension
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(b) Cas spéciah =1: Le corps(K,+,-,0,1) est aussi unk-espace vectori€lK, +, -, 0).
(c) Cas spéciah = 0: ({0}, +,-,0) s'appelleK-espace nul

(d) Les nombres complexé&savec leur addition habituelle forment uR-espace vectoriel pour la
multiplication scalaire :
RxC—C, (z,2)—x-z,

ou le produitz - z est le produit habituel d€ (on regarde donc le nombre réelcomme un nombre
complexe).

Notation 19.4 (Plutdt : non-notation) Nous n’écrivons pas de fleche pour noter des éléments d’'es-
paces vectoriels.

La proposition suivante nous produit un grand nombre d’exemples.

Proposition 19.5. Soit (K, 4+, -k, 0k, 1 ) un corps commutatif. Soif un ensemble. On rappelle
la notation
F(E,K):={f]| f: E— K application}

pour 'ensemble des applications deédans K. On note I'applicationE — K telle que toutes ses
valeurs sond par 0 (concretement0r : E — K définie par la réglé) r(e) = 0 pour toute € E).
On définit I'addition

7 F(B,K)xF(E,K) = F(E,K), (f,9)~ f+rgouVe € E: (f+rg)(e) == f(e)+xg(e)
et la mutliplication scalaire

r: KxF(E,K)— F(E,K), (z,f)—x-rfouVeec E:(z-rf)le):=x x (f(e)).
Alors, (F(E,K),+r, r,0r) est unk-espace vectoriel.
Démonstration.Exercice. O
La plupart du temps, on n’écrira pas les indices, mais seulefnen, f - g, etc.

Exemple 19.6.(a) SoientE = {1,2,...,n} et K un corps commutatif. On peut identifi&i{ £, K)
avec I'espace vectoriel standafd™ comme suit :
ai
az
Un élément| . | € K™ peut étre vu comme l'applicatiom : £ — K donnée par la régle
an
a(i) = a;.

Il est clair que cela donne une bijection.

(b) Plus généralemenf (N, K) est I'ensemble des suités, ),y dansk.

Par exemple, la suite,, = % € R peut étre obtenue par la fonctigh: N-y — R, donnée par la
regle f(n) = % La suite constante est représentée par la fonction constant&n) = 0 pour
toutn € N.
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Lemme 19.7.Soient( K, +x, -k, 0k, 1 k) un corps commutatif €8/, +/, -1/, 0y/) un K-espace vec-
toriel. Alors, les propriétés suivantes sont satisfaites pourtoatV” et touta € K :

(@) Ok v v=0y;

(0) a-v Oy =0v;

© ayvv=0y=a=0gVov=0y;
@) (~1x) v v=—v.

Démonstration.(a) O v v = (0x +x Or) v v = 0 v v+ O -y v, doncOx -y v = Oy-.

b)a v 0y =a-y (Ov-l-OV) =a-y Oy +a -y Oy, donca -y Oy = Oy.

(c) Supposonsg -y v = Oy. Sia = 0k, I'assertiona = Ox V v = 0y est vraie. Supposons donc
a # 0. CommeK est un corpsg~! € K (défini par la propriété—! - a = 1x). En conséquence,
v=1g -y v = (ail ‘K a) VU= a~! v (a v ’U) =g ! v Oy = 0y par(b)

(d)v+v (—lK) vuov=1lg yvv+y (—1K) VU= (1[( +K (—1[()) vv=0g-yvv=_0ypar(@). O

20 Sous-espaces vectoriels

Pour des raisons de concision, lorsqu’on dit dtieest un corps eV un K-espace vectoriel, on
sous-entend qué&’ est commutatif et que toutes les structures sont fixéeéS +x, -k, 0k, 1x) et

(‘/7 +V7 Vi OV)

Définition 20.1. SoientK un corps el un K-espace vectoriel. On dit qu'un sous-ensemble non-vide
W C V est unsous-espace vectoriel desi

Vwi,wo e W¥Va € K :a-wy+wy €W.
Notation : W < V.
Exemple 20.2.

e SoientK un corps etV un K-espace vectoriel. L'ensemb{®} est un sous-espace vectoriel
deV, appelé’espace zérpnoté0 par simplicité (ne pas confondre avec I'élément

e SoientV = R2etW = {(&) | a € R} C V. Alors, W est un sous-espace e

e SoientV =R3 etV = {(2%{)) | a,b € ]R} C V. Alors, W est un sous-espace fle
Lemme 20.3. SoientK un corps e’ un K-espace vectoriel.
(&) SoitlW < V un sous-espace vectoriel. Aloi#, est unk-espace vectoriel.

(b) SoitlW C V un sous-ensemble. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) W <V estun sous-espace vectoriel ;
(i) (W, +,0) estun sous-groupe d&, +,0) etVa € K,Ywe W:a-weW.
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Démonstration.(a) Lhypothesey wy,wy € W,Va € K : a-w; + we € W nous assure que les
opérations+ et- de V' se restreignent &8/, c’est-a-dire que leurs restrictiond® x W et K x W
donnent des applications : W x W — W et- : K x W — W(pour voir cela pour « » prendre

a = 1 et pour « » prendrews = 0). On voit quedy € W en prenant = —1 etw; = wy = w pour
n’importe quelw € W (ici on utilise quelW n’est pas vide, ce qui est exigé dans la définition). Les
propriétés comme l'associativité sont héritées des mémes propriétés de

(b) « (i) = (ii) » : Pour voir que(WV, +, 0) est un sous-groupe d&, +,0) on utilise le lemmé12]4 :
Soientwy, we € W. En prenantt = —1 on obtientws — wy € W, donc le critére pour sous-groupes
est satisfait. Pouw € W, en prenantv; = w etwy = 0 on voit aussi - w € W.

«(ii) = (i) » : Soienta € K etwy,ws € W.D'abord on aa - wy € W, puisa - wy +we € W. Donc
W est bien un sous-espace vectorielide Ol

Trés important : les solutions d’'un systéme d’équations linéaires homofpgnesnt un sous-espace !

Proposition 20.4. SoientK un corps et:, m € N>;. On considére le systéme d’équations linéaires

a1,121 + a1 222 + -+ a1,Ty = by

a2171 + ag 2% + -+ + a2 nTy = b

Am1T1 + Am 222 + - + AmpTn = bm

avech;,a;; € K pourl <i<m,1<j<n.

(a) SoitS I'ensemble de toutes les solutions du systéme homogéneaves. . ., z,, € K, c'est-a-
dire

T1 n

a2

S = ( : ) EK"\Vie{1,2,...,m}:Za,~7jxj:0
. =

Tn
Alors, S est un sous-espace vectoriel Buespace vectoriel standad™.

T1
T2

(b) sm(

) € K™ une solution du systéme d’équations linéaires, c’'est-a-dire :

Tn
n

Vi € {1,2,. . .,m} : Zam'?“j = b;.
j=1

SoitS le sous-espace vectoriel d€” défini en (a).

Alors, les solutions du systeme d’équations linéaires sont 'ensemble

() C) )=}
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Y2

x1 Y1
2
Démonstration.(a) Soient( : ) € Set ( . ) € SetA € K. Alors, pour touti € {1,2,...,m}

In Yn

n
Za”)\ x]—l—y] Za”mj (Zai,jyj):/\-O—FO:O,

J=1 Jj=1

1 Y1
T2 Y2
donc,)\-<:>+<:)65.
@n Yn
0

0
De plus,S est non vide car il contient la solutioé :

) . Ainsi, S est un sous-espace vectoriel Hé.
0

S1

52
(b) On montre d'abord que tout objet de cette forme est une solution.<89i9 € S. Pour tout

Sn

i€{l,2,...,m}ona
n n
Z a;j(rj + ;) Zaz,ﬂ‘g (Zai,jsj) =b;+0=09;.
J=1 j=1

xy

T2
Pour finir, on démontre que toute solution est de cette forme.<Sqit> une solution du systéme :
Tn

Vie{l,2,...,m}: E?:l a; jx; = b;. Alors, pour tout € {1,2,...,m}

0=b; —bi = (D aiga;) — (D aigry) = Y aiy(z;
j=1 j=1 J=1

s1 T ]
S92 T2 T2

donc, la solution est de la forme enoncée. O

Cela montre

Lemme 20.5. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel é/; < V' des sous-espaces pouE
I # 0. Alors, W := ,; W; est un sous-espace vectoriel de

Démonstration.Soientv,w € W eta € K. Pourtouti € I onaa-v+w € W; car W; est
un sous-espace dé. Par conséquent, - v + w € W, ce qui démontre qud/ est un sous-espace
deV. O

Définition 20.6. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel eE C V un sous-ensemble. On dit
gueV estengendré paF (en tant que sous-espace vectorgle seul sous-espace vectorieldejui
contientE estV lui-méme (comparer avec la définitibn 12.9).

Définition-Lemme 20.7. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel e C V' un sous-ensemble.
On pose

(E) = N W,

W<V sous-espace t.qgxCW
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l'intersection de tous les sous-espadésde V' qui contiennentF, et on I'appellele sous-espace
vectoriel del” engendré pak.
C’est un sous-espace vectoriel dequi est engendré pak.

Démonstration.La démonstration se fait de la méme maniere que celle de la définition-lemmeé 12.11.
]

Définition 20.8. SoientK un corps,V un K -espace vectoriel éV; < V des sous-espaces tepour

i € I+#(.0npose

> W= (Uw),

el el
le sous-espace dé engendré par tous les éléments de tousdtgsOn l'appellela somme de$V;,
1el.

Proposition 20.9. SoientK un corps el un K-espace vectoriel.

(a) SoitE C V un sous-ensemble. Alors,

n
(E) = {Zaiei]nEN,al,...,an€K761,...,en€E}.
=1

(Comparer avec la propositidn 12J13.)

(b) SoientiV; < V des sous-espaces Hepouri € I # (). Alors,

> W= {Z w; | w; € W; pouri € I t.q.w; = 0 sauf pour un nombre fini diec I} .
iel iel
On utilisera la notationzgel w; avecw; € W; et la condition que seulement un nombre fini de
w; sont# 0.

Démonstration.(a) AppelonsU I'ensemble a droite. On & C (E) parce quell C (E), et, (E)
étant un sous-espace vectoriel, les combinaigodiméaires des éléments deappartiennent a&).
D’autre part, il est clair qué/ est un sous-espace vectorielldet quelU contientE. Comme(F) est
I'intersection de tous les sous-espacédqui contiennenf, on obtient(E') C U.

(b) AppelonsiV I'ensemble a droite. On & C >, ; W; parce queV; C > . ; W; pour tout
Jj € Iet ) . .;W,; étant un sous-espace vectoriel, les sommes finies d'éléments, delV; y
sont aussi contenues. D’autre part, il est clair §ldeest un sous-espace vectoriel deet queW
contient J,.; W;. Comme}_._; W; est I'intersection de tous les sous-espacé/dgui contiennent
Uicr Wi, on obtienty S, ., W; C W, O

Quand est-ce que les; € WW; dans I'écriturew = ZQE] w; sont uniques ?

Définition 20.10. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel d; < V des sous-espaces e
pouri € I # ).
On dit que la somm&” = 3, _; W; estdirectesi pour touti €  on a

W, N Z Wj =0.
JeI{i}
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Notation pour les sommes directe&, _; .
SiI ={1,...,n}, on note parfois les éléments d’'une somme dirégfe, W; par w; Gw&- - - Bwy,
(ou, évidemmenty; € W, pouri € I).

Proposition 20.11. SoientK un corps,V un K-espace vectoriell/; < V des sous-espaces e
pouri € I #(QetW =3, ; W,. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

) W=D, Wi,
(i) pourtoutw € W ettouti € I il existe un uniquev; € W; tel quew = Zgg W;.

Démonstration.« (i) = (ii) » : L'existence de telsw; € W; provient de la proposition_20.9 (b).
Démontrons donc l'unicité en prenant

/ / /
w = g w; = E w;
icl iel

avecw;, w, € W; pour touti € I (rappelons que la notation’ indique que seul un nombre fini de
w;, w; est non nul). Cela implique poure I :

wi—wfi: Z /(wg—wj) e W; N Z WjZO.
Jen{i} jen{i}

Donc,w; — w} = 0, alorsw; = w/ pour touti € I, montrant I'unicité.
«(ii) = (i) » : Soienti € I etw; € W; N Y\ 1y Wy Donc,w; = 375y 1y w; avecw; € W pour
toutj € I. Nous pouvons maintenant écrirele deux fagcons

!/ !/
0=>0=-wi+ Y w
el jendi}

Donc, 'unicité implique—w; = 0. Alors, nous avons montié’; N ;.\ (4 W; = 0. O

21 Bases et dimension

Bases

Définition 21.1. SoientK un corps efl” un K-espace vectoriel. Solf C V' un sous-ensemble.
Rappelons d’abord que I'on dit quE engendrel/ (en tant quek-espace vectoriel) S{E) = V,
c'est-a-dire que toub € V s’écrit sous la former = > | a;e; avecn € N, aq,...,a, € K et
€1,...,en € F.

On dit queFE estK-linéairement indépendasi

n
Vn € NVay,...,a, € KVeq,...,e, € E: (Zaiei:OEVéal :a2:~--:an:0)
=1
(c'est-a-dire, la seule combinaisali-linéaire d’éléments deé’ représentand € V est celle dans
laquelle tous les coefficients s@t Dans le cas contraire, on dit qug estK -linéairement dépendant
On appelleE une K-base dé/ si E engendrd/ et E estK -linéairement indépendant.
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1 0 0
0 1 0
Exemple 21.2.Soit K un corps etd € Nog. Onposee; = |0 ,ea = [O],...,eq= 0] et
0 0 1
E = {e1,ea,...,eq}. AlOrs:
e E engendrek@:
ai
az
Tout vecteuw = | a3 | s'écrit commek -combinaison linéaire v = S°7_, a;e;.
aq
e F estK-linéairement indépendant :
Sil'on a une combinaisoi -linéaire 0 = Zle a;e;, alors clairementiy = --- = a4 = 0.

e E est donc uné<-base deK?, car E engendrek? et estK-linéairement indépendant. On
I'appelle labase canoniquee K.

Le prochain théoréme caractérise les bases.

Théoréme 21.3.Soit K un corps,V un K-espace vectoriel € = {ej,ea,...,e,} € V un sous-
ensemble fini. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) F estuneK-base.

(i) E est un ensemble minimal de générateurd/Je’est-a-dire : E engendrel’, mais pour tout
e € E, 'ensembleF \ {e} n'engendre pa¥ .

(i) E est un ensemble maximal-linéairement indépendant, c’'est-a-direfi est K-linéairement
indépendant, mais pour toate V' \ E, 'ensemblel’ U {e} estK-linéairement dépendant.

(iv) Toutv € V s’écritcommey = )" | a;e; avec des uniques, . .., a, € K.

Démonstration.Nous allons démontrer « (& (i) = (iv) = (iii)) = (i) ».

« (i) = (ii) » : Supposons qué \ {e;} pour uni € {1,...,n} engendrel’. En particulier, nous
pouvons ecrire;; = > 7, aje; aveca; € K pourj € {1,...,n}\ {i}. Cela nous donne une
K-combinaison linéaire égale a zéro sil'on pase= —1 :

n
0= E ajej.
Jj=1

Cela est une contradiction a I'indépendaticdinéaire deF .
« (ii) = (iv) » : Soit E un ensemble minimal de générateursdet soitv € V' tel que

n n
v = E a;€; — E bl-ei.
i=1 i=1
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Supposons qu'il existg € {1,2,...,n} tel quea; # b;. Alors on a

b; — a;
ej: Z '—Zjei.

a
i=li#j 7

Donc, E n'est pas minimal car on peut exprimgrpar les autres eéléments de Cette contradiction
montre 'unicité.

« (iv) = (iii) » : D’abord on montre qud” estK -linéairement indépendant. Cela résulte de l'unicité.
Soit0 = )", aje; une combinaisork-linéaire. Mais, il existe aussi la combinaiséitlinéaire
0=>7",0-¢.Donc, I'unicité implique0 = a; = --- = a, et 'indépendances-linéaire est
démontrée. Soit maintenaate V \ E. On 'écrite = > | a;e;. LensembleE U {e} n'est plus
K-linéairement indépendant parce dque- —1-e+ > " | a;e;.

« (iii) = (i) » : Soit E un ensemble maximak'-linéairement indépendant. |l faut montrer ge
engendré/. Soit doncv € V. Siv € E, alorsv = e; pour uni € {1,...,n}, doncv € (E). Si

v ¢ E, on sait par (i) queE U {v} estK-linéairement dépendant. Nous avons donc une combinaison

K-linéaire
n
0=av+ Z a;e;
i=1

dans lagquelle au moins un des coefficients est non-zéro. Notons doi¢ étre non-zéro car le cas
contraire donnerait une contradiction a I'indépendaficinéaire deE. Nous obtenons donc

n
s
v = Z alei € (E).
=1

Cela montre qué’ engendré/. O

Corollaire 21.4. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel e& C V un ensemble fini qui en-
gendreV. Alors,V possede un& -base contenue darts.

Démonstration.On enlevant des éléments flesuccessivement, on obtient un ensemble minimal de
générateurs qui est urfé-base a cause du théoréme 21.3. O

Dans le cours Algébre 2 nous allons démontrer a I'aide du lemme de Zorn ufuesfmace vectoriel
posséde une base.

1 0
Exemple 21.5.(a) SoitV = al| |a,beR . Unebased& estg | 11,0
b 1
1 3
(b) SoitV = (| 2|, 5 ]) CQ
3 7

2
3
4
L'ensemblel = (
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e Le systeme d’'équations linéaires

1 2 3 0
ar- |2 +ax-|3|+as-|5|=1|0
3 4 7 0
posséde une solution non nulle (par exemple= 1, as = 1, ag = —1). Cela implique que

E engendré/ car on peut exprimer le troisieme générateur par les deux premiers.

e Le systeme d’équations linéaires

1 2 0
a1 |2 +ax- 3] =10
3 4 0

ne possede que = as = 0 comme solution. Don&’ estQ-linéairement indépendant.
(c) LeR-espace vectoriel

V={f:No>R|ISCNfinivneN\S: f(n) =0}

1 sin=
possede{e, | n € N} avece,(m) = 6,,, (Delta de Kronecker 5, ,, = _n o
0 sin#m.

commeR-base. Cela est donc une base avec une infinité d’éléments.
(d) Similaire a I'exemple précédent,Reespace vectoriel

V={f:R>R|3ISCRfniva e R\ S: f(z) =0}

possed€e, | + € R} avece,(y) = ¢, commeR-base. Cela est donc une base qui n'est pas
dénombrable.

Dimension
Lemme 21.6. SoientK un corps el un K-espace vectoriel avec udé-baseB = {ey,...,e,}.
Soitw = Y"1 | aje; € V. Sia; # 0,alors B’ = {ey,...,ej_1,w,ej1,...,e,} estunek-base. On

peut donc changes; enw (aveca; # 0) et on obtient encore unk-base.

Démonstration.ll faut montrer (1) queB’ engendré/ et (2) queB’ estK -linéairement indépendant.
Pour (1), il suffit de montrer que I'on peut exprimgrcomme combinaisoi -linéaire des éléments

deB’.Ona
1 —a;
ej—;w—kl g a'el'

Pour (2), supposons gue nhous avons une combindistinéaire

n
i=1,i#j
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Cela nous donne

n n n
0= b(z a;e; € V) + Z b;e; = bajej + Z (ai + bi)ei.
i=1 i=1,i#j i=1,i#j
CommeB est K-linéairement indépendant, nous avdag = 0, doncb = 0 (cara; # 0), alors
0= > 1L iz biei, ce qui donne bieh; = 0 pour touti € {1,...,n}\ {j}. Cela montre qués’ est
K-linéairement indépendant. Ol

Proposition 21.7(BasisaustauschsatzZyoientK un corps efl” un K-espace vectoriel avec urfé-

baseB = {ei,...,e,}. SoitC = {wi,...,w,} C V un sous-ensemble fini dé K-linéairement
indépendant.

Alors,r < n et il existe des indices, ..., i, € {1,...,n} avec la propriété que si I'on changg,

enw; dansB pourj = 1,...,r, on obtient unek-base de/.

Autrement dit, si 'on change la numérotation des élémentBdelle quei; = j, alors B’ =

{wy,...,wr,€r41,€r42,...,e,} €stunek-base dé/.

Démonstration.Nous utilisons récurrence en Sir = 0, I'assertion est triviale (pas d’échange a
faire). Donc, supposons gue l'assertion de la proposition est vraierpe 1 et nous allons la dé-
montrer pourr > 1. Commeuws, . ..., w, sontK-linéairement indépendants, alars, . . ., w,_1 sont
K-linéairement indépendants. Aprés changement de numérotation nonsrbtie I'hypothése de
récurrence pour — 1 que{ws, ..., w,—1,€r, €741, ..., €y} €Stunek’-base et que — 1 < n. Remar-
quons d’abord que — 1 = n est impossible (done < n) car dans ce caSuy, ..., w,_1} Serait une
K-base et en conséguence un ensemblinéairement indépendant maximal (théorémel21.3) ce qui
n'est clairement pas le cas. Nous pouvons éarireomme combinaisof -linéaire

r—1 n
Wy = E a;w; + E a;€;.
i=1 i=r

On montre maintenant qu’il existg # 0 pour unj tel quer < j < n. Supposons le contraire. Dans
cecasf) = Zf;ll a;w; + (—1) - w, ce qui contredit 'indépendandg-linéaire deC'. Le lemmd 216
nous permet de changer enw,. Cela finit la preuve. Ol

Corollaire 21.8. SoientK un corps efl” un K-espace vectoriel qui posséde ukiebase finie. Alors,
toutes led<-bases dé/ sont finies et ont la méme cardinalité.

Démonstration.Soit B = {ey, ..., e, } uneK-base dd/. La propositio 2117 implique qu'il n’existe
pas d’ensemblé -linéairement indépendant de cardinalité strictement plus grana.genc toute
autreK-baseB’ a au plus: éléments. Si on échange les rolesilet B’, on obtient qu’elles ont le
méme cardinal. O

Ce corollaire nous permet de faire une définition trés importante, celle de lasloned’'un espace
vectoriel. La dimension mesure la « taille » ou le « nombre de degrés de libetté espace vectoriel.

Définition 21.9. SoientK un corps etl” un K-espace vectoriel. Si” posséde und’-base finie de
cardinalitén, on dit queV est dedimensionn. SiV ne posséde pas d€-base finie, on dit qU& est
dedimension infinie
Notation :dimg (V).
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Exemple 21.10.(a) Soit K un corps. La dimension diK -espace vectoriel standarl™ est égale
an.

(b) SoitK un corps. LeK-espace vectoriel nu0}, +, -, 0) est de dimensiof (et c’est le seul).
(c) LeR-espace vectorieF (N, R) est de dimension infinie.

Lemme 21.11. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel de dimensianet W < V un sous-
espace.

(a) dlmK(W) < dimK(V).
(b) Sidimg (W) = dimg(V), alorsW = V.

Démonstration.SoientB = {e1,...,e,} uneK-base dé/ etC = {wy,...,w,} C W un ensemble
K-linéairement indépendant. Donc, la proposifion P1.7 impligu€ n et nous pouvons supposer
gue cet ensemble est maximal et alors Gidase déV (théoremé 2113). Si = n, alors apres avoir
échangé tous les éléments Beontre ceux d€”, on voit queC est unek -base dé/ ; en particulier,
C engendré/ ce qui impliquel’’ = V' (carW est le sous-espace engendré @ar O

Le contenu de la proposition suivante est que tout enseriibieéairement indépendant peut étre
complété pour devenir un&-base.

Proposition 21.12(Basisergdnzungssatzpoient/ un corps,V un K-espace vectoriel de dimen-
sionn, E C V un ensemble fini tel quE engendré/ et{ey,...,e.} C V un sous-ensemble qui est
K-linéairement indépendant. (Noter< n par la propositior 21.17.)

Alors, il existee, 1, €42, ...,e, € E tels que{ey,...,e,} estunek-base dé/.

Démonstration.Le corollaire[21.4 nous permet de choisir ukiebaseB parmi les éléments dE.
Par la propositioh 2117 nous échangeons des élémeiitgpdee, . . ., e, en gardant un&’-base. [

La propositiof 21.72 se démontre aussi de fagon constructive. Suppgse nous avons déja des
élémentsey, .. ., e, qui sontK-linéairement indépendants. Si= n, ces éléments sont uré-base

par le lemmé&21.11 (b) etil ne reste rien a faire. Supposonsdene. Nous parcourons maintenant
les éléments d& jusqu’a trouver ur € E tel quees, ..., e, e sontK-linéairement indépendants. Un
tel e doit exister car sinon I'ensemblg serait contenu dans le sous-espace engendré par. , e,.,

il ne pourrait donc pas engendrér. On nommee =: e,;; et on a un ensembl&’-linéairement
indépendant de cardinalité+ 1. Il suffit maintenant de continuer ce processus jusqu’a arriver a un
ensembld{-linéairement indépendant @eéléments, qui est automatiquement utibase.

Proposition 21.13. SoientK un corps commutatif 8 un K-espace vectoriel de dimension finie
Soit B C V un sous-ensemble de cardinalAlors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) B estunK-base.
(i) B estK-linéairement indépendant.

(i) B engendre/.
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Démonstration.Pour I'équivalence entre (i) et (i) il suffit de remarquer qu’un endenib-linéaire-
ment indépendant de cardinakst nécessairement maximal (donc difiase par le théorerhe 211..3),
car s'il n’était pas maximal, il y aurait un ensemble maxifi@alinéairement indépendant de cardinal
strictement supérieurm, donc unek-base de cardinal différent dece qui n’est pas possible selon
le corollaire Z1.B.

Similairement, pour I'équivalence entre (i) et (iii) il suffit de remarquenguensemble de cardinal
qui engendrd’ est nécessairement minimal (donc ukiebase par le théorenhe 211.3), car s'il n’était
pas minimal, il y aurait un ensemble minimal de cardinal strictement inférieuqd engendré/,
donc uneK-base de cardinal différent de O

22 Homomorphismes linéaires et matrices

Applications linéaires : les homomorphismes des espacescteriels

On rappelle I'idée des (homo-)morphismes : ce sont les applications gugiatest toutes les struc-
tures.

Nous allons maintenant introduire les homomorphismes des espaces vectesedpplications li-
néaires.

Définition 22.1. SoientK un corps etl’, W desK -espaces vectoriels. Une application
p: VW
est appeléd(-linéaireou (homo-)morphisme d& -espaces vectoriets
Vo, v €V (v +v v2) = p(v1) +w o(v2)

et
VvoeVVae K:playvv)=a-wep).

Un homomaorphisme bijectif d&-espaces vectoriels s’appelisomorphismeOn note souvent les
isomorphismes par un tildey : V' = W. S'il existe un isomorphismg — 1, on écrit souvent
simplemen” = .

Remarque 22.2.Sip : V — W est un homomorphisme dé-espaces vectoriels, alors est en
particulier un homomorphisme de group@s +,0) — (W, +,0).

On peut formuler cela de facon plus forte. SoiehtV desK-espaces vectoriels et: V' — W une
application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ estun homomorphisme dé-espaces vectoriels.

(i) ¢ estun homomorphisme de groug®s+,0) — (W, +,0) et pour toutv € V' et touta € K
onag(a-v)=a- ).
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Exemple 22.3.(a) On commence par I'exemple le plus important. $0itin corps etn € N. Soit

a1 ai2 -+ Q1n
a1 a2 -+ Q2n . . . . ..

M = ) ) . ) une matrice an colonnesyn lignes et a coefficients darfs
Gm,1 Gm2 - GOGmn

(on note I'ensemble de ces matrices péat,, ., (K); c'est aussi unk-espace vectoriel). Elle
définit I'application K -linéaire

p: K" K", v~ Mv

ou Mw est le produit habituel de matrices. Explicitement,

n
a1 air2 -+ QAln U1 Zizl a1,5V;
n
a1 a2 - G2n V2 Zizl a2 ;V;
pv)=Mv=1| | . . = .
n
am,1 Om,2 " OGmn Un Zizl am,iV;

La K-linéarité s’exprime comme
Vae KVv,weV :Mo(a-v+w)=a-(Mov)+ Mow.
Cette égalité est trés facile a vérifier (vous avez du la voir dans votre cbaigebre linéaire).

(b) Soita € R. Alors,» : R — R, z — ax estR-linéaire (c’est le cas spécial = m = 1 de (a)
si I'on regarde le scalairers comme une matricéz)). Par contre, si0 # b € R, alorsR — R,
x — ax + b n'est pasR-linéaire !

(c) Soitn € N. Alors, I'applicationy : F(N,R) — R, f — f(n) estK-linéaire.

Définition 22.4. SoientK un corps,V, W desK-espaces vectoriels et: V' — W une application
K-linéaire. Lenoyau dep est défini comme

ker(ip) = {v € V | p(v) = 0}.

Proposition 22.5. SoientK un corps,V, W desK-espaces vectoriels et: V' — W une application
K-linéaire.

(@) Im(¢) est un sous-espace vectorielldée
(b) ker(y) est un sous-espace vectoriel de
(c) o est surjectif si et seulementlsi(¢) = W.
(d) ¢ estinjectif si et seulementlsir(¢) = 0.

(e) Siy estunisomorphisme, son inverse I'est aussi (en particulier, sorsieest aussk’-linéaire).
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Démonstration.(a) Soientw; = ¢(vi),ws = p(v2) € Im(p) eta € K. Alors, aw; + wy =
ap(v1) + p(v2) = plav) + @(v2) = @(avs + v2) € Im(p).

(b) Soientv;, va € ker(p) eta € K. Alors, p(avy 4+ v2) = p(avy) + p(v2) = ap(v1) + p(v2) =
a-0-+0=0,doncav; + va € ker(yp).

(c) Cela est vrai pour toute application, donc en particulier pour les @piolis K -linéaires.

(d) Cela est vrai pour tout homomorphisme de groupes, donc par laqeehdg.? en particulier pour

les applicationd<-linéaires.

(e) Soity l'inverse dey. Pour les homomorphismes groupes on a déja vu cette assertion. Il suffit
donc de montret)(a - w) = a - (w) pour touta € K et toutw € W. On commence par - w =

a-o(p(w)) = ¢(a-y(w)), donton déduit(a - w) = ¢(e(a- Y(w))) = a- Y(w). =

Matrices et représentation des applications linéaires

Dans I'exemplé 2213 (a) nous avons vu gue les matrices donnent lieu pplemtonsK -linéaires.
Il est trés important et parfois appel@oreme principal de I'algébre linéaigue I'assertion inverse
est aussi vraieapres choix de basetoute applicationi-linéaire est donnée par une matrice.

Notation 22.6. SoientK un corps,V un K-espace vectoriel &8 = {v1,...,v,} uneK-base dé&’.
Nous rappelons que 'ona= )" , b;u; avec des uniqués, ..., b, € K ; ce sont les coordonnées
dewv pour la baseS. Nous utilisons la notation suivante :
b1
bo
Vg = . e K™
bn,
1 0 0
0 1 0
Exemple 22.7.(a) SoientK un corps,n € Nete; = [0 ,eo = [0f,...,e, = [0 |. Donc
0 0 1
E ={ejy,e9,...,e,} estlaK-base canonique d&™.
al ai
as a2
Alors, pourtoutw = | a3 | € K" onavg = | 43
an Gn

(b) SoitV = R%*etS = {(}), ()} Cest uneR-base deV’ (car la dimension es? et les deux
vecteurs sonR-linéairement indépendants). Soit= (3) € V. Alors,o =3 (1) + (;), donc

vs = (}).
Proposition 22.8. SoientK un corps etl” un K-espace vectoriel de dimension finievec K -base

S ={v1,...,vn}.
Alors, I'applicationp = ()s : V' — K™ donnée paw — vg est unk-isomorphisme.
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Démonstration.Soientv,w € V eta € K. On écritv etw en coordonnées pour la baSe v =
Yo bivi etw = Y"1 ¢v;. Donc, nous avongv +w = » " (ab; + ¢;)v;. Ecrit comme vecteurs
on trouve alors :

b1 Ccl abi + ¢

ba C2 aby + c2
vs=| .|, ws=] .| etlawt+w)s= : ;

bn Cp abn +cn

donc I'égalité(a-v+w)s = a-vs +wg. Cela montre que I'applicatiop estK -linéaire. On démontre
gu’elle est bijective.

0

0
Injectivité : Soitv € V tel quevg = | . | € ker(yp). Cela veut dire que = > " 0-v; = 0. Le

0
noyau dep ne contient donc que, alors,y est injective.

ai ai

. s . a2 as
Surjectivité : Soit | | € K™ On posev := Y " ,a; - v;. Nous avonsp(v) = | . | etla

G an,

surjectivité est démontrée.
O

Théoréme 22.9.SoientK un corps,V, W deux K-espaces vectoriels de dimensions finiest m
ety : V. — W une applicationK-linéaire. SoientS = {v1,...,v,} une K-base deV etT =
{wy,...,wy,} une K-base d&¥/. Pour toutl < i < n, le vecteurp(v;) appartient al¥. On peut
donc I'exprimer en tant que combinaiséftlinéaire des vecteurs dans la bageainsi :

m
p(vi) =Y ajw;.
j=1

Nous « rassemblons » les coefficiemts dans une matrice :

a1l a2 - Qi
as1 Gz - G2p

Mz s(p) = ) ) ) ) € Maty,xn (K).
am,1 Om,2 " OGmn

Alors, pour toutv € V ona
(p(v))r = Mr,5(0) 0 V5.

C’est-a-dire que le produit matriciel/r s(¢) o vs donne les coordonnées dans la bdsde I'image
©(v). Alors, la matriceMr s () décrit I'application K -linéaire ¢ en coordonnées.
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Remarquons qu'il est facile d’écrire la matridér s(¢) : lai-eme colonne dé/7 s(y) est(yp(v;))r.

Démonstration.Nous faison un calcul matriciel trés facile :
0

a1l ai2 -0 Aip . ai;

a1 a2 -+ Q2n 0 ag;
Mrs@)ow)s=| . . . leli]= = (¢p(v))r,

Gm,1 GGmy2 - GOGmn O Qg

ou le1 est dans la-ieme ligne du vecteur. Nous avons donc obtenu le résultat pour les k&ecteu
dans la base.
L'assertion générale suit par linéarité : Seit= > ; b;v;. Alors nous obtenons

n

Mt 5(p) 0 (Z bivi)s = Zbi - (Mp,s(0) 0 (vi)s)
i—1

=1

Cela montre le théoreme. O

Exemple 22.10.C posséde I&®-baseB = {1, i}. Soitz = z+iy € Cavecz,y € R, donczg = (3 ).
Soita = r + is avecr, s € R. L'application

p:C—=>C, z—a-z

estR-linéaire. Nous décrivond/p p(¢). La premiére colonne et - 1)p = (r +is)p = (%), etla
deuxiéme colonne e§i - i)p = (—s +ir)p = (5°), alorsMp(p) = (% 7°).

s T

Définition 22.11. NotonsHom g (V, W) I'ensemble de toutes les applicatiops V' — W qui sont
K-linéaires.
Dans le cas spécidl’ = V, une applicationK -linéaire ¢ : V' — V est aussi appeléendomor-
phismede V' et nous écrivons

Endg (V) := Homg (V, V).

Corollaire 22.12. SoientK un corps,V, W deuxK-espaces vectoriels de dimensions finiest m.
SoientS = {vy,...,v,} uneK-base d&/ etT = {wy, ..., w,} uneK-base dév.
Alors, I'application

Hompg (V, W) — Maty,xn(K), ¢ = Mrs(p)

est une bijection.

Il est important de souligner que les bases dans le corollaire sont figg ! La méme matrice peut
exprimer des applications linéaires différentes si on change les base

Démonstration.Injectivité : SupposonsViz s(¢) = My s(1) poure,p € Homg (V,W). Alors
pourtoutv € V,ona(p(v))r = Mr,s(p)ovs = Mz (1) ovs = (¥(v))r. Comme I'écriture
en coordonnées est unique, nous trouvpfs) = ¥ (v) pour toutv € V, doncy = 1.
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Surjectivité : Soit M € Mat,,«,(K) une matrice. On définip € Homg (V, W) par

(p(v))r =M ouvg

pourv € V. Il est clair quep estK -linéaire. En plus, nous avons

Mr5(¢) ovs = (p(v))r = M owg

pour toutv € V. Prenantv = v; de fagon quéwv;)s est le vecteur dont l&éme coordonnée
estl et le reste edd, on obtient que les-emes colonnes d&/r s(¢) et deM sont les mémes.
Cela montreM = My 5(¢p).

O

Définition-Lemme 22.13.SoientK un corps el un K-espace vectoriel de dimension finieSoient
S1, 52 deuxK -bases dé/. On pose

CSz,Sl = MS2,S1 (idV)

et on I'appellematrice de changement de bases

(a) Cs,,s, estune matrice a colonnes et lignes.
(b) Pourtoutv € V':
vg, = Clgy,8, © Vg -

En mots : la multiplication de la matrice de changement de bases par le vac@xprimé en
coordonnées pour la basg, donne le vecteus exprimé en coordonnées pour la base

(c) Cs,,s, estinversible d'invers€’s, s,.

Il est facile d’écrire la matric€'s, g, : saj-ieme colonne est formée des coordonnées dans ladbase
du j-iéme vecteur de la basg.

Démonstration.(a) C’est clair.

(b) Csy,5, 0 vs, = Mg, 5, (idv) o vg, = (idv (v))s, = vs,-

() Cs,,5,0Cs, 5 0vs, = Cg 5, 0vs, = vg, pourtouty € V. Cela montre qué€’s, s, o Cs, s, est
I'identité. Le méme raisonnement marche avec les roles; det S, inversés. O

Proposition 22.14. SoientK un corps etV, W des K-espaces vectoriels de dimension finie, soient
Sy, 5o deuxK-bases dé/, soientTy, T» deuxK -bases déV, et soity € Homg (V, W). Alors,

MT2752 (@) = CT2,T1 o MTLSI (90) ° CSLSZ'

Démonstration.Crp, 1, o M7, 5,(¢) 0 Cs,y .5, 005, = Oy 1y © My s, (p)vs, = Crymy 0 (p(v))1, =
(V)1 O
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Proposition 22.15. SoientK un corps e/, W, Z desK -espaces vectoriels de dimension finie, soient
S une K-base deV, T' une K-base dell et U une K-base deZ. Soienty € Hompg (V,W) et
Y € Homg (W, Z). Alors,

My,r(1) o Mr,5(p) = My,s(¥ 0 ).
En mots : le produit matriciel correspond a la composition d’applications.

Démonstration. My, 1 (1)) o Mr,5(¢) o vsg = My (¥) o (p(v))r = (¢ (¢(v)))v = Myr( o @) o
vg. O]
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1. Proposition. Le carré d’un entier relatif impair est

Ecrire une démonstration comme celle de la proposition 1.3 du cours. Noteépajuentier relatif
impair est de la formén + 1 pour un entier relatif..

2. Proposition. Il n’existe pas d’entiers relatifa, m tels que

14m + 21n = 50.

Ecrire une démonstration. Utiliser le principe de « démonstration par I'absurdupposer I'existence
de tels entiers et trouver un entier relatif qui divise le c6té gauche, male péag droit.

3. Ecrire la négation des phrases suivantes.

(a) Adrien parle francais et allemand.
(b) Ce triangle a deux c6tés de méme longueur.

4. Remplir les espaces ci-dessous avec I'un des symbetles,«<« » ou «& » de maniére a obtenir des
assertions vraies. On ne demande pas ici de justifier vos réponsesipar é

Soientz, y des nombres réels.

@) 3z =21 =17

(b) 52 =10 r=2o0ux =1

(c) 8z =14 xr=20Ux >0

(d) 3z =21 x#3

(e) z2=9 x=-3

D z—y=1letx+2y=10 r=4ety=3
(@) y=x2>ety’? =16 r=2ety=4

5. Résoudre dar@ I'équation2z(z + 1)? = 23 + 422 + 22 + 8. Utiliser «= », «<= » et/ou «= » !
6. Ecrire les expressions suivantes sans utiliser les sympole] [.

4 6 n n n_m
@S % Y& e[FE @[ @YY L
k=0 m=1

i=—06 i=—4 i=1 j=1
7. Ecrire les expressions suivantes a l'aide des symboles]].

@1:3-5-7-...-(2n—1);
(b) 't + 2217 + 4223 + 822 4 1623° + 3224 + 64277 ;
(€) a1 + 2ag + 3az + 3a? + 6a2 + 9a3 + 9a3 + 18a3 + 27a3 + 27af + 54aj + 81aj.



. Proposition. The square of an odd integer is

Write a proof like the one of Proposition 1.3 of the lecture. Note that any aedén is of the form
2n + 1 with some integen.

. Proposition. There are no integers, m such that

14m + 21n = 50.

Write a proof. Use the principle of ‘proof by contradiction’: assume thsterce of such integers and
find an integer that divides the left hand side, but not the right hand side

. Write down the negation of the following sentences.

(a) Adrian speaks French and German.

(b) The lengths of two sides of this triangles are the same.

. Fill in the blanks below with one of the symbols-', * <’ or ‘ <’ such that you obtain true assertions.
You are not asked to justify your answers in writing.

Let x, y be real numbers.

@) 3z =21 =17

(b) 5x =10 z=20rx=1

(c) 8z =4 x=20rx >0

(d) 3z =21 x#3

(e) 22 =9 x=-3

() z—y=1landz +2y =10 x=4andy =3
(9) y =22 andy? = 16 r=2andy =4

. Solve the equatio?z(x + 1)? = 2% + 42% + 2o +8in Q. Use =", * < and/or ‘<!
. Write the following expressions without using the symbBo]saind] .

@Y & oY @I+ @[»r ey L
i ; k=0 m=1

i=1 j=1
. Write the following expressions using the symbplsand][.

@1-3-5-7-...-(2n—1);
(b) 't + 2217 + 4223 4+ 822 4 1623° + 3224 + 6427 ;
(€) a1 + 2as + 3az + 3a3 + 6a3 + 9a3 + 9a3 + 18a3 + 27a3 + 27at + 54aj + 81as.
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Les exercices sont a rendre le 23/09/2015 au début du cours.

(English version on p. 3.)

Vos solutions aux exercices vont étre notées A (trés bien), A/B (loig B (moins bien), B/C, C
(insuffisant). La note que vous obtenez pour vos exercices airtgile pour vos résultats aux devoirs
surveillés compte pour la note finale du cours : une moyenne de A cort# 2 points sur 20, une
moyenne de B 1 point et C 0 points. Par exemple, si vous avez eu un@yenne de B dans vos
exercices et si vous obtenez un 13 dans I'examen, la note finaleaé&n.

1. Proposition. Soitn un entier impair. Alors:? — 1 est divisible pas.
Ecrire une démonstration.

2. Proposition. Il n’existe pas d’entiers relatifs impairs, m tels que

m? —n? = 101.

Ecrire une démonstration. Utiliser le principe de « démonstration par I'absurth proposition pré-
cédente vous donne un diviseur du c6té gauche qui donne unediotibra

3. Soienta, b etc dansZ.

(a) Démontrer : st | a etc | b, alorsc | (a + b).
(b) Lassertion réciproque est-elle vraie ? C'est-a-dire, est-ce:fye + b) impliquec | a etc | b?
Démontrer votre réponse.
(c) Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
() cla
(i) c| (a+be)
4. Dans une ferme, il y a des cochons. Chaque cochon est soit gigitijeune (pas les deux en méme
temps). Chaque cochon est soit malade, soit en bonne santé (pasXesndeéme temps). Chaque

vieux cochon est vorace. Chaque cochon qui est en bonne santirase. Dans la ferme, il y a des
cochons voraces et il y a des cochons qui ne sont pas voraces.

Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont correctes ? Justifie¢@d concise!) vos réponses !

(a) Il existe des jeunes cochons dans la ferme.

(b) Il existe des vieux cochons dans la ferme.

(c) Tous les cochons qui ne sont pas voraces sont jeunes.
(d) Il existe des jeunes cochons malades.

(e) Tous les jeunes cochons sont malades.



5. Lesquelles des égalités suivantes sont correctes ? Si une égahtéoasicte, corriger le cété droit.

@) >0 ai = Zjllzs aj—2,
(b) Yo7y asir = Y- pq Ga;
(©) >0 Z?:o aibj =37k lezo aebr + 3 ko ZIZ:O akbe.

6. (Cet exercice n'est pas a rendre.) Analyser la structure logiquehdeses que vous lisez dans des
journaux.

A propos.
Une vérité mathématique en elle-méme n’est ni simple ni compliquée,telle es
Emile Lemoine, mathématicien francais (1840 — 1912)

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen: Redet man zu ihnen, saéthen sie es in ihre Sprache, und
dann ist es alsbald ganz etwas anderes.
Johan Wolfgang von Goethe (1749 — 1832)



Your solutions to the exercises will be marked A (very good), A/B (gad), B (less good), B/C, C
(insufficient). The mark that you obtain for your exercises and fo the supervised coursework count
for the final mark of the course: an average of A counts 2 points D20, an average of B counts 1
point, and C 0 points. For example, if you have an average of B in thexercises and if you obtain 13
in the exam, the final mark will be 14.

1. Proposition. Letn be an odd integer. Them® — 1 is divisible bys.
Write a proof.

2. Proposition. There are no odd integers, m such that

m? —n? =101.

Write a proof. Use the principle of ‘proof by contradiction’; the precegdproposition gives you a
divisor of the left hand side which leads to a contradiction.

3. Leta, bandcin Z.

(@) Prove: ifc | a andc | b, thenc | (a + b).
(b) Is the converse assertion true? That is, doe&: + b) imply ¢ | a andc | b?
Prove your answer.

(c) Show that the following two assertions are equivalent:
() cla
(i) c| (a+be)
4. In a farm there are pigs. Every pig is either old or young (not botkgr¥pig is either ill or in good

health (not both). Every old pig is greedy. Every pig that is in good heafjreisdy. In the farm there
are pigs that are greedy and there are pigs that are not greedy.

Which of the following assertions are correct? Justify your answers¢anaise way)!

(&) There is a young pig in the farm.

(b) There is an old pig in the farm.

(c) All pigs that are not greedy are young.
(d) Thereis anill young pig.

(e) Allyoung pigs are ill.

5. Which of the following equalities are correct? If an inequality is incortben correct the right hand
side.

@ Yo, ai = Zjll:g aj-2,
(b) D azipt = Y01 a3
n n n k n k
(©) Ximo 2j—o @ibj = Do 2v—0 @bk + D j—g D_y—o kb

6. (This exercise is not to be handed in.) Analyse the logical structurentésces that you read in
newspapers.
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1. Soita € Q. Démontrer par récurrence
(1—a)-) a'=1—a""

pour toutn € N.
2. (a) Soitp un nombre premier différent d Démontrer 3 | (p — 1) ou3 | (p+ 1).
(b) Soienta,b € Ztelsque3 | (a — 1) et3 | (b — 1). Utiliser I'égalité

ab—1=(a—1)b+ (b—1)

pour démontres | (ab — 1).

(c) Soientpy,pa,...,p, des nombres premiers tels que pour togtl,...,nona:3| (p; — 1).
En utilisant (b), démontrer par récurrenc|: (([Ti-, pi) — 1).

(d) Soienta,b € Z tels que3 | (a + 1) et3 | (b+ 1). Utiliser I'égalité

ab—1=(a+1)b—(b+1)

pour démontrer3 | (ab —1).

(e) Soienta,b € Ztelsque3 | (a — 1) et3 | (b+ 1). Démontrer 3 | (ab+ 1).

(f) Soientpy,pa, ..., p, des nombres premiers tels que pour togtl,...,nona:3| (p; + 1).
Démontrer par récurrence:| ((ITi_, pi) — (=1)").

(g) Démontrer qu'’il existe une infinité de nombres premjetsls que3 | (p + 1).

Indication. Généraliser la démonstration du théoréme sur l'infinité deshmesnpremiers par
Euclide : supposer qug; = 2,p2 = 5,p3 = 11,p4,...,p, SONt les seuls nombres premiers
ayant la propriété demandée ; considérer

- 3 sin estimpair,
i 1 sin estpair;

montrer3 { m etp; t m pour tout: = 1, ..., n; conclure quen doit étre divisible par un nombre
premierp différent de3, p1, p2, . .., pn tel qued | (p + 1).



3. Ecrire la négation des assertions suivantes :

(a) Tous les étudiants de ce cours sont Luxembourgeois.

(b) Il existe des triangles ayant exactement deux angles droits.

a1 ar2 ai3 ... Gim
asi1 Qaz2 a3 ... a2m

4. Soit A la matrice | @31 as2 as33 ... a3m | avecn = 4, m = 6 et lesa;; donnés par la
Gp1 An2 an3 ... Gpm

formulea; ; = d; j+1, 00, est le symbole de Kronecker (voir le cours). Ecrire la matrice

A propos. Pour illustrer qu'une assertion fausse comine 1 implique tout, on dit qu’Einstein a donné
'exemple suivant : « S = 1, alors1 = 2. Le pape et moi, ce sont deux personnes. Mais, puisgae,

c’est la méme personne, ce qui implique que je suis le pape. »



1. Leta € Q. Prove by induction

foralln € N.
2. (a) Letp be a prime number different frot Prove:3 | (p—1)or3 | (p+1).
(b) Leta,b e ZsuchthaB | (a — 1) and3 | (b — 1). Use the equality

ab—1=(a—1)b+ (b—1)

for proving3 | (ab — 1).

(c) Letpy,po,...,p, be prime numbers such that for ak= 1,...,n one has3 | (p; — 1).
Using (b), prove by inductions | ([T, pi) — 1).

(d) Leta,b € ZsuchthaB | (a+1)and3 | (b+ 1). Use the equality

ab—1=(a+1)b—(b+1)

for proving: 3 | (ab — 1).

(e) Leta,be ZsuchthaB | (e —1)and3 | (b+1). Prove:3 | (ab+ 1).

(f) Letpi,po,...,p, be prime number such that for al=1,...,none has3 | (p; + 1).
Prove by induction3 | ((TT, pi) — (—=1)").

(g) Prove that there are infinitely many prime numbessich tha8 | (p + 1).

Hint. Generalise the prove of the theorem on the infinitness of the set oé primbers by
Euclid: suppose thgt; = 2,p2 = 5,p3 = 11, py, . .., p, are the only prime numbers having the
demanded property; consider:

prove3 { m andp; { m for all : = 1,...,n; conclude thatn is divisible by a prime number
different from3, p1, po, ..., p, such tha3 | (p + 1).

3 if nis odd,
1 if niseven;

3. Write down the negation of the following assertions:

(&) All students in this lecture are luxembourgish.

(b) There are triangles having exactly two right angles.

a1 a2 a3 ... Gim
a1 Q22 a3 ... G2m

4. LetA be the matrix| @31 @32 a33 ... a3m | withn =4, m = 6 and thea; ; are given by the
Gp1 A4n,2 an3 ... Gpm

formulaa; ; = 6; j+1, whered, ,, is the Kronecker symbol (see the lecture). Write the matrix
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1. Soient4, B etC des assertions. Ecrire des tables de Vvérité ou utiliser le théoréme 2.3 pifiar s
assertions suivantes:

(@ AAN(BVC)=(AAB)V(AAC);
(b) (A< B)=(-AAN-B)V (AAB);

() ~(wAA(BVA)) =AV-B;

(d) ~((AVB)A(BAA)) =-AV-B;

(€) ~(AA(=(BVC))A(AVB)=BV(AAC).

2. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses et dénvatiteeréponse :

@ VreN:dyeN:z=y;
(b) dJyeN: Ve eN:x =y,
(c)VzxeN:dyeZ: x>y,
d)dyeZ:VxeN:x>y.

3. (a) Soitf : R — R une fonction etzy € R. Ecrire la négation de I'assertion suivante:
Ve>0:30>0:VozeR: (Jz —zo| <d=|f(z) — f(zo)| <€)
Dans votre cours d’Analyse 1 vous verrez que ceci est la définititaabmtinuité de la fonctiorf
au pointx.
(b) On définit le “ou exclusif” (XOR) par la table de vérité:

A| B || AXORB
V|V f
v | f v
flv v
f|f f

Exprimer XOR en utilisant seulement Vv et—. Démontrer votre réponse par une table de vérité.

4. (a) Soient4, B, C des ensembles ¢t: A — B etg: B — C des applications. Démontrej.o f est
surjectif=- g est surjectif.
[Comme nous avons l'assertion;g 6 f est injectif = f est injectif”, nous pouvons déduire
l'assertion: ‘g o f est bijectif= f est injectif etg est surjectif”.
(b) SoientA et B des ensembles gtune application del dansB. Démontrer:
f est bijectif si et seulement s'il existe une applicatipde B dansA vérifiant: g o f = id4 et
fog=1idp.



5. SoientE et F' des ensembles gt une application dg dansF. SoientA et B des parties dédv.
Démontrer:

(@) A C f~1(f(A)). Attention, on n'a pas toujours égalité ici; donner un contre-exemple.
(b) AC B = f(4) € f(B);
(©) f(AUB) = f(A)Uf(B);

(d) f (AN B) C f(A)n f(B). Attention, on n’a pas toujours égalité ici; donner un contre-exemple.

6. Soit £ un ensemble & éléments. Lobjectif de cette question est de démonteP.(E) = 2" ou
P(FE) est'ensemble des parties de Par exemple, pouf = {1,2,3} ona

P(E) ={0,{1},{2}, {3}, {1, 2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

(a) Verifier le résultat pour égal a0, 1, 2 et 3.

(b) On suppose supérieur ou €gal & On fixe un élément dansE et on noteP,. I'ensemble des
parties defs qui contiennent:, Q, I'ensemble des parties de qui ne contiennent pas
DémontrefP(E) = P, U Q,, puis queP,, et Q, ont méme cardinal, égal a celui @ E \ {z}).
Indication: donner une bijection entf@, et (E \ {z}) etune bijection entr@, etP (£ \ {z}).

(c) Démontrer par récurrence suiqu’on a#P(E) = 2".

7. Donner une bijectiofd, 1] — [0, 1).

A propos. L’hétel de Hilbert & Géttingen posséde un nombre infini de chambres ubdifwi, toutes
les chambres sont occupées. Malgré cela, I'hotelier Hilbert peut taugmaueillir un nouveau client.

En effet, supposons que les chambres sont numérotées par tous leesientiers (a partir de 1). Il
suffit que I'hdtelier demande a I'occupant de la premiére chambre deadlérglans la seconde, a celui de
la seconde de s'installer dans la troisiéme, et ainsi de suite. Les clients giégddarestent. La premiéere
chambre est libre et peut accueillir le nouveau client.

Mais I'hételier peut aussi accueillir une infinité de nouveaux clients. Petaice, il faut que le client
occupant la chambre numéro 1 prenne la chambre numéro 2, I'occumkntdméro 2 la numéro 4, celui
de la numéro 3 la numéro 6, et ainsi de suite. Chacun occupe une chaabuendro double de celui
de sa chambre précédente, de telle sorte que toutes les chambres deimpagérdeviennent libres. Et
puisqu’il existe une infinité de nombres impairs, I'h6telier peut accueillir ufieiié@ de nouveaux clients.

(Adapté et corrigé dehttp://fr.wikipedia.org/wiki/Hbtel _de Hilbert )



1. LetA, B andC be assertions. Write truth tables or by using Theorem 2.3 in order to prove:

@ AN(BVC)=(AANB)V(ANC);

(b) (A< B)=("AAN-B)V (AAB);

(€) “(wAAN(BVA)) =AV-B;

(d) ~((AVB)A(BAA)) =-AV-B;

(€) ~(AA(=(BVC)))A(AVB)=BV(AAC).

2. State if the following assertions are true or false and prove your answe

@ VreN:dyeN:z=y;
(b) JyeN: Ve eN:x =y,
C)VexeN:FyeZ: x>y,
d)dyeZ:VxeN:x>y.

3. (a) Letf : R — R be afunction andy € R. Write down the negation of the following assertion:
Ve>0:36>0:VozeR: (Jlz —zo| <6 =|f(z) — f(z0)] <)
In your lecture Analyse 1 you are going to see that this is the definition dincoty of the func-
tion f in the pointzy.
(b) One defines the ‘exclusive OR’ (XOR) by the truth table:
A| B | AXORB
t |t f
t| f t
flt t
f|f f
(t=true, f=false)
Express XOR only with\, vV and—. Prove your answer by using a truth table.

4. (a) LetA,B,C besetsand : A — B andg : B — C be maps. Prove:
g o f is surjective= g is surjective.

[Since we have seen the assertiogo‘f is injective=- f is injective”, we can derive the assertion:
“g o f is bijective= f is injective andy is surjective”.

(b) Let A andB be sets ang be a map fromd to B. Prove:
f is bijective if and only if there exists a maggfrom B to A such thatgo f = id4 andfog = idp.

5. LetE andF be sets ang a map fromE to F'. Let A andB be subsets of. Prove:

(@) A C f~1(f(A)). Attention, one does not always have equality here; give a counter@ea

(b) AC B= f(A) C f(B);

(©) f(AUB) = f(A)U f(B);

(d) f(ANnB) C f(A) N f(B). Attention, one does not always have equality here; give a counter
example.



6. LetE be a set with elements. The goal of this question is to sheWP(E) = 2™ whereP(E) is the
set of all subsets aF'. For example, fo&Z = {1, 2,3} we have

P(E) = {0.{1},{2}, {3}, {1, 2}, {1, 3},{2,3},{1,2,3}}.
(a) Verify the result fom equal to0, 1, 2 and3.

(b) We suppose thai is at leastl and we fix un element in £ and denote byP, the set of all
subsets ofr which containx, and byQ,, the set of all subsets & which do not contain.

Prove firstP(E) = P, U Q,, and then thaPP, and Q, have the same cardinality, equal to the
cardinality of P (E \ {x}).

Hint: give a bijection betweeR, andP (£ \ {z}) and a bijection betwee@, andP (E \ {z}).
(c) Show by induction om that one hagtP(FE) = 2".

7. Exhibit a bijection0, 1] — [0, 1).
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1. (a) Onconsidére siit la relation binaire< définie par : pour toutz, y) dansR?, z < y si et seulement
si z est strictement plus petit queCette relation est-elle réflexive ? Symétrique ? Antisymétrique ?
Transitive ? Totale ? Est-ce une relation d’ordre ?

(b) Soit E 'ensemble des nombres premiers différent2d®n définit surE' une relation binaire?

par :
r+y

2
(i) Donner un exemple de couple;, y) tel quex ety sont en relation, puis un exemple de
couple(z, y) tel quex ety ne sont pas en relation.

V(z,y) € EX E, x ~gpy <= € FE.

(i) Larelation R est-elle une relation d’équivalence ?

2. Soitn un entier naturel ; on définit s une relation binairez,, par :
V(a,b) € Z*: a ~p, b <= n|(a —b).

(2) Démontrer quék,, est une relation d’équivalence sar
On I'appelle la « congruence moduto». Lorsquen etb sont en relation pouR,,, on note

a=b modn

et on dit quez etb sont congrus modula.
(b) Donner la classe d’équivalence d'un entier relatipour la relationR,, avecn € N>o. Méme
guestion pouly et R;.
3. Soient(N, S,0) et(N’, 5", 0") deux systemes des nombres naturels. Démontrer qu'’il existe une bijec-
tiony : N — N’ telle quep(0) =0 etpo S = 5" 0.

Indication. Définir I'applicationy récursivement. Pour montrer la bijectivité, définir une application
¢+ N’ — N récursivement. Noter que I'identité donne une applicaiidn : N — N telle que
Soidy = idy o S; utiliser I'unicité dans la définition récursive pour obtenif o ¢ = idy ; ne pas
oublier de montrer aussp o ¢’ = id .

4. Soit(N, S,0) un systeme des nombres naturels.

(a) Démontrer : pour tout dansN, on an # S(n).

(b) Démontrer I'associativité de I'addition définie en cours. C’'est-a-déenontrer que, pour tous,
net/dansN,ona:(m+n)+L=m+ (n+{).

Tourner la page, s.v.p.



5. Donner soit une démonstration soit un contrexemple a chacune deasdautions suivantes :

(a) SoientE et F' des ensembles &t(E) (respectivemeriP(F')) 'ensemble de toutes les parties e
(respectivement d€). Alors P(ENF) = P(E)NP(F);
(b) SoientE, F' etc. comme dans (a). AloB(E U F) = P(E) UP(F).

(c) Il existe une relation d’ordre totale sQrx Q telle que pour tout, z1, x2, ¥, y1,52 € Qona:

1 <x2 = (21,y) 2 (22,9) A v1 <y2 = (2,01) 2 (2,92)-

A propos.

Charles a un méchant prof qui lui dit : « Au cours d'une des six prioelseheures, je vais faire une
« interrogation surprise » ». Charles se dit que le prof n'a pas biemhéfl@garce qu’il est impossible de
faire une telle « interrogation surprise ». Voici son argumentation :

Si l'interrogation n’a pas eu lieu pendant les cing premiéres heures, &océment, elle sera faite la
sixieme heure; ¢ca ne sera pas une surprise! Alors, forcément, I'igt¢ioo doit étre faite pendant une
des cinq premiéres heures.

Si l'interrogation n'a pas eu lieu pendant les quatre premiéres heloes, farcément, elle sera faite
la cinquiéme heure ; ¢ca ne sera pas une surprise ! Alors, forcément;rbigd¢ion doit étre faite pendant
une des quatre premiéres heures.

Continuant ainsi, l'interrogation doit forcément avoir lieu la premiére hezgeajui ne serait pas une
surprise non plus. Alors, il est effectivement impossible de faire unedétierrogation surprise ».

La deuxiéme heure, le prof fait I'interrogation. Charles est trés sueptésrate completement.

Comment est-ce possible ?



1. (a) Consider the binary relation on R defined by : for all(z,y) in R, z < y if and only if z is
strictly smaller thary. Is this relation reflexive ? Symmetric ? Antisymmetric ? Transitive ? Total ?
Is it an order relation ?

(b) LetE be the set of prime numbers different frédmOn E we define the binary relatioR by :

r+y

e E.
2

V(z,y) € EX E, © ~py<

(i) Give an example of a paifx,y) such thatr andy are in relation, and an example of a
pair (x,y) such thatc andy are not in relation.

(i) 1s the relationR an equivalence relation ?

2. Letn be a natural number; df one defines a binary relatid®,, by :
V(a,b) € Z*: a ~p, b <= n|(a —b).

(a) Show thaiR,, is an equivalence relation ¢h
One calls it « congruence moduto». If a andb are related folR,,, one writes

a=b modn

and one says thatandb are congruent module.
(b) Exhibit the equivalence class of an integdpr the relationR,, with n € N>,. Same question for
Ry etR;.
3. Let(N,S,0) and(N', S’,0') be two systems of natural numbers.
Prove that there is a bijectian: N — N’ such thatp(0) = 0’ andp o S = 5" o .

Hint : Define the mapp recursively. In order to prove the bijectivity, define a mgp: N/ — N
recursively. Note that the identity gives a midp; : N — N such thatS o idy = idy o S'; use the
uniqueness in the recursive definition in order to obtalro ¢ = idy ; do not forget to also prove

pop =idy.
4. Let(N,S,0) be a system of natural numbers.
(@) Show that for alk in N, one has: # S(n).
(b) Prove the associativity of the addition defined in the lecture. Thatasy fmat for allm, n and/
in N,onehas (m+n)+£¢=m+ (n+ ).
5. Either give a proof or a counterexample for each of the followingréiess :
(a) LetE andF be sets antP(E) (respectivelyP(F")) the set of all subsets df (respectively, of").
ThenP(ENF) =P(E)NP(F);
(b) LetE, Fetc.beasin(a). TheR(EUF)=P(E) UP(F).

(c) There is a total order relation dp x Q such that for alke, 1, z2, y, y1,y2 € Q one has :

1 <xp = (21,y) =2 (22,9) A y1 Sy = (z,01) 2 (T, 92).
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1. SoientE, F' deux ensembles finis. Démontrer :
#F < #F < il existe une surjection d& dansF'.

2. Soit Sy le groupe symétrique efil, 2, 3,4}. Dresser la liste de ses éléments. Utiliser I'écriture en
cycles.

3. (a) Faire les calculs suivants dans le grofipe:
(1) (13)(274109)0(12345678910)=72
(2 (12345678910)0(13)(274109)="7?
(3) (12)(34)(56)(78)(910) o (110)(23)(45)(67)(89=72
(b) Trouver les inverses dans le groupyg des éléments suivants :
(1) (123456789 10),
(2) (13)(2741009),
(3) (1 2) (3 4)(56)(78) (9 10).

4. Soit(G, *, e) un groupe. On note l'inverse dec G para=!.

(@) On suppose que *b)~! = a~!xb~! pour touta, b € G. Démontrer qué& est un groupe abélien.
(b) On suppose qué * b%> = (a * b)? pour touta, b € G. Démontrer qué&: est un groupe abélien.

(c) Supposons que® = e pour touta € G. Démontrer qué& est un groupe abélien.
Indication. Vous pouvez utiliser (b).

(d) Démontrer que tout groupe de cardidadst abélien.
5. Soitn € N>g etsoit(a; a2 --- a,) uncycle danss,,.
(&) Démontrer que ce cycle peut étre écrit en utilisant (plusieurs faigéceissaire) lea-cycles (trans-
positions)(1 2),(1 3),...,(1 n).

(b) Démontrer que ce cycle peut étre écrit en utilisant (plusieurs faigcgissaire) lea-cycles (trans-
positions)(1 2),(2 3),...,(n—1 n).

(c) Démontrer que ce cycle peut aussi étre écrit en utilisant (plusieis;ssf nécessaire) le-cycle
(1 2 .-+ n)etle2-cycle(l 2).



A propos. L’ argument de |a diagonale de Cantor.

On souhaite démontrer que I'ensemBlan’est pas dénombrable. En fait, nous allons démontrer que
I'ensemblel0, 1] n’est pas dénombrable (ce qui implique quee I'est pas non plus).

On raisonne par I'absurde en supposant {fué| est dénombrable, énuméré a I'aide d’une suite
r = (r1,r2,73,...). Chaque terme de cette suite a une écriture décimale avec une infinité deschiffr
apreés la virgule, soit :

i =0,717m2,73 ...

On construit maintenant un nombre réadans|0, 1] en considérant le-iéme chiffre apres la virgule
der,. Le nombre réet est construit par la donnée de ses décimales suivant la regle:-g&tae décimale
der,, est différente dé&, alors lan-ieme décimale de estl, sinon lan-iéme est 2.

Le nombrex est clairement dans I'intervall@, 1] mais ne peut pas étre dans la suitg o, 3, . . . ),
car il n'est égal a aucun des nombres de la suite : il ne peut pas étra €gear la premiére décimale
dez est différente de celle dg, de méme pour, en considérant la deuxieme décimale, etc.

On obtient une contradiction et on en déduit ¢ud | n’est pas dénombrable.
(Adapté de fr. wi ki pedi a. org/ wi ki / Argurrent _de_| a_di agonal e_de_Cant or)



. LetE andF be finite sets. Prove:
#F < #F < there is a sujrective map froifi to F'.

2. LetS, be the symmetric group ofl, 2, 3,4}. List its elements. Use the the cycle notation.

. (@) Make the following calculations in the groSp,:

(1) (13)(274109)0(12345678910)="7

(2)(12345678910)0(13)(2741009)="?

(3) (12)(34)(56)(78)(910)0(110)(23)(45) (67 (89="
(b) Find the inverses in the groufyy of the following elements:

(1) (123456789 10),

(2 (13)(2741009),

(3) (1 2)(34)(56)(78)(9 10).

. Let(G, %, e) be a group. Denote the inverseot G bya~!.

(@) Suppose thdiz +b)~! = a~! xb~! forall a,b € G. Show that is an abelian group.
(b) Suppose that? * b?> = (a * b)? for all a, b € G. Show thatG is an abelian group.
(c) Suppose that?> = ¢ for all a € G. Show thaiG is an abelian group.

Hint. You can use (b).

(d) Prove that every group of cardinalityis abelian.
. Letn € N> and let(a; a2 --- a,) be acycleins,.
(a) Prove that this cycle can be written using (several times, if nec@sbhagrcycles (transpositions)

(12),(13),...,(1 n).

(b) Prove that this cycle can also be written using (several times, if resg@$se2-cycles (transposi-
tions)(1 2),(2 3),...,(n—1 n).

(c) Prove thatthis cycle can also be written using (several times, if resg@$isen-cycle(1 2 --- n)
and the2-cycle (1 2).
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1. SurZ x (Z\ {0}) on définit la relation binaire :
(a,z) ~ (b,y) & ay = bz.

Démontrer que c’est une relation d’équivalence.
Remarque : En fait, I'ensemble quotient est par définifigi’ensemble desmombres rationnels la
classe dga, =) est formée de tous Ig$, y) tel queay = bz, ce qui justifie la notatior§ pour la classe
(a,x).

2. SoientE un ensemble non vide &(F) I'ensemble des parties dé. Nous définissons st (E) une
relation binaireD par : pourA et B dansP(E)

A~pB <= ADB (cesta-direAD BetA+#B).

Lesquelles des propriétés suivantes sont satisfaiteR fjastifier votre réponse) ?
(1) Réflexivité; (2) symétrie; (3) antisymétrie; (4) transitivité; (5) totalit®) Est-ce une relation
d’ordre ? (7) Est-ce une relation d’équivalence ?

3. SoientC' et D des parties dé'. Démontrer :

Q) f (f*l(C)) C C. Attention, on n’a pas toujours égalité ici; donner un contre-exemple.
2 f~'(CuD)=fHC)u fHD);
4. (a) (Involution) SoientE' un ensemble ef une application d&v dansE vérifiant : f o f = idg.
Démontrer que’ est bijectif. Quel est son inverse ?

(b) SoientE, F, G des ensembles ¢t: £ — F, g : FF — G des applications. Démontrer quefset
g sont injectifs, alorg o f est injectif.

(c) Si A, B sont des ensembles, on not& A, B) 'ensemble de toutes les applicatiods — B.
SoientE, I’ etG des ensembles.

(1) Soitf une application injective d&' dansG. Démontrer :
V(g.h) € F(E,F),(fog=foh= g=h).
En d’autres termes, on démontre que I'application

F(E,F) — F(E,G)
g —  fog

est injective.



(2) Soit f une application surjective dé dansF'. Démontrer :
Y(g,h) € F(F,G),(go f=ho f= g=h).
En d’autres termes, on démontre que 'application
F(F,G) — F(E,G)
g —  gof
est injective.

. Démontrer la variante suivante de récurrence.

Soit A(n) une assertion qui dépend de c N. Supposons quel(0) soit vrai. Pour toutr € N,
supposons aussi vrai l'assertifnm < n: A(m)) = A(n + 1).

Démontrer :A(n) est vrai pour touk € N.

Indication : utiliser queN est bien ordonné, c’est-a-dire que toute partie non-vidéNdeosséde un
plus petit élément.

. Est-ce gu'il existe une bijection enfReetR x R ? Si oui, en donner une; si non, le démontrer.
. Soit(G, -, e) un groupe et soit € G. On définit« : G x G - Gparcxy :=x-a-y.
Démontrer qu'il existé € G tel que(G, *, b) est un groupe.
. Soientn € Neto, 7 € S,,. Supposons que s’écrit en cycles :
o = (a1,1 ar2 ... alyml)(ag’l a2 ... az’mg) e (ar,l Ar2 ... ar,mr).
Démontrer que-or ! s'écrit en cycles :
ror 1l = (T(CLl,l) T(a12) ... T(CLl,ml)) (T(a2,1) T(agz2) ... T(ag’mQ))

o (r(arn) T(ar2) ... T(arm,)).

. Soit(A, +,-,0,1) un corps. Démontrer qué est un anneau intégre.

A propos. Tous les entiers naturels sont exceptionnels !

En effet, supposons par I'absurde que ce n'est pas le cas, edast-gu’il existe un entier naturel non

exceptionnel. Formellement, si on appelee sous-ensemble déformé des entiers non exceptionnels,
I'hypothése est qué&’ est non vide.

D’aprés la propriété de bon ordre $¥irI’ensembleX, non vide, possede un plus petit élément; notons

le ng. Alors, ng est le plus petit entier d&¥ qui n’est pas exceptionnel... ce qui est une propriété excep-
tionnelle ! Ainsi,ng lui-méme est exceptionnel, ce qui contredit le fait ggeappartient X (ensemble
des entiers non exceptionnels).

On en déduit que tous les entiers naturels sont exceptionnels.



1. OnZ x (Z \ {0}) one defines the binary relation :
(a,2) ~ (b,y) < ay = bz.

Prove that it is an equivalence relation.

Remark : In fact, the quotient set is by definiti@n the set ofrational numbers the class ofa, z) is
fomed by all(b, y) such thay = bz, justifying the notatiorf: for the clasga, x).

2. LetE be a non-empty set arfd( ) the power set of (that is, the set of all subsets &f). OnP(E)
we define a binary relatiop by : for A andB in P(E)
A~pB <= ADB (thatisAD BandA # B).

Which of the following properties hold faR (justify your answer) ?

(1) Reflexive ; (2) symmetric; (3) antisymmetric; (4) transitive ; (5) tota).lit an order relation ?
(7) Is it an equivalence relation ?

3. LetC andD be subsets of'. Prove :

Q) f (f*l(C)) C C. Attention, one does not always have equality here ; give a counterpea
2 f(CuD)=fHCO)ufHD);
4. (a) (Involution) Let E' be a set ang” a map fromFE into £ such that ;f o f = idg. Prove thatf is
bijective. What is its inverse ?

(b) LetE,F,G besetsang : £ — F,g: F — G maps. Prove that if andg are injective, then
g o fis injective.

(c) If A, B are sets, we denote B¥(A, B) the set of all mapsl — B. Let E, F' andG be sets.
(1) Let f be an injective map fronk’ to G. Prove :

V(g,h) € F(E,F),(fog=foh= g=h).
In other words, show that the map
F(E,F) — F(E,G)
g —  foyg
is injective.
(2) Let f be a surjective map frori' to F'. Prove :
V(g,h) Ef(F7G)7(gof:hof:>g:h)
In other words, show that the map
F(F,G) — F(E,G)
g —  gof
is injective.
5. Prove the following variant of induction.

Let A(n) be an assertion that dependsrore N. Suppose thati(0) is true. For alln € N, suppose
also that the assertidivm < n: A(m)) = A(n+ 1) is true.

Prove :A(n) is true for alln € N.

Hint : use thatN is well-ordered, i.e. that every non-empty subse¥ tias a smallest element.



. Does there exist a bijection betweRrandR x R ? If yes, write down one;; if not, prove it.
. Let(G,-,e) beagroup, andlet € G. Definex: G x G - Gbyzxy:=x-a-y.
Prove that there existse G such that{G, x, b) is a group.

. Letn € Nando, T € S,,. Suppose that is written in cycles as :
g = (a171 ar2 ... al,ml)(ag,l a272 . a27m2) . (ar,l ar72 e ar,mT).
Prove thatro7~! is written in cycles as :

ror !l = (T(am) T(a12) ... T(aLml)) (T(QQJ) T(azz2) ... T(a27m2))

o (r(arn) T(ar2) ... T(arm,)).

. Let(A,+,-,0,1) be afield. Show thatl is an integral domain.
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1. (a) Soitn un entier naturel, s’écrivant dans le systéme décimal c.c,_1 ... c1¢ (avec les chiffres
¢; dans{0,1,...,9}; par exemple, pout = 235 on acy = 5, ¢; = 3 etey = 2). Utiliser le calcul
de congruences pour démontrer :

(1) n estdivisible paB (ou9) si et seulement si la somme;_, ¢; l'est;
(2) n estdivisible pai1 si et seulement si la somn}e;_,(—1)’c; I'est.

(b) Donner et démontrer une régle facile pour le calcul, en fonction,diu dernier chiffre de™
(utiliser les congruences modulo).

(c) Calculer le plus grand diviseur commun4i et 143, ainsi qu’'une relation de Bézout.

2. Soitn € N. Nous définissons

+:Z/nZ x Z/nl — Z/nZ, (T,y)—~T+y:=z+y
et
2 LInl X LInl — Z/nZ, (T,y)— T -Y:=T Y.
Démontrer (Z/nZ,+,-,0,1) est un anneau commutatif.

Indication. Utiliser le lemme 10.6 du cours pour démontrer guet - sont bien définis (indépendants
des choix des représentants) et le fait qde+, -, 0, 1) est un anneau commutatif.

3. (a) Ecrire les tables d’addition et de multiplication de I'ann&#&Z.

(b) Trouver un diviseur de zéro différent @edans I'anneau quotier®/57Z. Cela démontre, entre
autres, qU&Z/57Z n’est pas un anneau integre.

(c) Calculer I'inverse de la clasd6 dansZ/577Z.



4. Soientr,y € Nyo. Démontrer :

(a) Un plus petit commun multiple deety existe et il est unique.

(b) On alidentitéxy = ppcm(z,y) - pged(z, y).

(c) Nous savons (appendice du cours) que tout nombre naturel s'écrit comme produit fini de
nombres premiers de facon unique a I'ordre prés. Soient

xr = pil ..... pf""’ y — p{l ..... pl”“
avece;, f; > 0 etpy,...,p, des nombres premiers les écriturescdst y.
Exprimer la décomposition degcd(z, y) etppem(zx, y) en facteurs premiers. Démontrer la ré-

ponse.

Indication : Il y a plusieurs possibilités pour démontrer (a). Par exemple

e Si, pour I'existence du ppcm, on montre qiged(x, y) divisexy et quepgcg?x m est un ppcm de
x ety, alors la partie (b) est déja traitée.

e Si, pour I'existence du ppcm, on le décrit comme produit de nombessiers, alors la partie (c)
peut étre traitée en méme temps. Puis, il n’est pas difficile de déduisai§s).

5. SoitQ I'ensemble des nombres rationnels comme défini dans la feuille 6. Démontrer :

() Les deux applications

b b
+:0xQ—Q, g-l—f::ay—i_ ’
Yy xy
et b b
a a
1QxQ-Q .22
ry vy

sont bien définies, c’est-a-dire, leurs définitions ne dépendeniggashdix des représentgnt x)
et(b,y) des classe§ et 2.
(b) (Q,+,-,9,1)estun corps.
(c) Lapplication i
1:Z7Z—>Q, n— 1
estinjective eton a(n +m) = ¢(n) + t(m) etu(n-m) = u(n) - t(m).

6. Construire un corps a 4 éléments en donnant la table d’addition et la tabteltplication. (Ne pas
démontrer vérifier les axiomes.)

A propos. Il a été démontré que féter son anniversaire est bon pour la santétafissquent prouvent
clairement que les personnes qui célébrent leurs anniversaires léepfais deviennent les plus vieilles.

Sander den Hartog (cité de C. Hesse, “Warum Mathematik glticklich macht”)



1. (a) Letn be a natural number written in the decimal system asc,.c,_1 ... ci¢g (the digitse; being
in {0,1,...,9}; for exemple, fom = 235 one has:y = 5, ¢; = 3 andcy = 2). Use a computation
with congruences to prove:

(1) nis divisible by3 (or9) if and only if the sumy_;_ ¢; is;
(2) nis divisible by11 if and only if the sumd__ (—1)’c; is.

(b) Give and prove an easy rule for the calculation, as a functiom, af the last digi of3" (use
congruences modultd).

(c) Compute the greatest common divisor62 and143, as well as a Bézout relation.
2. Letn € N. We define

+:Z/nZ x Z/nl — Z/nZ, (T,y)—~T+y:=z+y
and
-t LInl X LInl — Z/nZ, (T,y)— T -Y:=T Y.
Prove:(Z/nZ,+,-,0,1) is a commutative ring.

Hint: Use Lemma 10.6 from the lecture notes in order to prove thahd- are well defined (indepen-
dent of the choice of representatives) and the fact tfat-, -, 0, 1) is a commutative ring.

3. (a) Write the addition and the multiplication table of the rihgZ.

(b) Find a zero divisor different fror@i in the quotient ringZ/57Z. This shows, among other things,
thatZ /577 is not an integral domain.

(c) Compute the inverse of the classin Z/577Z.
4. Letz,y € Nyg. Prove:

(&) A lowest common multiple of andy exists and is unique.
(b) One has the identityy = ppem(x, y) - pged(z, y).

(c) We know (appendix in the lecture notes) that every natural number1 can be written as a
finite product of prime numbers in a unique way up to permuting the factots. Le

xr = p‘il ..... pff’ y — p{l ..... p{’r

with e;, f; > 0 andpq, .. ., p,- distinct prime numbers.
Expresspged(z, y) andppem(z, y) as products of prime numbers. Prove your answer.

Hint: There are several ways to prove (a). For example:

e If for the existence of the Icm one proves that(z, y) divideszy and that% is an lcm of
x andy, then part (b) is already done.

e If for the existence of the Icm one writes it as a product of primes, then@acan be treated at
the same time. After that, it is not difficult to deduce (b) as well.



. LetQ be the set of rational numbers as defined on sheet 6. Prove:

(@) The two maps

b b
+:0xQoQ 4o =T
r oy Ty
and b b
a a
QxQoQ Zl=2
Ty Ty

are well-defined, i.e. their definitions do not depend on the choice oéseptativega, x) and
(b,y) of the classe§ and>.

) (Q,+,-, 9, 1)is afield.
(c) The map
uZ%@,nH%
is injective and one hagn +m) = «(n) + ¢(m) ande(n - m) = ¢(n) - t(m).

. Construct a field witld elements by giving its addition and its multiplication table. (You don'’t have to
verify all the axioms.)
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1. Montrer que les groupes suivants sont cycliques. Donner umajéné

(@ (z/6z,+,0)

(b) (Z/10Z,+,0)

© ((z/6z2)*,-,1)

(@) ((z/10Z)*,-,1)

2. (a) Dresser la liste compléte de tous les sous-groupes;.deesquels sont cycliques ? Donner un
générateur pour tout sous-groupe cyclique.

(b) Soientn € N> et(S,, o, (1)) le groupe symétrique. On rappelle que I'applicatstgneou signa-

ture est définie par

(i) = 7(j)

sgn: Sy, —» {+1,-1}, 7+ H —
=)

1<i<j<n

Démontrer que c’est un homomorphisme de groupes.

(c) Le noyau degn est notéA,, et appelé lgroupe alterné
Dresser la liste de tous les éléments du gradpe
3. Dans ce jeu, extrait du livr&bdel, Escher, Bacde D. Hofstadter, nous produisons des chaines de
symboles M, |, U, en appliquant successivement une des quatre séglantes :

Soit X une chaine.

Régle 1 De la chaine xI faire la chaine xIU.
Exemple : MIUMI— MIUMIU

Régle 2 De la chaine Mx faire la chaine Mxx.
Exemple : MIUMI+— MIUMIIUMI

Régle 3 Remplacer Il par U.
Exemple : MIUIIIMI — MIUUMI

Régle 4 Effacer UU de la chaine.
Exemple : MIUUIMUUUI — MIIMUI

Est-il possible d'obtenir la chaine MU en commencant par la chaine Ml etilesant les régles ci-
dessus Mndication : les quatres regles conservent la propriété « le nombre dms da chaine n’est
pas congru & mod3 » (Le démontrer!).



4. Le but de cet exercice est de construire les nombres réels a paflir(ele tant que « complétion
de Q par rapport a la valeur absolue »). Dans cet exercice nous utilisensod@aissances du cours
d’'analyse. S, a1, az,... st une suite, nous écrivons comme abréviation, <. Si tous lesa,,
appartiennent &, nous parlons d’une suite rationnelle et écrivoms),,cny C Q.

Nous rappelons du cours d’analyse qu’une siitg,cny C Q est appelésuite de Cauchgi pour tout
e > 0 il existe N € N tel que pour tout,, m > N on a|a, — an,| < €.

Nous rappelons également qu’une suitg),cny C Q est dite deconverger vers zérsi pour toute > 0
il existe N € N tel que pour toutr > N on ala,| < e. Il est clair (et ne doit pas étre démontré ici) que
toute suite qui converge vers zéro est une suite de Cauchy.

Soit C 'ensemble de toutes les suites de CauchyVete sous-ensemble de toutes les suites qui
convergent vers zéro. On note gala suite dont tous les termes sdnet parl la suite de Cauchy
dont tous les termes sont

Soit (an)nen, (bn)nen € C. Il est connu du cours d’analyse que les suftes+ by, )nen et (an - by )nen
sont aussi des suites de Cauchy (vous ne devrez pas le démontr@elaiious permet de définir deux
applications

+:CxC—=C, (an)neN+ (bn)nen := (an + bn)nen

et
:CxC—=C, (an)nGN : (bn)nEN = (an ) bn)TLGN‘

(@) SurC on définit la relation binaire

(an)neN ~ (bn)neN <3 (Cn)neN € N : (an)neN + (CN)HGN = (bn)neN-

Démontrer qu’il s’agit d’'une relation d’équivalence.

La classe d’équivalence de,,),cn est noté€a, ),en. Lensemble des classes d’équivalence est
notéR. Noter que cela a comme conséquence (évidente/par définition) que taetdesCauchy
rationnelle définit (‘converge vers’) un élémentRe

(b) Soitcy € N et pourn € N>; soitc, € {0,1,...,9}. Pourn € N on définita,, := 31 ; ¢, 107"
Montrer que(a,, )N €St une suite de Cauchy (et donc définit un élémeiit)déCette partie vous
montre que les nombres écrits en dévelopement décimal définissent untéiéRervous voyez
donc que ce que vous connaissez probablement comme nombres réetealedy en effet un
nombre réel. Plus loin on verra une assertion réciproque.)

(c) Définir des applications- : R x R — Ret-: R x R — R telles que(R, +, -,0, 1) est un corps
commutatif. Démontrer vos assertions.

A propos. « Je suis content de ne pas aimer les asperges. Car, si jaimais lesasjgedgvrais en manger,
mais je les déteste. »

Lewis Carrol (cité de C. Hesse : Warum Mathematik glticklich macht)



1. Prove that the following groups are cyclic. Give a generator.

(@ (z/6Z,+,0)

(b) (Z/10Z,+,0)
(© ((z/62)*,-,1)
() ((z/102)%,-,1)

2. (a) Write down the complete list of all subgroups%f Which ones are cyclic? Give a generator for
every cyclic subgroup.

(b) Letn € N>; and(S,, o, (1)) be the symmetric group. We recall that the nsagn or signatureis
defined by
(i) — 7).

sgn: S, = {+1,-1}, 7 H p—

1<i<j<n
Prove that it is a group homomorphism.
(c) The kernel okgn is denotedA4,, and called thealternating group
Write down the list of all elements of the grou.

3. In this game, taken from the bo@kddel, Escher, Bacby D. Hofstadter, we produce chains of the
symbols M, I, U, by successively applying the following four rules:

Let x be a chain.

Rule 1 Starting from the chain xI, make the chain xIU.
Example: MIUMI— MIUMIU

Rule 2 Starting from the chain Mx, make the chain Mxx.
Example: MIUMI— MIUMIIUMI

Rule 3 Replace Ill by U.
Example: MIUIIIMI — MIUUMI

Rule 4 Delete UU from the chain.
Example: MIUUIMUUUI — MIIMUI

Is it possible to obtain the chain MU if one starts from the chain Ml by applyiedgdlr rules above?
Hint: The four rules preserve the property “the number of | in the chaindsaongruent) mod3”
(prove it!).

4. The aim of this exercise is to construct the real numbers fpbifas the ‘completion with respect
to the absolute value @@’). In this exercise we use some knowledge from your Analysis class. If
ap, a1, asz,... is a sequence, we write for shdd,,),cn. If all the a,, belong toQ, we speak of a
rational sequence and write,, ),cn C Q.

We recall from your Analysis class that a sequefigg,,.cn C Q is called aCauchy sequendéfor all
e > 0 there existsV € N such that for all, m > N one haga,, — a.,| < e.

We recall further that a sequenge, ),y C Q is called azero/null sequenci for all ¢ > 0 there is
N € N such that for alh > N one haga,,| < e. Itis clear (and need not be proved here) that any null
sequence is a Cauchy sequence.

Let C be the set of all Cauchy sequences andhe subset of all null sequences. Denotedliie null
sequence all of whose terms @and byl the Cauchy sequence all of whose termslare



Let (an)nen, (bn)nen € C. It is also known from Analysis that the sequenc¢es + b,,),en and
(an - bn)nen are also Cauchy sequences (you don’t have to prove this in this exerthss allows us
to define two maps

+ C X C — C, (an)nEN -+ (bn)neN = (an + bn)nGN

and
i CxC—=C, (an)nen - (bn)nen = (an - bp)nen.

(&) OnC one defines the binary relation

(an)nEN ~ (bn)nEN & 3 (Cn)nEN eN: (an)nEN + (Cn)nGN = (bn)nEN'

Prove that this relation is an equivalence relation.
The equivalence class ¢, ),cn is denoteda,, ) ,en. The set of equivalence classes is denoted by
R. Note that this has the (obvious/by definition) consequence that evanyabCauchy sequence
defines (‘converges to’) an elementi®f

(b) Letcy € Nand forn € N> letc, € {0,1,...,9}. Forn € N definea,, :== > ¢, 107"
Prove that(a,, ),cn is @ Cauchy sequence (and hence defines an elem@&jt dfThis part is to
show you that numbers written in a decimal expansion define an elem@nsofthat you see how
what you probably know as the real numbers from school is really lanteaber. Below you'll
prove a converse.)

(c) Definemaps-: R x R — Rand-: R x R — R such tha(R, +, -,0, 1) is a (commutative) field.
Prove your statements.
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1. SoientG, H des groupes et : G — H un homomorphisme. Sojte G un élément d’ordre fini.
Démontrer 1p(g) est aussi d’ordre fini etrd(¢(g)) | ord(g).

2. SOitG = Z/27 x 727
Démontrer qu'il existe précisement six différent isomorphisfies G.

En d’autres mots, le group&ut(G) des automorphismes d& est de cardinab. Est-ce qu'il est
isomorphe &3 ou aZ/67Z ? Justifier votre réponse.

3. SoitG un groupe.

(@) SoientE, F' C G des sous-ensemble. Nous définissons
E-F={e-flecE feF}.

Démontrer I'associativitéE, - (Ey- Es) = (E1-Es)-E3 pour tous sous-ensemblEs, Eo, B3 C G.
(b) SoitH C G un sous-groupe. Démontreff: - H = H.

(c) SoientH C G etg € G. Nous abusons (Iégérement) la notation pour égrir& pour{g} - H, la
classe a gauche suivaHtreprésentée par. Supposons quél < G soit distingué.

Conclure de ce qui précéde que pgurgs, g3 € Gona:
(1) (91-H) (92-H) = (91-92) - H,
() (n-H)-H=H-(g1-H)=¢1-H,
(3) ((91-H)-(92-H))-(93-H) = (g91-H) - ((92- H) - (95 - H)),
@) (91-H)- (97" - H) = H.
Cela donne une autre démonstration du fait Guéf est un groupe.
4. SoientG un groupe,H < G un sous-groupe €V < G un sous-groupe normal.
SoientHN :={hn|he€ Hne N} etNH :={nh|ne N,he H}.

Démontrer :

(&) H N N est un sous-groupe normal é&
(b) HN = NH.

(c) HN estun sous-groupe de.

(d) N estun sous-groupe normal dev.

(e) SiH estaussiun sous-groupe normak@ealorsH N est un sous-groupe normal de



5. (Exercice supplémentaire, pour bonus A+) Dans cet exercice blit &as propriétés des nombres
réels comme I'existence d’un ordre totale. Il est une continuation de tmeeb de la feuille 8 dont on
utilise la notation.

(&) On définit I'application
t:Q—>R, z—7=,

ouT est la suite de Cauchy dont tous les termes sont
Démonter que est injectif et satisfait pour tout, y € Q :

Uz +y) = u(z) +u(y) ete(z - y) = o(x) - (y).

La signification de cette assertion est que nous pouvonsy@omme un sous-ensemble Be
(notamment I'image d& par.).

(b) Soit(an)nen € Q une suite de Cauchy. Dans cet exercice nous écrivons le dévelopaécgnal
du nombre réel défini par une suite de Cauchy. Comme cela est bien jgoariQ, nous pouvons
et allons supposer que,,),en N'appartient pas @.

Démontrer I'assertion suivante : pour toute N il existeb,, € Z et N,,, € N tels que pour tout
n > N, ona

b _butl

wom St T 10
On définitey := by et pour toutn > 1 on définite,, := b,,,—10b,,,—1. Démontrek,,, € {0,1,...,9}
pour toutm > 1.
En plus, poum € N on définitd,, := Y7 ,c,107". Démontrer qued,,) ey €St une suite de
Cauchy rationnelle qui défnit le méme élémentRigue (a, ),en. NoOter que sty € N, cela est le
dévelopement décimal standard(@g ) -

(c) Pour(ap)nen, (bn)nen € R, on définit

(an)neN < (bn)neN & 3 (Cn)neN eC:VneN: cn > 0A (an)neN + (Cn)neN = (bn)neN'

Démontrer que cela définit une relation d’ordre totalelRur

(d) Pour(ay)nen € R, définir sa valeur absolue comrfie,,|).cn € R.
Démontrer que pour todt, ),en € R et pour touk > 0, il existex € Q tel que|z—(ap )nen| < €.
Cela signifie que «Q est dense dariR » : tout élément d&® peut étre approximé par un nombre
rationnel.

A propos. Concernant les déductions logiques...

"Hering ist gut. Schlagsahne ist gut.
Wie gut muss erst Hering mit Schlagsahne sein -!"
Kurt Tucholsky, zitiert nach : Thiele, Mathematische Beweise.

Traduction belge libre : "Les gaufres sont bonnes. Les frites samtdm
Comme les gaufres aux frites doivent étre bonnes !"



1. LetG, H be groups angh : G — H a homomorphism. Lej € G be an element of finite order.
Prove thatp(g) is also of finite order andrd(¢(g)) | ord(g).

2. LetG = Z/27 x 7.21.
Prove that there are exactly six different isomorphigims: G.

In other words, the grouput(G) of automorphisms of7 is of cardinality6. Is it isomorphic withSs
or with Z/6Z7? Justify your answer.

3. LetG be a group.

() LetE, F C G be subsets. We define
E-F={e-flecE, feF}.

Prove associativityE; - (Fs - E3) = (Ey - E2) - Es for all subsetdy;, s, Es C G.
(b) LetH C G be a subgroup. Prové! - H = H.

(c) LetH C G andg € G. We (slightly) abuse notation by writing- H for {g} - H, the left coset
modulo H represented by. Suppose thall < G is a normal subgroup.

Conclude from the preceding statements thayfoys, g3 € G one has:
(1) (91-H)-(92-H) = (91-92) - H,
2 (gn-H)-H=H-(q1-H)=¢1-H,
(3) ((91-H)-(g2-H))-(g3-H) = (g1-H) - ((92- H) - (93 - H)),
(4) (gr-H) (97" - H)=H.
This gives a different proof of the fact th&t/ H is a group.

4. LetG be agroupH < G a subgroup an@v < G a normal subgroup.

LetHN :={hn|he Hine N}andNH :={nh|ne N,he H}.

Prove:

(@) HN N is a normal subgroup off .
(b) HN = NH.
(c) HN is a subgroup ofs.
(d) N isanormal subgroup aff V.
(e) If H is also a nhormal subgroup 6f, thenH N is a normal subgroup aF.
5. (Supplementary exercise, for extra bonus A+) In this exercise @vgaing to establish some properties

of the real numbers like the existence of a total ordering. It is a continuatiBrercise 5 from sheet 8
the notation of which we use.

(a) Define the map
t:Q—>R, z—7,

wherez is the Cauchy sequence all of whose terms are equal to
Prove that is injective and satisfies for all, y € Q:

vz +y) =u(z)+(y) ande(z - y) = o(z) - L(y).

The meaning of this statement is that we can@e&s a subset dR (hamely as the image @@
under:).



(b) Let (an)nen € Q be a given Cauchy sequence. In this exercise we write down the decimal
expansion of the real number defined by the Cauchy sequence. Siimgethis for rationals is
well known, we may and do assume tka}, ), is not inQ.
Prove the following statement: for alt € N there arebh,, € Z and N,,, € N such that for all
n > N,, one has

ﬁ)—mm < ap < b’;(]%l

Definecy := by and for allm > 1, definec,, := b,,, — 10b,,,_1. Prove that,, € {0,1,...,9} for
allm > 1.

Moreover, forn € N defined,, :== Y. c,107%. Prove thatd,, ),cn is a rational Cauchy sequence
defining the same element & as (a,),cn. Note that ifcy € N, this is the standard decimal

expansion of a,, ),en.

(c) For(an)nen, (bn)nen € R, we define

(an)neN S (bn)neN = 3 (Cn)neN c C : Vn c N L Cp Z 0A (Qn>neN + (CTZ)TLEN = (bn>n€N-

Prove that this defines a total order relationfn

(d) For(an)nen € R, define its absolute value @i, |)nen € R.
Prove that for al(a,,),eny € R and for alle > 0, there isz € Q such thalz — (a,)nen| < €.

This means thatQ is dense irR’; any element inR can be approximated arbitrarily closely by a
rational number.
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qui aura lieu le 10/12/2015.

(English version on page 3.)

1. SoientG un groupe fini et{; C Hy C G des sous-groupes. Démontrer la généralisation suivante du
théoréme de Lagrange :
(G:Hy)=(G:Hsy) (Hy: Hy).
Indication : Il suffit d’écrire I'indice comme un quotient de cardinaux.
2. Soit(G, %, e) un groupe.
(@) Lecentre de est défini commeZ(G) :=={g € G |Yh € G: gxh = hxg}. Démontrer que

Z(@) est un sous-groupe normal dé (Le fait que c’est un sous-groupe a été démontré dans le
dernier devoir surveillé.)

(b) Pour touth dansG on définit
on:G—G, g—hxgxh L

Démontrer que, pour todt dansG, I'applicationo;, est un morphisme de groupes.

(c) Démontrer que, pour tout € G, o, est un automorphisme de (c’est-a-dires, € Aut(G)) en
donnant un inverse.

(d) Démontrer que I'application
p: G — Aut(G)
h — Oh
est un morphisme de groupes.

(e) Unautomorphisme : G — G est ditintérieur s'il existe h dansG tel que, pour touy dansG, on
ao(g) = h*g*h~! (cest-a-dires = 51,). On posdnn(G) := {o € Aut(G) | o est intérieu}.
Démontrer quénn(G) est un sous-groupe normal deit(G).

(f) En utilisant le théoréme d'isomorphisme, écrire et démontrer un isomorplaigéG) — Inn(G).

3. Soit(G, *, €) un groupe. Supposons qa& Z(G) est cyclique. Démontrer qug est abélien.

4. SoientFE un ensemble & un groupe. On suppose qGeagit surE’. Démontrer que la relation binaire
~¢ définie surE par
V(z,y) €EE*, x~gy+=3gcGy=g-x

est une relation d’équivalence skr

Conclure que pour tout dansF, la classe d’équivalence depour cette relation est I'orbite desous
I'action deG.



Conclure aussi gue nous avons la réunion disjointe

5. Déterminer le nombre de différentes chaindspirles mobiles coloriées en vert, jaune, bleu et noir
sur un fil.

6. SoitG un groupe e/ C G un sous-groupe d’indic2 Démontrer quéd est un sous-groupe normal.

7. Vous connaissez certainement le jeu représenté dans I'image. Urt@osipte en le déplacement du
trou d'une case vers la droite, la gauche, le haut ou le bas.

Position initiale Position finale
T e e 1. o hes e
5 6 7 8 5 6 7 8
9 |10 11|12 © [10 | 11|12
13|14 | 15 13| 15| 14
. U

(a) Supposons qu’au début du jeu le trou est en bas a droite commeideagelci-dessus.
Démontrer : si aprés coups le trou se trouve aussi en bas a droite, al@st pair.
Indication : il peut aider de colorier le tableau comme un jeu d’échec.

(b) Démontrer gu’il estimpossible d'obtenir la position finale (ci-desspsréir de la position initiale.
Indication : utiliser Sig, le signe d’'une permutation et (a).

A propos.

La mere de Philippe et Jacques a fait un super gateau au chocolaepalgusx garcons. La derniére
fois, les garcons se sont bagarrés pour avoir le morceau qui sembplai$ igrand. Pour éviter que la méme
chose ne se reproduise, la mére demande a Philippe de couper le gatieax ehde laisser ensuite son
frére Jacques choisir un des deux morceaux. Comme ¢a aucun degadeoms ne peut étre mécontent :
ni Jacques, parce qu’'il a pu choisir le morceau qui lui semble le pluslgrrPhilippe, parce que c’est
lui qui a pu couper le gateau en deux morceaux de taille égale.



1. LetG be a finite group andf; C Hs C G des subgroups. Prove the following generalisation of the

Theorem of Lagrange:
(G:Hy)=(G:Hsy) (Hy: Hy).
Hint: It suffices to write the index as a quotient of cardinalities.
2. Let(G,*,¢) be a group.
(@) Thecentre ofG is defined a2 (G) :={g € G |Yh € G: gxh = hxg}. Prove thatZ(G) is a
normal subgroup ofs. (The fact that it is a subgroup was proved in the &stoir surveillé)
(b) Forh in G one defines
on:G—=G, g—hxgxh™ L
Show that for all in GG, the mapoy, is a group homomorphism.
(c) Show thatfor alk € G, o, is an automorphism af (i.e. o), € Aut(G)) by exhibiting an inverse.

(d) Prove that the map
p: G — Aut(G)
h — Ohp
is a group homomorphism.
(e) An automorphisna : G — G is calledinner if there ish in G such that for ally in G, one has
o(g) = hxgxh~!(i.e.0 = oy). One putdnn(G) := {0 € Aut(G) | o is innen.
Prove thainn(G) is a normal subgroup ofut(G).

(f) Using the isomorphism theorem, write and prove an isomorpligii (G) — Inn(G).

3. Let(G, *, e) be a group. Suppose thal/ Z(G) is cyclic. Prove that is abelien.

4. LetE be a set and’ a group. We suppose th@tacts onFE. Prove that the binary relations defined
on E by
V(z,y) €E? zr~gy<—=3JgeGuy=g-x
is an equivalence relation.
Conclude that for alt: in £, the equivalence class offor this relation is the orbit of under the action
of G.

Conclude also that we have a disjoint union

5. Determine the number of different necklaces witmovable coloured pearls that are green, yellow,
blue or black on a string.

6. LetG be a group and! C G a subgroup of indef. Prove thatH is a normal subgroup.

7. You certainly know the game in the picture. A move consists in moving the helplace to the right,
the left, up or down.

Initial position Final position
de Mol lea T o el
5 M6 L IR7 (RS 516 |78
9 |10 1112 O [10 | 11 |[12
13|14 | 15 13| 15| 14
. |



(a) Suppose thatin the beginning the hole is in the bottom right position amshdie above picture.
Prove: if aftern moves the hole is also in the bottom right position, thes even.
Hint: it can be useful to color the board like a chess board.

(b) Prove that it is impossible to obtain the final position (see above) wheingt&rom the initial
position.
Hint: useSig, the sign of a permutation and (a).



