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Résumé. Nous étudions les schémas d’approximation classiques (Euler, Milshtein) as-
sociés a une équation différentielle du type dz; = o(x¢)dg + b(x¢)dt, ¢ € R, ou g est
une fonction supposée holdérienne d’ordre « quelconque dans (0,1]. Quand g = BH
est la trajectoire d’un mouvement brownien fractionnaire, nous tirons parti de propriétés
probabilistes pour affiner les résultats.

1 Cas d’une fonction g quelconque

1) Soit g : [0,1] — R une fonction holdérienne d’indice o € (0,1]. Quand o < 1/2, on ne
peut pas utiliser une intégrale de type Stieltjes (considérée par Young [1]) pour intégrer
contre g. L’intégrale de Newton-Cotes définie dans [2] permettrait de traiter le cas de tous
les indices « mais le plus simple pour cette Note est d’introduire la:

Définition 1 Soit f : R? — R de classe C'! et a : [0,1] — R une fonction a variation
bornée. On pose, pourt € [0, 1],

t t
/0 01f (g5, as) 0 dgs = f(ge,ar) — f(go, ao) — /O O f (g, as)das, (1)

lintégrale contre a étant au sens de Stieltjes.

Soit zg un réel et o,b: R — R deux fonctions régulieres. On peut maintenant donner un
sens a ’équation formelle

{ dxy = O’(.I‘t)dgt + b(xt)dt, t e [0, 1], (2)
z(0) = xo.

Définition 2 Une fonction x : [0,1] — R est solution de (2) si:

a) il existe f : R2 — R de classe CY! et a : [0,1] — R a variation bornée tels que, pour
tout t € [0,1], & = f(gt,ar);

b) pour tout t € [0,1], on a z; = xo + fg o(xs)odgs + fg b(xs)ds.

Quand o est de classe C? avec ses dérivées premiere et seconde bornées et quand b est
lipschitzienne, l'existence d’une solution de (2) est assurée par la méthode de Doss [3] et
Sussmann [4]: posons x; = u(g, y) ot u : R? — R est (I'unique) solution de dyu = o(u)



avec u(0,z) = z pour tout z € R et ou y : [0,1] — R est (I'unique) solution de % =
[O2u(gt, yt)] "L b(u(gs, yi)) avec yo = xo (remarquons que dou ne s’annule jamais car c’est
une exponentielle: voir [5] p.296). On a noté 01 (resp. d;) la dérivée par rapport a la
premiére (resp. deuxiéme) variable. On voit immédiatement, en utilisant (1), que z ainsi
construite est solution de (2). Pour I'unicité, nous renvoyons a [2], Théoréme 4.3.3 p.82.

Dans la suite, nous considérerons comme solution de (2) la fonction = donnée par la
méthode de Doss et Sussmann. Comme z n’est en général pas explicite, il est intéressant
de définir des schémas d’approximation de cette solution.

2) Intéressons-nous tout d’abord au schéma le plus simple associé a (2), a savoir le

schéma d’Euler:
ORI,
) _ ) () () (3)
2" = 3 1 (@) V(g — gugm) + @~ /), € [fn, (k+1)/n].

Théoreme 3 Supposons que o soit de classe C? avec ses deux dérivées bornées et que b
soit lipschitzienne. Quand n — 400, on a ||x — ZL'\(n)HLoo([O’l]) =0 (1/n*1).

Remarquons que ce théoréme n’a un intérét que si a > 1/2. Lorsque @ < 1/2, nous
considérons un schéma de type Milshtein d’ordre m € N*:

fi(()n) = X0
" =) + 0 AP0, D)@ ) (91— g (4)

+b(E) ) (= k/n), t € [k/n, (k+1)/n].
Les P; sont les fonctions polynomiales données par 'identité formelle suivante:
g =fog = VjeN ¢ = Pi(f, 1, ...,f(j_l)) o g avec P; € R[ Xy, ..., Xj_1]. (5)
Par exemple, nous avons:

g’:fogéplzXoeR[Xg]
g"=g x(f og)=(ff)og= P = XoX1 € R[Xp, X1], etc.

Théoréme 4 Supposons que o soit de classe C*™ 1 quec toutes ses dérivées bornées et
que b soit lipschitzienne. Quand n — 400, on a ||z — :E(”)HLoo([o’lD = O (1/n") avec
B =inf{o, (2m + 1)a — 1}.

Remarque 5 1. En pratique, on choisit 'entier m le plus petit possible tel que (2m +
1)a — 1 > « pour obtenir la vitesse optimale 3 = «.

2. Le cas m = 1 (schéma de Milshtein standard) est prouvé dans [6]. Je remercie le
referee de cette Note de m’avoir signalé ce travail.

Idées de la preuve du théoréme 4. On s’inspire de la démonstration du théoreme
2.8 de [6]. Posons g,ﬁ”) = U(gt,a'cgn)) ou v est l'inverse & droite de u, c’est-a-dire vérifie
u(x,v(x,y)) = y pour tous z,y € R. Grace a 'hypothese de régularité sur o, on peut
effectuer le développement de Taylor de QEZJ)A) n zj]g/lzl a lordre 2m + 1, autour de

(g /s :i](;;)n) A Daide de relations algébriques du type de celles contenues dans les lemmes

2.1 et 2.2 de [6], tous les termes dans le développement de Taylor s’annulent et il reste

gégﬂrl) n T g,(j/‘zl = O(1/n®m+1)e) En utilisant la définition 4 d’une part et en faisant le



(n) -(n) (n) (1)

développement de Taylor d’ordre 2m + 1 de 1y — Ty €0 utilisant &, = u(gs, v; )

d’autre part, nous obtenons
.(n .(n — gk/no/us,v(n) ds )+ 1 ma-1)a
Tr1y/n — yl(c/ZL = Jo ) bou(gk/nay]i/ZL)ﬁ + 01 /n®mDay,

En utilisant le controle (2.3;1) dans [6], il vient supy, |g,(;;zl —Yr/ml = O(1/ nf) puis, comme

u est lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable: supy, |f](€7)n — Zp/m| = O(1/ n?).0

2 Cas ou g est la trajectoire d’un mouvement brownien frac-
tionnaire

De nombreuses applications récentes s’appuient sur une modélisation faisant intervenir
des équations différentielles dirigées par un mouvement brownien fractionnaire (en abrégé,
mbf): voir par exemple [7], [8] et leurs références. Nous allons étudier le cas ou, dans (2),
g est la trajectoire d'un mbf B¥ d’indice H quelconque dans (0, 1):

dX, = o(X;)dBf' +b(X;)dt, t € [0,1], 6
{ Xo = 2. ( )

Tous les résultat de la théorie générale précédente s’appliquent car il est classique que les
trajectoires de BY sont p.s. a-héldériennes, pour tout 0 < o < H. Toutefois, dans ce cadre
particulier, on peut se poser deux questions naturelles. Premiérement, comment simuler
les incréments du mouvement brownien fractionnaire? Un moyen rapide et efficace est
d’utiliser la procédure Matlab proposée par Coeurjolly [9] (voir un exemple d’application
dans [2], pages 17-18). Deuxiémement, quel est le domaine de convergence (par rapport &
H) du schéma de Milshtein d’ordre m associé a (6)?7 Un élément de réponse est contenu
dans la:

Proposition 6 Sous les hypothéses du théoréme 4 pour o et b, le schéma de Milshtein
d’ordre m associé a (6) converge (resp. me converge pas) en probabilité vers la solution
donnée par la méthode de Doss et Sussmann quand H > 1/(2m + 1) (resp. quand H <
1/(2m+2)).

Quand H € (1/(2m + 2),1/(2m + 1)], on ne sait a priori rien dire sur la convergence
du schéma. Toutefois, j'ai de bonnes raisons de penser que le schéma converge bien que
cela semble a priori difficile & démontrer. Je renvoie le lecteur intéressé a un article a venir.

Preuve de la proposition 6. La convergence du schéma quand H > 1/(2m+1) est une
application directe du théoreme 4. Supposons maintenant H < 1/(2m + 2) et choisissons
o(x) =z, b(x) =0 et 29 = 1 dans (4). Un calcul simple montre que

n—1 2m
- (n 1 i
XY = L+ = (Blisnym — Bijn)’
k=0 j=1 J:

Comme on a, pour u proche de 0:

) u2 u2m _
+u+§+...+m—exp u—(

y2m+l n 2m + 1
2m+ 1) (2m + 2)

'u2m+2 + 0(u2m+2)> ’



on en déduit que

n—1
o(n) _ H 1 H om+1
X = | B = (g 2 By — Bl
k=0
2m+1 n—1 n—1
2 2 H H \2 2
Tem+2) .Z (ks m = Biy) "2+ 0 ( D_(Blieryyn — Biyn) ™™

k=0

A P’aide d’une régression linéaire, on peut montrer que, dans L? et donc en probabilité,

n—1 . . (2m+2)! si H
B - B 2m+2 2m+1(m+1)' 2m+2
kZ_O( (k+1)/n — Bi/n) Yoo i H < gl
et que YN (BE,, . — B, )2t — 0 quand H > 1/(4m +2). Quand H < 1/(4m +2),
en utilisant la méme technique que [10], section 5, preuve de 2.b), on peut montrer que
(B(Ié +1)/n — B, /n)2m+1 ne converge pas en probabilité. Donc, en probabilité,
" exp (Bff %) % exp(B1 )si H = 2m+2
xm

-1 1
1 —i—oos174m+2<H<2m_~_2

ne converge pas si H < .

Ainsi, comme la solution donnée par la méthode de Doss et Sussmann est X; = exp(B{),
le schéma ne converge pas vers elle si H < 1/(2m + 2). Ceci termine la démonstration de
la proposition. [
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