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Préface

L’objet principal du cours sera l’étude des extensions algébriques des corps commutatifs. En par-
ticulier, la théorie de Galois sera développée et appliquée. Elle permet entreautres de démontrer que
l’équation générale de degré au moins5 ne peut pas être résolue en radicaux et de résoudre (parfois
de manière négative) plusieurs problèmes classiques (provenant des anciens Grecs) de construction à
la règle et au compas comme la trisection d’un angle et la quadrature du cercle.

Au début du cours nous allons finir le traitement de la réduction de Jordan d’une matrice com-
mencé avant l’été.

Littérature

Voici quelques références sur la théorie de Galois en français :
– Jean-Pierre Escoffier :Théorie de Galois
– Jean-Claude Carrega :Théorie des corps, la règle et le compas
– Antoine Chambert-Loir :Algèbre corporelle
– Yvan Gozard :Théorie de Galois
– Patrice Tauvel :Corps commutatifs et théorie de Galois
– Josette Calais :Extension de corps, théorie de Galois
– Evariste Galois : le texte original !

Voici quelques d’autres références :
– Siegfried Bosch :Algebra (en allemand), Springer-Verlag. Ce livre est très complet et bien

lisible.
– Ian Stewart :Galois Theory. Ce livre est bien lisible. Le traitement de la théorie de Galois dans

le cours sera un peu plus général puisque Stewart se restreint dans les premiers chapîtres aux
sous-corps des nombres complexes.

– Serge Lang :Algebra (en anglais), Springer-Verlag. C’est comme une encyclopédie de l’al-
gèbre ; on y trouve beaucoup de sujets rassemblés, écrits de façon concise.
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1 RÉDUCTION DE JORDAN 2

1 Réduction de Jordan

Nous commençons ce cours par la réduction de Jordan que nous avons bien préparée le semestre
précédent, mais, pas encore finie. Rappelons d’abord les définitions etrésultats principaux déjà mis
en place avant l’été. Dans toute cette section, soitK un corps commutatif.

Le théorème suivant est souvent appelléthéorème fondamental sur les matrices, ce qui montre son
rôle fondamental : il dit que – après un choix de bases (pas oublier ! !) –chaque application linéaire
peut être décrite de façon unique par une matrice, et que, réciproquement, chaque matrice – encore
pour un choix de bases fixé – définit une application linéaire.

Un mot sur les notations : contrairement à l’usage au semestre précédent, jenoterai les bases main-
tenant avec des parenthèses,S = (v1, . . . , vn), et non avec des accolades car la forme des matrices
dépend de l’ordre des vecteur. Mais, maintenant il faut se méfier de ne pas confondreS avec un vecteur
(qui est aussi noté avec des parenthèses). Si nous avons deux sous-espaceW1 etW2 d’un espace vec-
torielV avec des basesS1 = (v1, . . . , vn) etS2 = (w1, . . . , wm), on notera(v1, . . . , vn, w1, . . . , wm)

quand-même parS1 ∪ S2.

Théorème 1.1. SoientV,W deuxK-espaces vectoriels de dimensions finiesn et m. Rappellons
que nous notonsHomK(V,W ) l’ensemble de toutes les applicationsϕ : V → W qui sontK-
linéaires. SoientS = (v1, . . . , vn) uneK-base deV etT = (w1, . . . , wm) uneK-base deW . Pour
ϕ ∈ HomK(V,W ) et 1 ≤ i ≤ n, le vecteurϕ(vi) appartient àW , alors, on peut l’exprimer en tant
que combinaisonK-linéaire des vecteurs dans la baseT ainsi :

ϕ(vi) =
m∑

j=1

aj,iwj .

Nous « rassemblons » les coefficientsaj,i dans une matrice :

MT,S(ϕ) :=









a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
.. .

...
am,1 am,2 · · · am,n









∈ Matm×n(K).

L’utilité de cette matrice est la suivante : Soitv ∈ V un vecteur qui s’écrit en coordonnées pour

la baseS commev =









b1
b2
...
bn









. Alors, le produit matriciel









a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 · · · am,n

















b1
b2
...
bn









est égale au vecteurϕ(v) écrit en coordonnées pour la baseT . C’est à dire que nous avons exprimé
l’imageϕ(v) en coordonnées. Alors, la matriceMT,S(ϕ) décrit l’application linéaireϕ en coordon-
nées.
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L’assertion principale du théorème c’est : L’application

HomK(V,W )→ Matm×n(K), ϕ 7→MT,S(ϕ)

est une bijection. Elle est même un isomorphisme deK-algèbres.

Démonstration.La preuve n’est qu’un calcul assez simple et a été donnée avant l’été.Elle fait partie
de celles que chaqu’un(e) devrait pouvoir reproduire. Alors, c’est le cas ?

Dans le reste de cette section nous nous intéressons au cas spécialW = V . Une application
K-linéaireϕ : V → V est aussi appelléeendomorphismeet nous écrivons

EndK(V ) := HomK(V, V ).

A partir d’ici, fixons unK-espace vectorielV de dimension finien.

Définition 1.2. Soitϕ ∈ EndK(V ).
– a ∈ K est appellévaleur propredeϕ s’il existe0 6= v ∈ V t.q.ϕ(v) = av (ou équivalent :

ker(ϕ− a · idV ) 6= 0).
– On poseEϕ(a) := ker(ϕ−a · idV ). Sia est une valeur propre deϕ, on appelleEϕ(a) l’espace

propre poura.
– Chaque0 6= v ∈ Eϕ(a) est appellévecteur propre pour la valeur proprea.
– On poseSpec(ϕ) = {a ∈ K | a est valeur propre deϕ}.
– On appelleϕ diagonalisablesi V =

⊕

a∈Spec(ϕ)Eϕ(a).

Vous avez déjà vu beaucoup d’exemples, en algèbre linéaire et en algèbre 2 avant l’été. Rappellons
quand-même une formulation équivalente de la diagonalisabilité (qui explique lenom).

Proposition 1.3. Soit ϕ ∈ EndK(V ) et Spec(ϕ) = {a1, . . . , ar}. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) ϕ est diagonalisable.

(ii) Il existe une baseS deV t.q.

MS,S(ϕ) =


















a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
... 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
... 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 a2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
... 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
... 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 ar 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
... 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ar


















.

Pour1 ≤ i ≤ r, la valeurai apparaîtdimK Eϕ(ai) fois sur la diagonale.
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Démonstration.« (i)⇒ (ii) » : Pour chaque1 ≤ i ≤ r nous choisissons (par exemple, en la calculant)
une baseSi deEϕ(ai) et posonsS = S1∪S2∪· · ·∪Sr. Puisqueϕ est diagonalisable,V est la somme
directe desEϕ(ai) ; ceci ne dit rien d’autre queS est une base deV . La forme diagonale de la matrice
provient immédiatement du théorème fondamental sur les matrices 1.1.

« (ii) ⇒ (i) » : EcrivonsS = (v1, . . . , vn) et ei pour le nombre de fois queai apparaît sur la
diagonale. Alors,Eϕ(a1) est le sous-espace deV engendré par les premierse1 vecteurs deS ; ensuite,
Eϕ(a2) est le sous-espace deV engendré par les prochainse2 vecteurs deS, etc. Ceci montre queV
est bien la somme directe desEϕ(ai) pour1 ≤ i ≤ r.

Définition 1.4. – SoitM ∈ Matn×n(K) une matrice. Lepolynôme caractéristique deM est
défini comme

carM (X) := det
(
X · idn −M

)
∈ K[X].

– Soitϕ ∈ EndK(V ). Lepolynôme caractéristique deϕ est défini comme

carφ(X) := carMS,S(ϕ)(X).

Avant l’été nous nous sommes convaincues quecarϕ ne dépend pas du choix de la baseS. Nous
avons aussi vu plusieurs exemples que nous n’allons pas répeter ici.

Proposition 1.5. Spec(ϕ) = {a ∈ K | carϕ(a) = 0} = {a ∈ K | (X − a) | carϕ(X)}.

Démonstration.C’est facile, n’est-ce pas ?

A part le polynôme caractéristique nous avons également introduit le polynôme minimal dont
on rappelle aussi la définition. On se souvient qu’on a démontré queK[X] est un anneau euclidien
(pour la division euclidienne de polynômes, c’est à dire « avec reste »),alors, comme on l’a démontré
également,K[X] est un anneau principal : chaque idéal est principal, c’est à dire, peut être engendré
par un seul élément. Nous allons utiliser ce fait maintenant.

Définition-Lemme 1.6. (a) SoitM ∈ Matn×n(K) une matrice. Sif(X) =
∑d

i=0 aiX
i ∈ K[X]

est un polynôme, alors nous posonsf(M) :=
∑d

i=0 aiM
i, ce qui est encore une matrice dans

Matn×n(K).

(b) L’application « evaluation »

evM : K[X]→ Matn×n(K), f(X) 7→ f(M)

est un homomorphisme d’anneaux (même deK-algèbres).

(c) Le noyauker(evM ) est un idéal principal non-nul de l’anneau principalK[X], alors, il existe
un unique polynôme normalisémM (X) ∈ K[X] qui engendreker(evM ). On appellemM (X) le
polynôme minimal deM .

(d) mM (X) est le polynôme normalisé de degré minimal qui annuleM (c’est à dire :mM (M) = 0n

où0n est la matrice zéro dansMatn×n(K) (qu’on denotéra aussi0 pour simplicité)).

(e) Soitϕ ∈ EndK(V ). Nous posons

mϕ(X) := mMS,S(ϕ)(X)

et l’appellonspolynôme minimal deϕ. Ce polynôme ne dépend pas du choix de la baseS.
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Démonstration.(a) est clair.
(b) C’est un calcul facile.
(c) Remarquons queK[X] est de dimension infinie alors que la dimension deMatn×n(K) est

finie, ce qui montre queevM ne peut pas être injective. Alors, son noyau est non-nul et engendré par
un polynôme qui est unique à multiplication parK× près, ce qui nous permet de le normaliser.

(d) est clair.
(e) L’indépendence du choix de la base provient du fait que la conjugaison avec la matrice de

changement de base décrit un isomorphisme deMatn×n(K).

Le polynôme caracteristiquecarM (X) et le polynôme minimalmM (X) sont liés par le théorème
de Cayley-Hamilton.

Théorème 1.7(Cayley-Hamilton). SoitM ∈ Matn×n(K). Alors,

carM (M) = 0n ∈ Matn×n(K).

En particulier,mM (X) est un diviseur decarM (X).

Démonstration.L’astuce est d’utiliser les matrices adjointes. Nous avons

(X · idn −M)adj · (X · idn −M) = det(X · idn −M) · idn
déf
= carM (X) · idn. (1.1)

Notez que la matriceX · idn −M est à coefficients dans l’anneau des polynômesK[X]. Mais, il
est facile de vérifier que la propriété principale des matrices adjointes que nous venons d’utiliser est
valable pour chaque anneau commutative et pas seulement pourR, le cas pour lequel vous avez vu la
preuve en algèbre linéaire.

La définition de la matrice adjointe montre que la plus grande puissance deX qui peut apparaître
dans un coefficient de la matrice(X · idn −M)adj estn− 1. Nous pouvons alors écrire cette matrice
en tant que polynôme de degrén− 1 à coefficients dansMatn×n(K) :

(X · idn −M)adj =

n−1∑

i=0

BiX
i avec Bi ∈ Matn×n(K).

Nous écrivonscarM (X) =
∑n

i=0 aiX
i et reprenons l’équation (1.1) :

carM (X) · idn =
n∑

i=0

ai · idn ·Xi =
(

n−1∑

i=0

BiX
i
)
(X · idn −M)

=

n−1∑

i=0

(BiX
i+1 −BiMXi) = −B0M +

n−1∑

i=1

(Bi−1 −BiM)Xi +Bn−1X
n.

Nous comparons les coefficients (encore des matrices !) pour obtenir

a0 · idn = −B0M, ai · idn = Bi−1 −BiM pour1 ≤ i ≤ n− 1 et Bn−1 = 0.
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On peut maintenant conclure la preuve decarM (M) = 0n par un calcul simple :

carM (M) · idn =
n∑

i=0

ai ·M i = −B0M +
n−1∑

i=1

(Bi−1 −BiM)M i

= −B0M +B0M −B1M
2 +B1M

2−B2M
3 +B2M

3−· · ·−Bn−2M
n−1 +Bn−2M

n−1 = 0n.

La propriétécarM (M) = 0n montre quecarM (X) est dans le noyau deevM de 1.6, alorsmM (X)

divisecarM (X), carmM (X) est un générateur de l’idéal principalker(evM ).

Le théorème de Cayley-Hamilton reste évidemment vrai si l’on remplace la matriceM par un
endomorphismeϕ ∈ EndK(V ).

Exemple 1.8.Sur la feuille d’exercice no. 1 vous trouvez une façon de calculer les polynômes mini-
maux en général, et surtout une façon pour souvent éviter beaucoupde calcul. Le théorème 1.10 et la
proposition 1.13 se montreront très utiles.

Voici des exemples clés pour comprendre la différence entre polynômeminimal et polynôme ca-
ractéristique :

– Les trois matrices suivantes ont le même polynôme caractéristique,(X − 1)2 :

M1 := ( 1 0
0 1 ) , M2 := ( 1 1

0 1 ) , M3 := ( 1 691
0 1 ) .

Le polynôme minimal deM1 estX − 1. PuisqueM2 − 1 · id2 = ( 0 1
0 0 ) 6= 02 etM3 − 1id2 =

( 0 691
0 0 ) 6= 02, le polynôme minimal est(X−1)2 dans ces deux cas. Notez que nous avons utilisé

le fait que les seuls diviseurs normalisés non-constants de(X − 1)2 sontX − 1 et (X − 1)2,
alors, le polynôme minimal doit être un parmi ces deux.

– Les mêmes arguments donnent les polynômes minimaux des matrices suivantes (mais, notez
qu’il y a une possibilité de plus) :

M4 :=






1 0 0

0 1 0

0 0 1




 ,M5 :=






1 1 0

0 1 0

0 0 1




 ,M6 :=






1 1 0

0 1 1

0 0 1




 .

Le lemme suivant est notre premier pas vers la décomposition spectrale et la forme de Jordan.

Lemme 1.9. Soitϕ ∈ EndK(V ).

(a) Soitf ∈ K[X] et W := ker(f(ϕ)). Alors,W est un sous-espace deV stable parϕ, c’est à
dire : pour toutw ∈ W on aϕ(w) ∈ W . Ceci nous permet de restreindreϕ à W ; on notéra
l’application restreinte parϕ|W : W →W .

(b) Soientf, g ∈ K[X] deux polynômes premiers entre eux, c’est à dire :pgcd(f(X), g(X)) = 1.
Alors,

ker(f(ϕ) · g(ϕ))
︸ ︷︷ ︸

=:W

= ker(f(ϕ))
︸ ︷︷ ︸

=:W1

⊕ ker(g(ϕ))
︸ ︷︷ ︸

=:W2

.

Avant la preuve, un petit mot sur la notation :f(ϕ) est une applicationK-linéaireV → V , alors
on peut l’appliquer à un vecteurv ∈ V . Notre notation pour ceci c’est :f(ϕ)(v) ou bienf(ϕ)v.
Notez les rôles distincts des deux paires de paranthèses dans la première expression. On pourrait aussi
l’écrire (f(ϕ))(v), mais, je trouve cette écriture un peu lourde.
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Démonstration.(a) Nous savons que le noyau de chaque applicationK-linéaire est un sous-espace.
Ecrivonsf(X) =

∑d
i=0 aiX

i. Soit alorsw ∈W , i.e.f(ϕ)w =
∑d

i=0 aiϕ
i(w) = 0. Nous calculons

f(ϕ)(ϕ(w)) =
d∑

i=0

aiϕ
i(ϕ(w)) =

d∑

i=0

aiϕ
i+1(w) = ϕ

(
d∑

i=0

aiϕ
i(w)

)
= ϕ(0) = 0.

(b) Il est clair queW1 ⊆W etW2 ⊆W , alorsW1 +W2 ⊆W . Nous devons démontrer
– W1 ∩W2 = 0 (leK-espace vectoriel zéro) et
– W1 +W2 = W .

PuisqueK[X] est un anneau euclidien, nous pouvons utiliser l’algorithme d’Euclide (de Bézout) pour
obtenir deux autres polynômesa, b ∈ K[X] tels que1 = a(X)f(X) + b(X)g(X). Soit d’abord
w ∈W1 ∩W2. Alors

w = idV (w) = a(ϕ)f(ϕ)w + b(ϕ)g(ϕ)w = 0 + 0 = 0,

ce qui montre le premier point. Pour le deuxième soitw ∈W . L’équation qu’on vient d’utiliser s’écrit
comme

w = w2 + w1 avecw2 := a(ϕ)f(ϕ)w etw1 := b(ϕ)g(ϕ)w.

Mais, on a
f(ϕ)(w1) = b(ϕ)f(ϕ)g(ϕ)w = b(ϕ)0 = 0⇒ w1 ∈W1

et
g(ϕ)(w2) = a(ϕ)f(ϕ)g(ϕ)w = a(ϕ)0 = 0⇒ w2 ∈W2,

achevant la démonstration.

Théorème 1.10(Décomposition spectrale). Soitϕ ∈ EndK(V ) avec polynôme minimalmϕ(X) =

fe1

1 (X) · fe2

2 (X) · . . . · fer
r (X) où les polynômesfi(X) sont irréductibles (ce sont alors des éléments

premiers dans l’anneau principalK[X]) et premiers entre eux, c’est à direpgcd(fi, fj) = 1 pour
tout1 ≤ i < j ≤ n (si l’on normalise lesfi, alors la condition ne revient qu’à dire que les polynômes
sont distincts). PosonsWi := ker(fi(ϕ)). Alors, les assertions suivantes sont vraies.

(a) V =
⊕r

i=1Wi.

(b) Si l’on choisit une baseSi du sous-espaceWi pour1 ≤ i ≤ r, alorsS = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sr est
une base deW pour laquelle on a :

MS,S(ϕ) =












M1 0 0 . . . 0

0 M2 0 . . . 0
...

. . . . ..
...

0 . . . 0 Mr−1 0

0 . . . 0 0 Mr












avecMi := MSi,Si
(ϕ|Wi

) pour1 ≤ i ≤ r.

Démonstration.(a) suit du lemma 1.9 (b) par récurrence.
(b) est clair : Ecrivez la matrice selon les règles et vous allez obtenir cette forme. Notez que les

blocs en dehors de la diagonale sont zéros parce queϕ(Wi) ⊆Wi.
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Le cas le plus important pour nous est celui oùfi(X) = X − ai avecai 6= aj pour i 6= j (ce
qui implique que lesfi sont irréductibles et distincts). La décomposition spectrale n’est en fait qu’un
pas (décisif !) vers la réduction de Jordan. Nous voyons dans la prochaine propostion aussi son utilité
pour la diagonalisation. Pour l’instant nous illustrons l’effet de la décomposition spectrale à l’aide
d’un exemple. Avant cela, il peut être utile de se rappeller comment appliquerles résultats pour les
applications linéaireϕ aux matrices.

Remarque 1.11.SoitM ∈ Matn×n(K). On peut appliquer la décomposition spectrale à la ma-

trice M comme suit. Pour la base canoniqueB := (













1

0

0
...
0

0













,













0

1

0
...
0

0













, . . . ,













0

0

0
...
0

1













) la matriceM décrit

une applicationK-linéaireϕ et l’on aM = MB,B(ϕ) (voir le théorème 1.1).
La décomposition spectrale nous donne une baseS. SoitC := MB,S(id) la matrice de change-

ment de bases entre la baseS et la base canonique. Alors, nous avons

MS,S(ϕ) = C−1MC

(comme nous l’avons vu avant l’été). Pour être encore un peu plus concret, rappellons comment
écrire la matriceC. SiS = (v1, . . . , vn) et les vecteursvi sont donnés en coordonnées pour la base
standarde, alors lai-ième colonne deC est juste le vecteurvi.

Alors, la décomposition spectrale peut être utilisée pour calculer une matrice semblable (par
définition, deux matricesA,B sont semblablessi l’une est une conjugée de l’autre : il existe une
matrice inversibleC telle queB = C−1AC) àM de la jolie forme du théorème.

Exemple 1.12.SoitM :=






1 2 3

0 1 4

0 0 5




 à coefficients dansQ. Le polynôme caractéristique est(X −

1)2(X − 5). Il est clair queker(M − 5 · id3) est de dimension1 ; c’est à dire que5 est une valeur
propre de multiplicité1 (par définition : son espace propre est de dimension1). Sans calcul il est clair
quedim ker((M − id3)

2) = 3− 1 = 2.
Le théorème 1.10 implique l’existence d’une matriceC telle que

C−1 ·M · C =






1 x 0

0 1 0

0 0 5






pour unx ∈ Q qui reste à être déterminé.
En fait, on voit facilement quex 6= 0, car dans ce cas le polynôme minimal serait(X−1)(X−5)

ce qui est faux (voir aussi la Proposition 1.13). Le théorème sur la réduction de Jordan 1.17 nous dira
que nous pouvons choisirC telle que mêmex = 1.

Le polynôme minimal nous permet de donner encore une autre caractérisation de la diagonalisa-
bilité :
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Proposition 1.13. (a) Spec(ϕ) = {a ∈ K | (X − a) | mϕ(X)} = {a ∈ K | mϕ(a) = 0}.
(b) Soitϕ ∈ EndK(V ). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ϕ est diagonalisable.

(ii) mϕ(X) =
∏

a∈Spec(ϕ)(X − a).

Démonstration.(a) La deuxième égalité est claire : en utilisant la division euclidienne on voit qu’un
a ∈ K est un zéro d’un polynômef ∈ K[X] si et seulement siX − a divise f(X). Pour voir
la première égalité supposons d’abord(X − a) ∤ mϕ(X). De cela nous déduisons que(X − a) et
mϕ(X) sont premiers entre eux, ce qui nous permet (par l’algorithme d’Euclide/Bézout) de trouver
b, c ∈ K[X] tels que1 = b(X)(X − a) + c(X)mϕ(X). Soit maintenantv ∈ V t.q.ϕ(v) = av. Nous
avons

v = idV v = b(ϕ)(ϕ(v)− av) + c(ϕ)mϕ(ϕ)v = 0 + 0 = 0,

alorsa 6∈ Spec(ϕ).
Supposons maintenant(X − a) | mϕ(X) ce qui nous permet d’écriremϕ(X) = (X − a)g(X)

pour ung ∈ K[X]. Puisque le degré deg est strictement plus petit que celui demϕ(X), il doit y avoir
un v ∈ V tel quew := g(ϕ)v 6= 0 (sinon, le polynôme minimalmϕ(X) serait un diviseur deg(X)

ce qui est absurde). Nous avons alors

(ϕ− a)w = mϕ(ϕ)v = 0,

alorsa ∈ Spec(ϕ).
(b) On écritSpec(ϕ) = {a1, . . . , ar}.
« (i) ⇒ (ii) » : On choisit une baseS telle queM := MS,S(ϕ) est diagonale (voir la pro-

position 1.3). Un calcul très simple montre que
∏r

i=1(M − ai) = 0n. Alors, mϕ(X) est un di-
viseur de

∏r
i=1(X − ai). Mais, (a) montre que pour chaquei on a (X − ai) | mϕ(X). Donc,

mϕ(X) =
∏r

i=1(X − ai) (les deux polynômes sont normalisés).
« (ii)⇒ (i) » : On applique la décomposition specrale 1.10 et il suffit de noter que lesmatricesMi

sont diagonales carWi = Eϕ(ai) est l’espace propre pour la valeur propreai.

Il est utile de remarquer que les propositions 1.5 et 1.13 (a) disent quecarϕ(X) etmϕ(X) ont les
mêmes facteurs de degré1.

Exemple 1.14. Considérons la matriceM :=






1 0 2

0 1 3

0 0 4




 à coefficients dansQ. Son polynôme

minimal est(X − 1)(X − 4), alors, elle est diagonalisable.
(Pour obtenir le polynôme minimal il suffit de voir que l’espace propre pour la valeur propre1 est

de dimension2.)

Nous avons vu dans la proposition 1.3 que les matrices diagonalisables sontsemblables à des ma-
trices diagonales. L’utilité d’une matrice diagonale pour des calculs est évidente. Malheureusement,
les matrices ne sont pas toutes diagonalisables. Notre but maintenant est dechoisir une baseS deV
de façon queMS,S(ϕ) ait une forme « simple, jolie et élégante » et le plus proche possible de la forme
diagonale.
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Nous avons aussi vu que la décomposition spectrale 1.10 nous donne uneforme diagonale « en
blocs ». Notre but pour la réduction de Jordan sera de rendre les matrices dans les blocs le plus simple
possible.

Nous présentons laréduction de Jordan(la forme normale de Jordan) d’un point de vue algorith-
mique. Les preuves peuvent être abrégées un peu si on travaille sans coordonnées, mais, dans ce cas,
le calcul de la réduction n’est pas clair.

Lemme 1.15.Soienta ∈ K, e ∈ N>0 etv ∈ V tels que

(ϕ− a · id)e(v) = 0 et (ϕ− a · id)e−1(v) 6= 0.

Nous posons :

ve := v,

ve−1 := (ϕ− a · id)(v),

. . .

v2 := (ϕ− a · id)e−2(v),

v1 := (ϕ− a · id)e−1(v).

et 〈v〉ϕ := 〈v1, . . . , ve〉, le sous-espace deV engendré par lesv1, . . . , ve.

(a) Lesv1, . . . , ve sontK-linéairement indépendants et, en conséquence, forment une baseS de〈v〉ϕ.

(b) Nous avons :

ϕ(v1) = av1,

ϕ(v2) = v1 + av2,

ϕ(v3) = v2 + av3,

. . . ,

ϕ(ve) = ve−1 + ave.

(c) ϕ(〈v〉ϕ) ⊆ 〈v〉ϕ.

(d) MS,S(ϕ|〈v〉ϕ) =














a 1 0 0 . . . 0

0 a 1 0 . . . 0

0 0
. . . .. . . . .

...
...

...
. . . .. . 1 0

0 0 . . . 0 a 1

0 0 . . . 0 0 a














.

Démonstration.(a) Notez que la plus grande puissance deϕ qui apparaît dans la définition d’un des
vi est égale àe− 1. Une combinaison linéaire non-triviale de la forme0 =

∑e
i=1 αivi se réécrit alors

sous la formeg(ϕ)(v) = 0 avec un polynôme0 6= g(X) ∈ K[X] de degré au pluse − 1. Comme le
polynôme minimal deϕ est de degrée, nous obtenons une contradiction.
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(b) C’est un calcul très facile :

(ϕ− a · id)v1 = (ϕ− a · id)ev = 0 ⇒ϕ(v1) = av1.

(ϕ− a · id)v2 = v1 ⇒ϕ(v2) = v1 + av2.

. . .

(ϕ− a · id)ve−1 = ve ⇒ϕ(ve) = ve−1 + ave.

(c) et (d) sont évidents à cause de (b).

Nous voulons décomposerV en blocs de la forme du lemme précédent. Ceci se fait par le prochain
lemme. Il est assez technique et un peu formel, mais, il fait précisement ce qui nous faut : Supposons
que nous avons déjà trouvé des sous-espacesW1, . . . ,Wr ≤ V tels queW1 ⊕ · · · ⊕Wr � V et des
basesSi deWi telles que les matricesMSi,Si

(ϕ|Wi
) soit de la forme « jolie » du lemme 1.15 (dans

le prochain lemme on auraWi = 〈xi〉ϕ). Le but du prochain lemme est de construire un sous-espace
Wr+1 (c’est〈ỹ〉ϕ) tel que les mêmes propriétés restent vraies pour lesr+1 sous-espaces. Ce processus
pourra être continué pour nous mener à la réduction de Jordan. La construction deỹ est très explicite
et assez facile à vérifier, mais, un peu technique.

Lemme 1.16.Soienta ∈ K, ei ∈ N>0 etx1, . . . , xr ∈ V tels que pour tout1 ≤ i ≤ r

(ϕ− a · id)ei(xi) = 0 et (ϕ− a · id)ei−1(xi) 6= 0.

Nous savons par le lemme 1.15 que, pour tout1 ≤ i ≤ r, le sous-espace〈xi〉ϕ possède la base

Si = (ϕ− a · id)ei−1(xi), (ϕ− a · id)ei−2(xi), . . . , (ϕ− a · id)(xi), xi.

Nous supposons en plus queX :=
∑r

i=1〈xi〉ϕ est égale à
⊕r

i=1〈xi〉ϕ. En conséquence,S := S1 ∪
S2 ∪ · · · ∪ Sr est uneK-base deX. Soity ∈ V \X tel que(ϕ− a · id)eiy = 0 pour tout1 ≤ i ≤ r.
(a) ϕ induit un endomorphisme de〈y〉ϕ/(X∩〈y〉ϕ). Son polynôme minimal est de la forme(X−a)k

aveck ≤ ei pour tout1 ≤ i ≤ r, etk est le plus petit entier positif tel que(ϕ− a · id)k(y) ∈ X.

(b) Soitk comme dans (a). En représentant(ϕ − a · id)k(y) dans la baseS, on obtient des uniques
αi,j ∈ K tels que

(ϕ− a · id)k(y) =
r∑

i=1

ei−1∑

j=k

αi,j(ϕ− a · id)j(xi).

(c) Soientk comme dans (a) etαi,j comme dans (b). On pose

ỹ := y −
r∑

i=1

ei−1∑

j=k

αi,j(ϕ− a · id)j−k(xi).

Alors,
– (ϕ− a · id)k(ỹ) = 0 et (ϕ− a · id)k−1(ỹ) 6= 0,
– 〈ỹ〉ϕ ∩X = 0 et, en conséquence,
– 〈x1〉ϕ ⊕ 〈x2〉ϕ ⊕ · · · ⊕ 〈xr〉ϕ ⊕ 〈ỹ〉ϕ est unK-sous-espace deV .
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Démonstration.(a) Il est clair queϕ induit un endomorphisme. Comme(ϕ − a · id)ei(y) = 0, le
polynôme minimal recherché doit être un diviseur de(X − a)ei , d’où l’assertion.

(b) En écrivant(ϕ− a · id)k(y) dans la baseS, on obtient

(ϕ− a · id)k(y) =
r∑

i=1

ei−1∑

j=1

αi,j(ϕ− a · id)j(xi).

Il faut donc montrerαi,j = 0 pour tout0 ≤ j ≤ k − 1. On agit des deux côtés par(ϕ− a · id)d−k où
d est le minimum desei et on obtient

0 =
r∑

i=1

ei−1−(d−k)
∑

j=1

αi,j(ϕ− a · id)d−k+j(xi).

Puisque tous les coefficients du vecteur zéro dans chaque base sont égaux à zéro, il en suit queαi,j = 0

si j ≤ ei− 1− (d− k) = k− 1+ (ei− d). Puisqued ≤ ei, on a, en particulier,αi,j = 0 si j ≤ k− 1,
comme requis.

(c) L’égalité de (b) se réécrit comme

(ϕ− a · id)k(y) = (ϕ− a · id)k
(

r∑

i=1

ei−1∑

j=k

αi,j(ϕ− a · id)j−k(xi)
)

= (ϕ− a · id)k(y − ỹ),

d’où
(ϕ− a · id)k(ỹ) = 0. (1.2)

Soit f(X) ∈ K[X] tel quef(ϕ)(ỹ) ∈ X. Il en suit quef(ϕ)(y) ∈ X car la différencẽy − y

est dansX. Par (a),(X − a)k divise f(X). Alors, par l’équation (1.2) on af(ϕ)(ỹ) = 0, donc
〈ỹ〉ϕ ∩X = 0.

Pour finir, supposons que(ϕ − a · id)k−1(ỹ) = 0. Par le même argument on en déduit que
(ϕ− a · id)k−1(y) ∈ X ce qui contredit le choix dek fait dans (a) ; alors,(ϕ− a · id)k−1(ỹ) 6= 0.

Théorème 1.17(Réduction de Jordan). Supposons que le polynôme minimal deϕ est égal à

mϕ(X) =
r∏

i=1

(X − ai)
ei

avec différentsai ∈ K et ei > 0 (ceci est toujours le cas lorsqueK est algébriquement clos, par
exempleK = C).

En calculantVi := ker
(
(ϕ − ai · id)ei

)
, on obtient ladécomposition spectrale(voir la proposi-

tion 7.5), c’est à dire :

V =
r⊕

i=1

Vi et ϕ(Vi) ⊆ Vi pour tout1 ≤ i ≤ r.

Pour chaque1 ≤ i ≤ r, on peut construire (voir la preuve) desxi,1, . . . , xi,si
∈ Vi tels que

Vi = 〈xi,1〉ϕ ⊕ · · · ⊕ 〈xi,si
〉ϕ et ϕ(〈xi,j〉ϕ) ⊆ 〈xi,j〉ϕ.
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Soitei,j l’entier positif minimal tel que(ϕ− ai · id)ei,j (xi,j) = 0 pour tout1 ≤ i ≤ r et1 ≤ j ≤ si.
Pour tout espace〈xi,j〉ϕ on chosit la baseSi,j comme dans le lemme 1.15. On pose

S := S1,1 ∪ S1,2 ∪ · · · ∪ S1,s1
∪ S2,1 ∪ S2,2 ∪ · · · ∪ S2,s2

∪ . . . . . . · · · ∪ Sr,sr .

Alors,S est uneK-base deV telle que

MS,S(ϕ) =












M1 0 0 . . . 0

0 M2 0 . . . 0
...

.. . . . .
...

0 . . . 0 Mr−1 0

0 . . . 0 0 Mr












(matrice diagonale de blocs), où, pour tout1 ≤ i ≤ r,

Mi =












Ni,1 0 0 . . . 0

0 Ni,2 0 . . . 0

...
.. . . . .

...

0 . . . 0 Ni,si−1 0

0 . . . 0 0 Ni,si












(matrice diagonale de blocs), où, pour tout1 ≤ j ≤ si,

Ni,j =














ai 1 0 0 . . . 0

0 ai 1 0 . . . 0

0 0
. .. . . . . ..

...
...

...
. .. . . . 1 0

0 0 . . . 0 ai 1

0 0 . . . 0 0 ai














,

qui est d’ordreei,j . On appelle lesNi,j lesblocs de Jordan(pour la valeur propreai).

Démonstration.Il suffit de décrire la construction desxi,j . Pour simplifier les notations, posonsW :=

Vi, a := ai, e := ei etk1 := e.
– On choisitx1 ∈ ker

(
(ϕ− a · id)k1

)
\ ker

(
(ϕ− a · id)k1−1

)
.

Nous savons qu’un telx1 existe, car dans le cas contraire, la puissance deX − a dans le
polynôme minimal serait au plusk1 − 1 = e − 1. Pour calculer un telx1, on peut calculer le
noyau de(ϕ− a · id)k1−1 et choisir un élément deV qui n’est pas dans ce noyau.

– Si 〈x1〉ϕ est déjà égal àW , on arrête.
Sinon, on calcule le minimumk2 tel que(ϕ− a · id)k2 annuleW/〈x1〉ϕ. Notezk1 ≥ k2.
On choisity ∈W tel que(ϕ− a · id)k2−1(y) 6∈ 〈x1〉ϕ.
Nous pouvons appliquer la formule du lemme 1.16 pour obtenirỹ.
On posex2 := ỹ et on obtient〈x1〉ϕ ⊕ 〈x2〉ϕ ≤W et (ϕ− a · id)k2−1(x2) 6= 0.
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– Si 〈x1〉ϕ ⊕ 〈x2〉ϕ est déjà égal àW , on arrête.
Sinon, on calcule le minimumk3 tel que(ϕ − a · id)k3 annuleW/(〈x1〉ϕ ⊕ 〈x2〉ϕ). Notez
k1 ≥ k2 ≥ k3.
On choisity ∈W tel que(ϕ− a · id)k3−1(y) 6∈ 〈x1〉ϕ ⊕ 〈x2〉ϕ.
Nous pouvons appliquer la formule du lemme 1.16 pour obtenirỹ.
On posex3 := ỹ et on obtient〈x1〉ϕ ⊕ 〈x2〉ϕ ⊕ 〈x3〉ϕ ≤W et (ϕ− a · id)k3−1(x3) 6= 0.

– On continue ainsi jusqu’à ce queW = 〈x1〉ϕ ⊕ 〈x2〉ϕ ⊕ · · · ⊕ 〈xs〉ϕ.

Remarque 1.18.Explicitement, la baseS est la suivante :

(ϕ− a1 · id)e1,1−1(x1,1), (ϕ− a1 · id)e1,1−2(x1,1), . . . (ϕ− a1 · id)(x1,1), x1,1,

(ϕ− a1 · id)e1,2−1(x1,2), (ϕ− a1 · id)e1,2−2(x1,2), . . . (ϕ− a1 · id)(x1,2), x1,2,
...

...
...

...
...

(ϕ− a1 · id)e1,s1
−1(x1,s1

), (ϕ− a1 · id)e1,s1
−2(x1,s1

), . . . (ϕ− a1 · id)(x1,s1
), x1,s1

,

(ϕ− a2 · id)e2,1−1(x2,1), (ϕ− a2 · id)e2,1−2(x2,1), . . . (ϕ− a2 · id)(x2,1), x2,1,

(ϕ− a2 · id)e2,2−1(x2,2), (ϕ− a2 · id)e2,2−2(x2,2), . . . (ϕ− a2 · id)(x2,2), x2,2,
...

...
...

...
...

(ϕ− a2 · id)e2,s2
−1(x2,s2

), (ϕ− a2 · id)e2,s2
−2(x2,s2

), . . . (ϕ− a2 · id)(x2,s2
), x2,s2

,

(ϕ− a3 · id)e3,1−1(x3,1), (ϕ− a3 · id)e3,1−2(x3,1), . . . (ϕ− a3 · id)(x3,1), x3,1,
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
(ϕ− ar · id)er,sr−1(xr,sr), (ϕ− ar · id)er,sr−2(xr,sr), . . . (ϕ− ar · id)(xr,sr), xr,sr

.

Notez que laréduction de Jordan n’est pas unique en générale (on peut, par exemple, permuter les
blocs). Alors, pour être précis on devrait parler plutôt d’uneréduction de Jordan, ce que nous allons
faire parfois. SiS est une base telle queMS,S(ϕ) ait la forme du théorème, on dira queMS,S(ϕ) est
la/une réduction de Jordanou bien qu’elle ala/une forme de Jordan.

Pour appliquer le théorème 1.17 aux matrices voyez (encore une fois) la remarque 1.11.

Exemple 1.19.(a) Les matricesM1,M2,M4,M5,M6 de l’exemple 1.8 ont déjà la forme de Jordan.
La réduction de Jordan deM3 estM2.

(b) La/une réduction de Jordan de la matrice de l’exmple 1.12 estM :=






1 1 0

0 1 0

0 0 5




.

(c) Considérons la matriceM :=






1 1 0

−1 3 0

−1 1 2




 à coefficients dansQ.

Un calcul montre quecarM (X) = (X − 2)3. Alors,r = 1 dans les notation du théorème 1.17 et,
alors, la réduction de Jordan doit être parmi les trois matrices suivantes :






2 0 0

0 2 0

0 0 2




 ,






2 1 0

0 2 0

0 0 2




 ,






2 1 0

0 2 1

0 0 2




 .
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On calcule facilement quemM (X) = (X − 1)2. De ce fait nous pouvons déjà déduire que la

réduction de Jordan est






2 1 0

0 2 0

0 0 2




.

La question devient plus désagréable si on nous démande de calculer une matriceC telle que

C−1MC =






2 1 0

0 2 0

0 0 2




. Mais, cela n’est pas aussi difficile que ça. Nous suivons l’algorithme

donné dans la preuve du théorème 1.17.

– On aM − 2id3 =






−1 1 0

−1 1 0

−1 1 0




.

– Alors,ker(M − 2id3) = 〈






0

0

1




 ,






1

−1

0




〉.

– Nous savons quemM (X) = (X − 2)2 (ce qu’on révérifie facilement :M2 = 03). Selon
l’algorithme, nous choisissons

x1 ∈ ker((M − 2id3)
2) \ ker(M − 2id3) = Q3 \ 〈






0

0

1




 ,






1

−1

0




〉,

par exemplex1 =






1

0

0




.

– Nous commençons à écrire notre baseS. Le premier vecteur le la base est, selon l’algorithme,

v1 := (M − 2id3)x1 =






−1 1 0

−1 1 0

−1 1 0











1

0

0




 =






−1

−1

−1






et le deuxième est justev2 := x1.
– CommeQ3/〈x1〉ϕ = Q3/〈v1, v2〉 est de dimension3− 2 = 1, alors nous recherchons mainte-

nant uny ∈ Q3 tel que(M − 2id3)
0y = y 6∈ 〈x1〉ϕ = 〈v1, v2〉.

Il est utile de choisiry =






0

0

1




 car c’est un vecteur propre. Comme ça nous n’avons pas besoin

de faire l’ajuster (c’est à dire calculer̃y) et nous pouvons directement prendrev3 = y. Dans le
cas de dimension3 on peut toujours éviter le calcul dẽy.

– Il suffit d’écrire les vecteursv1, v2, v3 dans les colonnes d’une matrice :

C :=






−1 1 0

−1 0 0

−1 0 1




 .
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Le théorème 1.17 nous dit que

C−1MC =






0 −1 0

1 −1 0

0 −1 1











1 1 0

−1 3 0

−1 1 2











−1 1 0

−1 0 0

−1 0 1




 =






2 1 0

0 2 0

0 0 2




 ,

ce qu’on peut vérifier pour se convaincre des calculs.

Remarque 1.20. Dans les exemples et sur la feuille d’exercices no. 1 vous avez vu/voyezque la
connaissance du polynôme minimal nous donne déjà beaucoup de renseignements sur la réduction de
Jordan.

Plus précisement : Sia est une valeur propre deϕ et (X − a)e est la plus grande puissance de
X − a qui divise le polynôme minimalmϕ(X), alors la taille du plus grand bloc de Jordan aveca
sur la diagonale este.

En général, on n’obtient pas toute la réduction de Jordan de cette manière; si, par exemple,
(X − a)e+2 et la plus grande puissance deX − a qui divisecarϕ(X), alors, on a deux possibilités :
(1) il y a deux blocs de Jordan pour la valeur proprea de taille e et 2 ; ou (2) il y a trois blocs de
Jordan poura de taillee, 1 et1.

2 Théorème de Gauß et critère d’irréductibilité de polynômes

Le premier but de cette section est de montrer l’assertion suivante démontrée par Gauß : SiA
est un anneau factoriel, alors l’anneau des polynômesA[X] est aussi factoriel. Nous nous intéressons
surtout au casA = Z, mais, nous allons donner la démonstration en général (car c’est la même).

Commençons par rappeler des notions sur les anneaux factoriels. SoitA un anneau intègre.
– Nous notons parA× le groupe des éléments inversibles deA (avec la multiplication comme loi

de groupe).
– On appellex ∈ A \ (A× ∪ {0}) irréductible s’il ne s’écrit pas comme produitx = yz avec
y, z 6∈ A×.
Rappelons que les unités deA[X] et celles deA sont les mêmes.

– On appellex ∈ A \ (A× ∪ {0}) premiersi x | yz avecy, z ∈ A impliquex | y ou x | z.
Rappelons aussi quex est premier si et seulement si l’idéal principal(x)�A est un idéal premier
(ce qui équivaut à ce que l’anneau quotientA/(x) soit un anneau intègre, par la proposition 5.1
du semestre dernier ; nous allons utiliser ce fait dans la démonstration de la proposition 2.7 plus
bas).

– Deux élémentsa, b ∈ A sont appellésassociéss’il existe u ∈ A× tel queua = b (ce qui
équivaut à l’égalité d’idéaux principaux(a) = (b)). Être associé est une relation d’équivalence.
Nous avons vu que tout élément premier est irréductible ; nous avons aussi vu que l’assertion
réciproque n’est pas valable en général.

– Nous avons défini les anneaux factoriels comme les anneaux intègres telsque (1) tout élément
irréductiblex ∈ A\ (A×∪{0}) est premier, et (2) il n’y a pas de chaîne de diviseurs de longeur
infinie.

– Un des résultats principaux du semestre dernier est le suivant :

A est un anneau euclidien⇒ A est un anneau principal⇒ A est un anneau factoriel.
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– Les principaux exemples que nous avons étudiés sont l’anneau des entiers Z et l’anneau des
polynômes à coefficients rationnelsQ[X].

– Les unités deZ ne sont que{1,−1}. Alors, a, b ∈ Z sont associés si et seulement sia = b ou
a = −b. Les éléments premiers deZ sont tous de la forme±p où p est un « nombre premier
habituel », c’est-à-dire2, 3, 5, 7, 11, . . . (par définition,p ≥ 2 est divisible que par±1 et±p ;
en fait, on peut reformuler cette définition comme : positif et irréductible).
Si on nous demande un ensembleP de représentants des éléments premiers à association près
deZ, nous pouvons juste prendre les nombres premiers habituels.

– Les unités deQ[X] sont les polynômes constants et non nuls. Alors, deux polynômesf, g ∈
Q[X] sont associés si et seulement s’il existeu ∈ Q× tel queuf(x) = g(x). (Rappelons :Q×

est le groupe des unités deQ pour la multiplication ; puisqu’on peut diviser par chaque élément
deQ sauf0, nous avonsQ× = Q \ {0}).
Les éléments premiers deQ[X] sont alors les polynômes irréductibles. Si on nous demande un
ensembleP de représentants des éléments premiers à association près deQ[X], nous pouvons
juste prendre les polynômes irréductibles et unitaires.

– SoitK un corps. Tout ce que nous avons dit surQ[X] reste valable pourK[X].
– L’anneau de polynômesZ[X] a une structure plus compliquée queQ[X] (ce qui peut étonner à

première vue car c’est un sous-anneau). Par exemple,Z[X] a plus d’éléments premiers.
Pour être plus concret, considérons le polynôme constant2 ∈ Z[X]. C’est clairement un élé-
ment irréductible deZ[X] (essayez de l’écrire comme un produit de deux polynômes2 =

f(X)g(X) avecf, g ∈ Z[X] ; vous trouverez tout de suitef(X) = ±1 ou g(X) = ±1).
Puisque nous n’avons pas encore démontré queZ[X] est un anneau factoriel nous ne savons
pas encore que2 ∈ Z[X] est un élément premier. C’est un de nos buts. Voici, l’idée : si2 divise
f(X)g(X), alors il faut qu’on montre que soit les coefficients def(X) ou deg(X) sont pairs.
Pour ceci, nous allons étudier la divisibilité des coefficients dans un produit de polynômes ;
pour faire ainsi, nous allons introduire la valuation d’un polynôme et étudiercomment elle se
comporte dans des produits (voir la proposition 2.7).
Mais, soulignons que2 et 1 ne sont pas associés dansZ[X], car les unités de cet anneau sont
{1,−1} (mais, les deux éléments sont associés dansQ[X]) ; alors, en particulier, l’idéal princi-
pal 2Z[X] = {2f(x) | f ∈ Z[X]}, l’ensemble de tous les polynômes t.q. tous les coefficients
sont pairs, est strictement inclus dansZ[X] (l’idéal 2Q[X] de Q[X] est évidemment égal à
Q[X], car on peut diviser par2).
Un autre type d’exemples d’éléments irréductibles dansZ[X] est le suivant : soitf(X) ∈ Z[X]

un polynôme unitaire (plus bas, on va considérer la notion de « polynôme primitif» qui est un
peu plus générale) qui est irréductible dans l’anneauQ[X]. Nous allons voir qu’un tel polynôme
est aussi un élément irréductible dansZ[X].
Mais, notez qu’une condition comme « unitaire » ou « primitif » est nécessaire : lepolynôme
2X + 2 est irréductible dansQ[X], mais, il ne l’est pas dansZ[X] : 2X + 2 = 2 · (X + 1)

(rappelons encore une fois que2 n’est pas une unité deZ[X]).
Voici le théorème fondamental sur les anneaux factoriels (théorème 4.8 du semestre dernier).

Théorème 2.1.SoitA un anneau factoriel et soitP un ensemble de représentants des éléments pre-
miers à association près.
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Alors, pour chaquex ∈ A \ {0} il existe des uniquesr ∈ N, u ∈ A× et des éléments premiers
uniques (à l’ordre près)p1, . . . , pr tels que

x = u ·
r∏

i=1

pi.

Définition 2.2. Nous pouvons réécrire l’assertion du théorème 2.1 comme suit :
Chaquex ∈ A \ {0} s’écrit de façon unique comme produit

x = u ·
∏

p∈P

pvp(x)

avecu ∈ A×, vp(x) ∈ N≥0 etvp(x) = 0 pour tous lesp ∈ P sauf un nombre fini.
On posevp(0) =∞.
On appelle la fonctionvp : A→ N ∪ {∞} la p-valuation(ce qui explique le choix de la lettrev).

Voici un exemple concret : DansA = Z nous écrivons le nombre84 comme84 = 22 · 3 · 7, c’est-
à-direv2(84) = 2, v3(84) = 1, v7(84) = 1 etvp(84) = 0 pour tout nombre premierp 6∈ {2, 3, 7}.

Rappelons maintenant le corps des fractions. C’est en fait très facile. Le corps des fractions deZ
n’est autre queQ. On ne reproduit pas ici la construction (mais, allez voir la proposition 5.7 du
semestre dernier) ; on note seulement que les éléments deK := Frac(A) s’écrivent commexy avec
y ∈ A \ {0}.

Nous allons maintenant étendre la définition 2.2 au corps des fractionsK := FracA.

Définition-Lemme 2.3. Chaquez ∈ K \ {0} s’écrit de façon unique comme produit

z = u ·
∏

p∈P

pvp(z)

avecu ∈ A×, vp(z) ∈ Z etvp(z) 6= 0 seulement pour un nombre fini dep ∈ P.

Illustrons d’abord la définition par un exemple concret :

−84

30
=
−22 · 31 · 71

21 · 31 · 51
= −1 · 21 · 5−1 · 71.

Notez que la fraction choisie s’écrit aussi comme−14
5 et comme−14000

5000 , mais, on trouvera toujours la
formule ci-dessus (c’est l’indépendance mentionnée à la fin de la preuvesuivante).

Démonstration.On az = x
y et on utilisex = u1 ·

∏

p∈P
pvp(x) et y = u2 ·

∏

p∈P
pvp(y), dont on

conclut

z =
x

y
=
u1

u2
·
∏

p∈P

pvp(x)

pvp(y)
=
u1

u2
·
∏

p∈P

pvp(x)−vp(y)

en utilisant les règles pour calculer avec les exposants. On pose évidemmentvp(z) := vp(x)− vp(y).
Notez qu’il faut encore vérifier que la définition ne dépend pas du choixdex ety. On vous laisse

ceci comme exercice.

Lemme 2.4. (a) Pour tousx, y ∈ K on avp(xy) = vp(x) + vp(y). Pour que cette égalité ait un sens
si x = 0 ouy = 0 nous admettons les égalitésa+∞ =∞ et∞+∞ =∞.
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(b) On a :x ∈ A ⇔ vp(x) ≥ 0 ∀ p ∈ P.

(c) Soitx ∈ A. On a :vp(x) = 0 pour toutp ∈ P⇔ x ∈ A×.

Démonstration.Exercice.

Après ces préliminaires, nous considérons maintenant le cas des polynômeset définissons une
valuation pour les polynômes.

Définition 2.5. Soitf(x) = arX
r + ar−1X

r−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ K[X]. Pourp ∈ P on pose

vp(f) := min
i=0,...,r

vp(ai)

et on l’appelle lap-valuation def .
Le polynômef est appelléprimitif si vp(f) = 0 pour toutp ∈ P.

Voici, des exemples concrets :f(X) = X2 + 2X + 4 ∈ Z[X] est primitif. Ainsi, tous les poly-
nômesf(X) ∈ A[X] unitaires sont primitifs. Le polynômef(X) = 10X2 +2X+4 ∈ Z[X] satisfait
àv2(f) = 1 etvp(f) = 0 pour tout2 6= p ∈ P.

Lemme 2.6. Soit0 6= f ∈ K[X]. Alors :

(a) On a quevp(f) 6= 0 seulement pour un nombre fini dep ∈ P.

(b) vp(f) ≥ 0 ∀ p ∈ P ⇔ f ∈ A[X].

(c) Si0 6= f(X) =
∑r

i=0 aiX
i ∈ A[X], alorsvp(f) = vp(pgcd(a0, a1, . . . , ar)).

(d) Il existea ∈ K \ {0} tel queaf ∈ A[X] est un polynôme primitif.

(e) Pour touta ∈ K \ {0} on avp(af) = vp(a) + vp(f).

Démonstration.Exercice.

Proposition 2.7(Lemme de Gauß). Soientp ∈ P etf, g ∈ K[X]. Alors, on a

vp(fg) = vp(f) + vp(g).

Démonstration.(1) Nous commençons par le cas spécialf, g ∈ A[X] et vp(f) = 0 et vp(g) = 0 (et
nous allons réduire l’étude générale à ce cas). L’argument est abstrait, mais, très simple :

Considérons l’homomorphisme d’anneaux « réduction modp » :

π : A[X]→ A/(p)[X],
r∑

i=0

aiX
i 7→

r∑

i=0

aiX
i,

où ai est la classe deai dansA/(p). C’est-à-dire que nous réduisons les coefficients des poly-
nômes modulop. (Par exemple, siA = Z et p = 2, alors, le polynômeX3 + 7X2 + 4X + 9 est
envoyé surX3 +X2 + 1 ∈ F2[X].)

Les conditionsf ∈ A[X] et vp(f) = 0 impliquent queπ(f) 6= 0 ∈ A/(p)[X] puisqu’il doit
y avoir un coefficient def qui ne se réduit pas en0. Nous avons la même conclusion pourg,
c’est-à-direπ(g) 6= 0.
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Maintenant, utilisons le fait quep est un élément premier. Alors,(p) est un idéal premier deA, et
en conséquence,A/(p) est un anneau intègre. Alors,0 6= π(f)π(g).

Puisqueπ est un homomorphisme d’anneaux nous trouvons0 6= π(fg). Ceci implique que le
polynômef(X)g(X) doit avoir un coefficient avecp-valuation0, alors, on a démontrévp(fg) =

0. On réécrit cette égalité comme la tautologievp(fg) = 0 = 0 + 0 = vp(f) + vp(g).

(2) Supposons maintenant seulementf, g ∈ A[X]. Nous allons réduire au casvp(f) = 0 = vp(g).

C’est facile car nous avons le lemme 2.6 (c). Soitdf le pgcd des coefficients def et dg le pgcd
des coefficients deg. Nous pouvons diviserf pardf et g pardg pour obtenir des polynômes̃f et
g̃ qui satisfontvp(f̃) = 0 = vp(g̃). On a

vp(f) + vp(g) = vp(df f̃) + vp(dg g̃) = vp(df ) + vp(dg) + vp(f̃) + vp(g̃)

(1)
= vp(df ) + vp(dg) + vp(f̃ g̃) = vp(dfdgf̃ g̃) = vp(fg).

(3) On finit la preuve maintenant pourf, g ∈ K[X] en réduisant au cas (2). On choisita, b ∈ A \ {0}
tels queaf, bg ∈ A[X] et on obtient :

vp(f) + vp(g) = vp(af) + vp(bg)− vp(a)− vp(b)

(2)
= vp(afbg)− vp(a)− vp(b) = vp(fg) + vp(a) + vp(b)− vp(a)− vp(b) = vp(fg).

Corollaire 2.8. Soitf, g ∈ K[X] unitaires. Sifg ∈ A[X], alorsf, g ∈ A[X].

Démonstration.Puisquef, g sont unitaires, alors,fg l’est aussi. Soitp ∈ P. En conséquence, on a

0 = vp(fg)
Prop. 2.7

= vp(f) + vp(g).

Le fait quef, g sont unitaires implique aussivp(f), vp(g) ≤ 0 ; donc,vp(f) = vp(g) = 0 pour tout
p ∈ P. Alors f, g ∈ A[X].

En mots, le corollaire dit que si le produit de deux polynômes unitaires n’a pas de dénominateur,
alors, chacun des deux polynômes n’a pas de dénominateur. Ceci n’est pas si évident que ça !

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème principal de cette section.

Théorème 2.9(Gauß). (a) SoitA un anneau factoriel etK son corps de fractions. Soitf ∈ A[X].
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est premier dansA[X].

(ii) f est d’une des deux formes suivantes :

(I) f ∈ A (polynôme constant) etf est premier dansA.

(II) f est primitif etf est premier dansK[X].

(b) SiA est un anneau factoriel, alors l’anneau des polynômesA[X] est aussi un anneau factoriel.
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Démonstration.(a) «⇐ » : Nous montrons d’abord que toutf de type (I) est en effet un élément
premier deA[X]. Alors, maintenantf est un élément premier deA. Nous utilisons l’applicationπ
« réduction modf » de la preuve de la proposition 2.7 qui est clairement surjective. Alors le théorème
d’isomorphisme implique queA[X]/ ker(π) est isomorphe à l’anneau intègreA/(f)[X], doncker(π)

est un idéal premier deA[X]. Un polynômeg ∈ A[X] est dans le noyau deπ si et seulement si tous
ses coefficients sont divisibles parf . C’est-à-dire,ker(π) = (f) = f · A[X] � A[X]. Donc,f est un
élément premier deA[X].

Montrons maintenant que toutf de type (II) est aussi un élément premier deA[X]. Soit,f ∈ A[X]

primitif et élément premier deK[X]. On va vérifier la définition ; soientg, h ∈ A[X] tels quef | gh.
Lisons cette divisibilité dansK[X] ; ceci implique quef | g ou f | h dansK[X] ; disons,f | g
sans perte de généralité. On écrit cette divisibilité commeg = fk aveck ∈ K[X]. On utilise la
proposition 2.7 :0 ≤ vp(g) = vp(f) + vp(k) = vp(k) (puisquef est primitif : vp(f) = 0), donc
k ∈ A[X], alors la divisibilitéf | gh est vraie dansA[X]. En conséquence,f est premier dansA[X].

«⇒ » : Nous démontrons d’abord : Toutf ∈ A[X] est un produit fini d’éléments premiers de type
(I) ou (II).

Choisissonsa ∈ K \ {0} tel queg := 1
af ∈ A[X] est primitif. On a0 ≤ vp(a) = vp(f),

donca ∈ A \ {0}. PuisqueA est un anneau factoriel, nous écrivonsa =
∏r

i=1 pi avecp1, . . . , pr

des éléments premiers deA, c’est-à-dire, des éléments premiers deA[X] de type (I). PuisqueK[X]

est un anneau factoriel, nous pouvons écrireg =
∏s

i=1 hi avech1, . . . , hr ∈ K[X] des polynômes
irréductibles. Soitai ∈ K× t.q. h̃i := aihi ∈ A[X] est primitif pour tout1 ≤ i ≤ s. Notez que les
h̃i sont des éléments premiers deA[X] de type (II). Posonsu = a1 · . . . · as ∈ K×. Encore par la
proposition 2.7 on a :0 = vp(g) = −vp(u). Donc,u ∈ A× et on obtient l’assertion désirée :

f = ag = u · a1 · . . . · ar · h̃1 · . . . · h̃s.

Soitf ∈ A[X] un élément irréductible. Par ce que nous venons de voir,f s’écrit comme un produit
fini d’éléments premiers de type (I) ou (II). L’irréductibilité def implique que ce produit n’a qu’un
seul facteur qui est soit de type (I), soit de type (II). Puisque tout élément premier est irréductible, ceci
achève la démonstration de (a).

(b) Nous avons vu dans le paragraphe précédent que tout élément irreductible est premier. Nous
avons aussi démontré que toutf ∈ A[X] s’écrit comme produit fini d’éléments premiers :f =
∏r

i=1 fi. Si g ∈ A[X] divisef , alorsf = f1 · . . . · fr = gh pour unh ∈ A[X]. Tout fi divise soit
g, soit h (par la propriété quefi est un élément premier). Il en suit queg est le produit d’un sous-
ensemble desfi fois une unité deA. Alors, g n’a qu’un nombre fini de diviseurs à association près.
En conséquence il n’y a pas de chaîne de diviseurs de longeur infinie dansA[X]. Nous avons alors
démontré queA[X] est un anneau factoriel.

Traitons le cas spécial qui nous intéressera le plus dans le corollaire suivant :

Corollaire 2.10. SoitA un anneau factoriel etf ∈ A[X] un polynôme primitif non constant. Alors,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est irréductible dansA[X].

(ii) f est premier dansA[X].
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(iii) f est premier dansK[X].

(iv) f est irréductible dansK[X].

Démonstration.Les équivalences « (i)⇔ (ii) » et « (iii)⇔ (iv) » proviennent du fait queA[X] etK[X]

sont des anneaux factoriels. L’équivalence « (ii)⇔ (iii) » est une conséquence directe du théorème 2.9
(f doit être de type (II), carf est non constant).

Le corollaire nous dit alors qu’un polynôme unitairef ∈ Z[X] est irréductible si et seulement
s’il est irréductible en tant que polynôme deQ[X]. Le corollaire suivant est obtenue par une simple
récurrence.

Corollaire 2.11. SoitA un anneau factoriel etn ∈ N. Alors, l’anneauA[X1, . . . , Xn] est un anneau
factoriel.

Exemple 2.12.L’anneauQ[X,Y ] est factoriel, mais, pas principal. Par exemple, l’idéal(X,Y ) ne
peut pas être engendré par un seul polynôme. Ceci donne un exemple d’un anneau factoriel non
principal.

Nous allons maintenant prouver deux critères d’irréductibilité pour les polynômes : le critère de
réduction et le critère d’Eisenstein.

Proposition 2.13(Critère de réduction). SoitA un anneau factoriel etf(X) =
∑d

i=0 aiX
i ∈ A[X]

un polynôme primitif non constant. Pour un élément premierp ∈ A nous considérons l’application
« réduction modp » comme dans la preuve de la proposition 2.7 :

π : A[X]→ A/(p)[X],
r∑

i=0

aiX
i 7→

r∑

i=0

aiX
i,

Sip ne divise pasad etπ(f) est irréductible dansA/(p)[X], alors,f est irréductible dansA[X].

Démonstration.Supposons le cas contraire :f = gh avecg, h ∈ A[X] non constants. Alors, on a
π(f) = π(gh) = π(g)π(h). Puisqueπ(f) est irréductible, il en suit queπ(g) ouπ(h) est constant.

Utilisons maintenant quep ∤ ad. Ecrivonsg(X) =
∑r

i=1 biX
i et h(X) =

∑s
i=1 ciX

i avec
br 6= 0 6= cs. Puisquead = brcs, on obtient quep ∤ br et p ∤ cs. Alors, le degré deπ(g) est égal au
degré deg, et le degré deπ(h) est égal au degré deh. On obtient alors que soitg est constant, soith
l’est. Cette contradiction finit la preuve.

Exemple 2.14. – Considéronsf1(X) = X2+X+1 ∈ Z[X], f2(X) = X2+15X−53 ∈ Z[X],
f3(X) = X2 + 14X − 55 ∈ Z[X] etf4(X) = X2 + 15X − 54 ∈ Z[X].
Ces polynômes sont unitaires, donc primitifs. Notez que le polynômeX2 + X + 1 ∈ F2[X]

est irréductible (pour les polynômes de degré au plus3 il suffit de vérifier qu’il n’y a pas de
zéro). Le critère de réduction modulo2 montre alors quef1 et f2 sont irréductibles comme
éléments deZ[X] (et aussi deQ[X]). Cette argumentation ne s’applique pas àf3. La réduction
def3 modulo3 estX2 + 2X + 2 ∈ F3[X] qui est irréductible ; alors, nous obtenons la même
conclusion. Pourf4 on ne peut ni utiliser la réduction modulo2, ni modulo3. En fait, aucun
critère peut marcher puisqu’on aX2 + 15X − 54 = (X + 18)(X − 3).
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– SoitA = Q[T ] et considérons un polynôme de la formef(T,X) =
∑d

i=0 ai(T )Xi ∈ A[X].
Notez queT est un élément premier deQ[T ] : si T | g(T )h(T ) avecg, h ∈ Q[T ], alors soit
T | h(T ) ouT | g(T ).
La réduction d’un polynômea(T ) ∈ A[T ] moduloT revient à l’évaluer en zéroa(0) : si
a(T ) = b0 + b1T + · · · + beT

e, alors la classe dea(T ) et la classe deb0 = a(0) moduloT
sont les mêmes cara(T )− b0 = T · (b1 + b2T + . . . beT

e−1) ∈ (T ).
Alors, sif(T,X) est unitaire en la variableX et f(0, X) est irréductible, alorsf(T,X) est
irréductible dansA[X] = Q[T,X].

– Le polynômeX2 + X + 2TX + 5T 2X + T 3 + 1 ∈ Q[T,X] est irréductible, puisqu’il est
unitaire (pour la variableX) etf(0, X) = X2 +X + 1 est irréductible.

Proposition 2.15(Critère d’Eisenstein). SoitA un anneau factoriel etf(X) =
∑d

i=0 aiX
i ∈ A[X]

un polynôme primitif non constant. Soitp ∈ A un élément premier tel que

p ∤ ad, p | ai pour tout0 ≤ i ≤ d− 1 etp2 ∤ a0.

Alors,f est irréductible dansA[X] (donc aussi irréductible dansK[X]).

Démonstration.Supposons le contraire et écrivonsf = gh avecg(X) =
∑r

i=0 biX
i ∈ A[X],

h(X) =
∑s

i=0 ciX
i ∈ A[X] non constants etbr 6= 0 6= cs. A cause dead = brcs, la condition

p ∤ ad impliquep ∤ br etp ∤ cs. A cause dea0 = b0c0, les conditionsp | a0 etp2 ∤ a0 impliquent sans
perte de généralité quep | b0 etp ∤ c0.

Soit t le plus petit entier entre1 et r tel quep ∤ bt. Alors 1 ≤ t ≤ r < d, puisquep | b0 et p ∤ br.
Nous posonsci = 0 pouri > s et on a :

at
︸︷︷︸

divisible parp

= b0ct + b1ct−1 + · · ·+ bt−1c1
︸ ︷︷ ︸

divisible parp

+ btc0
︸︷︷︸

pas divisible parp

.

Cette contradiction finit la preuve.

Exemple 2.16. – Considéronsf1(X) = X2 + 2X + 2 ∈ Z[X] et f2(X) = X7 + 72X2 +

111X − 30 ∈ Z[X]. Ces polynômes sont unitaires, donc primitifs. Le critère d’Eisenstein avec
p = 2 montre quef1 est irréductible dansZ[X]. L’irréductibilité def2 se montre par le critère
d’Eisenstein avecp = 3.

– Soitp un nombre premier etA = Fp[T ]. Soitf(T,X) = Xp−T ∈ A[X] = Fp[T,X]. Comme
dans l’exemple 2.14 on voit queT est un élément premier deA. Le polynômef(T,X) satisfait
aux conditions du critère d’Eisenstein en tant que polynôme dans la variableX pour l’élément
premierT . Alors,f(T,X) est irréductible.
Plus tard, ce polynôme nous servira comme exemple d’un polynôme irréductible, mais insépa-
rable.

– Soitp un nombre premier. Considérons le polynômeXp − 1 ∈ Q[X]. Il n’est pas irréductible
puisque nous avons :

Xp − 1 = (X − 1) (Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1)
︸ ︷︷ ︸

=:Φp(X)

∈ Z[X].
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On appelleΦp(X) le p-ième polynôme cyclotomique (en allemand : Kreisteilungspolynom). Il
jouera un rôle plus tard dans le cours. Voici, la preuve queΦp(X) est irréductible :
Il suffit de montrer queΦp(X + 1) est irréductible (car, siΦp(X + 1) = f(X)g(X), alors,
Φp(X) = f(X − 1)g(X − 1)). On a

Φp(X + 1) =
(X + 1)p − 1

(X + 1)− 1
=

(X + 1)p − 1

X
=

∑p
i=1 ( p

i )Xi

X
= Xp +

p−1
∑

i=1

( p
i )Xi−1,

qui est alors un polynôme d’Eisenstein pour l’élément premierp car p | ( p
i ) pour tout1 ≤ i ≤

p− 1 etp2 ∤ ( p
1 ) = p. Donc,Φp(X) est irréductible dansZ[X] (et alors aussi dansQ[X]).

3 Caractéristique

Définition-Lemme 3.1. SoitA un anneau intègre. Le noyau de l’unique homomorphisme d’anneaux
ϕA : Z → A est un idéal premier(p) de Z pour p = 0 ou un nombre premier. On appellep la
caractéristique deA, notécar(A) = p.

Démonstration.CommeϕA est un homomorphisme d’anneaux, on aϕA(1) = 1, doncϕA(n) =

1 + 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

n fois

si n ≥ 0, etϕA(n) = −1− 1− · · · − 1
︸ ︷︷ ︸

|n| fois

si n < 0. PuisqueA est un anneau intègre,

l’image deϕA, qui est un sous-anneau deA, est aussi un anneau intègre. Le théorème d’isomorphisme
nous ditA/ ker(ϕA) ∼= im(ϕA), donc par la caractérisation des idéaux premiers,ker(ϕA) est un idéal
premier. Nous savons que les idéaux premiers deZ sont soit(0), soit les idéaux engendrés par les
nombres premiers, donc le résultat.

Exemple 3.2. – car(C) = car(Z) = car(Q) = car(R) = 0.
– Rappelons queFp := Z/(p) pour un nombre premierp est un corps de cardinalp. On a

car(Fp) = p.

Lemme 3.3. (a) Soitϕ : A → B un homomorphisme injectif d’anneaux intègres. Alors,car(A) =

car(B).

(b) SoientK,L deux corps commutatifs de caractéristiques différentes. Il n’y a pas d’homomor-
phisme de corpsϕ : K → L.

(c) SoitA un anneau intègre etK := Frac(A) son corps des fractions. Alors,car(A) = car(K).

Démonstration.(a) La composéeZ
ϕA−−→ A

ϕ−→ B est égale àϕB. Puisqueϕ est injective, on a
ker(ϕA) = ker(ϕB), donccar(A) = car(B).

(b) Des homomorphismes entre corps sont injectifs car le noyau est un idéal premier, donc(0).
(c) Le plongement naturelA→ K donné para 7→ a

1 est injectif, donc on peut utiliser (a).

Lemme 3.4. (a) SoitA un anneau intègre de caractéristique0. AlorsϕA : Z→ A est injective.

(b) SoitA un anneau intègre de caractéristiquep > 0. Alors il existe un homomorphisme d’anneaux
injectifϕA : Fp → A.
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(c) SoitK un corps commutatif de caractéristique0. Alors il existe un homomorphisme de corps
ϕK : Q→ K.

Le plus petit sous-corps d’un corpsK s’appellecorps premier deK (en anglais :prime field; en
allemand :Primkörper). Le lemme dit alors que le corps premier d’un corps de caractéristique0 estQ
et que le corps premier d’un corps de caractéristiquep > 0 estFp.

Démonstration.(a)ϕA est injective car son noyau est(0) par définition de la caractéristique.
(b) Le théorème d’isomorphisme nous dit queϕA induit l’application récherchée.
(c) On poseϕK( r

s) := ϕK(r)
ϕK(s) (noter que cela est permis carϕK(s) 6= 0 pours 6= 0 commeϕK

est injective).

Définition-Lemme 3.5. (a) SoitA un anneau intègre de caractéristiquep > 0. On définit l’applica-
tion

Frob : A→ A, x 7→ xp,

dite « homomorphisme de Frobenius ». C’est un homomorphisme d’anneaux.

(b) SiK est un corps fini de caractéristiquep > 0, alors Frob est un automorphisme deK (par
définition, un automorphisme deK est un isomorphisme deK dans lui-même).

Démonstration.(a) La seule chose qui doit être démontrée est la multiplicativité :

Frob(a+ b) = (a+ b)p =

p
∑

i=0

( p
i ) aibp−i = ap + bp.

On utilise quep | ( p
i ) pour tout1 ≤ i ≤ p− 1.

(b) Les homomorphismes de corps sont injectifs. Puisque le nombre d’éléments deK est fini,
Frob est bijectif.

Proposition 3.6. SoitK un corps de caractéristiquep > 0. Alors, l’image deϕK : Fp → K est égale
à l’ensemble{x ∈ K | Frob(x) = xp = x}.

Démonstration.La preuve est très facile si nous nous rappelons de deux choses :
– Le « petit théorème de Fermat » :ap = a pour touta ∈ Fp. La preuve est aussi facile : le

groupe multiplicatifF×
p a p − 1 éléments. Si on éléve un élément d’un groupe à la puissance

l’ordre du groupe, alors, on obtient l’élément neutre du groupe. Dansnotre cas cela veut dire :
si a ∈ Fp \ {0}, alors,ap−1 = 1, donc,ap = a. Cette égalité est trivialement satisfaite pour
a = 0 aussi.

– Un polynôme de degréd à coefficients dans un anneau intègre a au maximumd zéros. Donc, le
polynômeXp −X ∈ K[X] a au plusp zéros. Nous en connaissons déjàp : les élémentsϕ(x)

pourx ∈ Fp.
Si on interprète l’ensemble{x ∈ K | Frob(x) = xp = x} comme l’ensemble des zéros dansK de
Xp −X ∈ K[X], la preuve est complète.
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4 Extensions algébriques

Tout corps est supposé commutatif pour la suite du cours.

Définition-Lemme 4.1. (a) SoitL un corps etK ⊆ L un sous-corps. Dans ce cas on dit queL est
une extension du corpsK (ou bien queL/K est uneextension de corps).

(b) La multiplication surL peut être vue comme une multiplication scalaire

K × L→ L, (x, y) 7→ xy

qui muniL d’une structure deK-espace vectoriel.

(c) Ledegréde l’extension de corpsL/K est défini comme

[L : K] := dimK(L) ∈ N ∪ {∞}.

Si [L : K] < ∞ on parle d’uneextension finie de corps(attention : ne pas confondre avec
extension de corps finis !).

Démonstration.Il n’y a que (b) à montrer. C’est trivial car les axiomes pour l’espace vectoriel font
partie des axiomes pour un corps.

Proposition 4.2(Multiplicativité du degré). SoientK ⊆ L ⊆M des extensions de corps. Alors,

[M : K] = [L : K] · [M : L].

Démonstration. – M/L etL/K sont finies :En tant queK-espaces vectoriels on aL ∼= K [L:K]

(car toutK-espace vectoriel de dimensiond est isomorphe àKd). De la même façon on a
M ∼= L[M :L]. Donc

K [M :K] ∼= M ∼= (K [L:K])[M :L] = K [L:K]·[M :L].

– M/L infinie : Il existe un ensemble infini d’élémentsm1,m2, . . . ∈M qui sontL-linéairement
indépendants, donc aussiK-linéairement indépendants. Donc[M : K] =∞.

– L/K infinie : CommeM ⊇ L on adimK(M) ≥ dimK(L) =∞.

Le prochain corollaire montre déjà que la multiplicativité du degré est très utile.

Corollaire 4.3. SoientK ⊆ L ⊆ M des extensions de corps. Si[M : K] est un nombre premier,
alorsL = K ouL = M .

Démonstration.Les degrés[M : L] et [L : K] sont des diviseurs du nombre premierp = [M : K],
donc,1 oup.

Définition-Lemme 4.4. SoientL/K une extension de corps eta ∈ L. Alors, l’applicationévaluation

eva : K[X]→ L,
d∑

i=0

ciX
i 7→

d∑

i=0

cia
i

est un homomorphisme d’anneaux. Pour être plus compact, on écriraaussiK[X] ∋ f(X) 7→ f(a) ∈
L.

On note l’image deeva parK[a] et on l’appelle laK-algèbre engendrée para.
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Rappelez-vous qu’uneK-algèbreA est un anneau qui est aussi unK-espace vectoriel « de façon
compatible » ; par définition cela veut dire que l’applicationK → A donnée parx 7→ x.1 (où x.1
est la multiplication scalaire duK-espace vectorielA) est un homomorphisme d’anneaux. Il est donc
évident queK[a] est en effet uneK-algèbre.

Démonstration.Exercice.

Remarque 4.5.Parfois on regardera aussi la variante évidente du lemme 4.4 pour un ensemble (fini
ou infini) d’éléments :

Soientai ∈ L pour i ∈ I (n’importe quel ensemble). Alors, l’applicationévaluation

ev(ai)i∈I
: K[Xi | i ∈ I]→ L, f((Xi)i∈I) 7→ f((ai)i∈I)

est un homomorphisme d’anneaux.
On note l’image deev(ai)i∈I

parK[(ai)i∈I ] et on l’appelle laK-algèbre engendrée par lesai pour
i ∈ I. SiI = {1, 2, 3, . . . , n} est un ensemble fini, alors on écrit aussiK[a1, . . . , an].

Notez queK[a] et K[(ai)i∈I ] sont des sous-anneaux deL (même deK-sous-algèbres), car
l’image d’un homomorphisme d’anneaux est toujours un sous-anneau. Très explicitement les élé-
ments deK[a] sont tous de la forme

∑d
i=0 ria

i pour d ∈ N et r0, . . . , rd ∈ K. Cette forme rend
évident le fait que les sommes, les différences et les produits de tels élémentssont aussi de cette
forme ; ceci donne une autre preuve queK[a] est un sous-anneau deL.

Exemple 4.6. (a) Q[2] ⊂ R est égal àQ.

(b) L’anneauQ[
√

2] ⊂ R est égal à{a+ b
√

2 ∈ R | a, b ∈ Q} parce que

n∑

i=0

ri
√

2
i
=

n∑

i=0 pair

ri2
i/2 + (

n∑

i=1 impair

ri2
(i−1)/2)

√
2.

On voit queQ[
√

2] est un corps. L’inverse dea+ b
√

2 6= 0 est a
a2−2b2

− b
a2−2b2

√
2. Notez que le

dénominateur n’est jamais0, car, s’il l’était, alors
√

2 = a
b ∈ Q. [Pour voir que

√
2 6= 2 il est

possible d’utiliser le critère d’Eisenstein.]

En peu plus loin, on donnéra un argument direct qui implique ce fait parce que
√

2 estalgébrique
(définition en bas).

(c) Soiti =
√
−1 ∈ C. Alors, R[i] ⊆ C est égal àC et Q[i] ( C est un sous-corps (écrivez une

formule pour l’inverse !).

(d) Soientn,m ∈ N, n 6= 0. On trouve queQ[ n
√
m] est un corps.

Ceci se démontre encore facilement « à la main », mais sera aussi une conséquence directe des
résultats en bas.

(e) Soitn ∈ N, n > 0. Posonsζn := e2πi/n ∈ C. On appelleζn une racinen-ième primitive
d’unité car (ζn)n = 1 est (ζn)m 6= 1 pour 0 < m < n. On trouve queQ[ζn] est un corps.
Ce corps s’appellen-ième corps cyclotomique(en anglais :cyclotomic field; en allemand :
Kreisteilungskörper).

Ceci se démontre encore facilement « à la main », mais sera aussi une conséquence directe des
résultats en bas.
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(f) Soitπ le nombre réel appeléπ, donc, le nombre réel qui est égal au quotient de la circonférence
d’un cercle par son diamétre ou deux fois la valeur du zéro minimal positif de la fonctioncos. Un
théorème célèbre de Lindemann (qui n’est pas très difficile, mais, on ne le démontrera pas ; une
preuve se trouve par exemple dans le livre de Stewart sur la théorie de Galois) implique que le
sous-anneauQ[π] ( R n’est pas un sous-corps.

On donne maintenant la définition du sous-corpsengendré par un élément. En général, cela n’est
pas la même chose que la sous-algèbreengendrée par le même élément (sauf si l’élément est algé-
brique, comme on le verra) à cause de l’existence possible d’éléments non-inversibles.

Notez que l’intersection d’un ensemble de sous-corps d’un corpsL est un corps lui-même. (Evi-
demment, l’assertion similaire pour les réunions n’est pas vraie.)

Définition 4.7. SoientL/K une extension de corps eta ∈ L. On définiK(a) comme l’intersection
de tous les sous-corps deL qui contiennentK eta, et on l’appellele sous-corps deL engendré para
surK ou bienl’extension simple deK para.

C’est le plus petit sous-corps deL qui contientK eta.

Remarque 4.8. (a) Parfois on utilisera la définition précédente pour plus qu’un élément :

Si ai ∈ L pour i ∈ I on définiK(ai | i ∈ I) comme l’intersection de tous les sous-corps deL

qui contiennentK et lesai pour i ∈ I. Il est appeléle sous-corps deL engendré par lesai pour
i ∈ I surK.

(b) La relation entreK[a] estK(a) s’exprime élégamment comme suitFrac(K[a]) = K(a).

Raison : Il est clair queK[a] ⊆ K(a). CommeK(a) est un corps, nous avons l’inclusion
Frac(K[a]) ⊆ K(a). L’autre inclusion provient directement de la définition deK(a) : c’est
l’intersection de tout les sous-corps deL qui contiennentK eta, etFrac(K[a]) en est un.

On jette un deuxième regard sur l’exemple précédent.

Exemple 4.9. (a) Q[2] = Q(2) = Q ⊂ R.

(b) Q[
√

2] = Q(
√

2) ⊂ R.

(c) Soiti =
√
−1 ∈ C. Alors,R[i] = R(i) ⊆ C est égal àC etQ[i] = Q(i) ( C.

(d) Soientn,m ∈ N, n 6= 0. On aQ[ n
√
m] = Q( n

√
m).

(e) Soitn ∈ N, n > 0. Posonsζn := e2πi/n ∈ C. On aQ[ζn] = Q(ζn).

(f) Q[π] ( Q(π) ( R. Remarquons queQ(π) est dénombrable, maisR ne l’est pas.

On traitera maintenant la question si la dimension deK[a] en tant queK-espace vectoriel est finie
ou infinie. L’idée simple mais importante est de considérer les deux alternatives :

(1) Les éléments1 = a0, a, a2, a3, a4, . . . sontK-linéairement indépendants.

(2) Les éléments1 = a0, a, a2, a3, a4, . . . sontK-linéairement dépendants.

En cas (1)K[a] est un espace vectoriel de dimension infinie.
En cas (2) il existe une combinaison linéaire

0 =
n∑

i=0

ria
i
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avecn ∈ N, ri ∈ K pour0 ≤ i ≤ n et rn 6= 0. En divisant parrn, nous pouvons supposer que cette
combinaison linéaire est de la forme

0 = an +
n−1∑

i=0

ria
i.

On peut interpreter cette égalité comme suit : Le polynôme unitairef(X) := Xn + rn−1X
n−1 +

· · ·+ r1X + r0 ∈ K[X] aa come zéro :f(a) = 0. Dans la proposition suivante nous allons voir que
K[a] est de dimension finie en tant queK-espace vectoriel et que mêmeK[a] est un corps lui-même,
doncK[a] = K(a) etK(a)/K est une extension finie de corps.

Définition 4.10. SoitL/K une extension de corps.
Un élémenta ∈ L est appeléalgébrique surK s’il existe un polynôme non-zérof ∈ K[X] tel que

f(a) = 0 (c’est à dire quea est un zéro (ou racine) def ).
Un élémenta ∈ L qui n’est pas algébrique surK est appelétranscendant surK.

Il est important de noter que l’algébricité est une notionrelative. Un élément est algébriquesur
un corps (et non algébrique tout seul).

Proposition 4.11. SoientL/K une extension de corps eta ∈ L.

(a) L’évaluationeva : K[X] → L donnée parf 7→ f(a) (voir le lemme 4.4) est injective si et
seulement sia est transcendant surK.

(b) Sia est algébrique surK, alors il existe un unique polynôme unitairemipoa(X) ∈ K[X] tel que
(mipoa) = ker(eva) (c’est à dire : l’idéal principal(mipoa) est le noyau de l’évaluation).

Le polynômmipoa est appeléle polynôme minimal dea surK.

(c) Sia est algébrique surK, le polynôme minimalmipoa ∈ K[X] dea surK est irréductible (en
tant qu’élément deK[X]). Il peut être caractérisé comme le polynôme unitaire dansK[X] de
degré minimal donta est un zéro.

(d) Soita algébrique surK. Alors l’application induite

eva : K[X]/(mipoa)→ L, f + (mipoa) 7→ f(a)

est un homomorphisme injectif de corps et elle identifieK[X]/(mipoa) avecK[a] etK(a).

(e) Soita algébrique surK. Alors,K(a) est une extension finie deK et son degré[K(a) : K] est
égal au degré du polynôme minimalmipoa de a surK. UneK-base deK(a) est donnée par
1, a, a2, . . . , ad−1, oùd = [K(a) : K].

Démonstration.(a) Sia est algébrique surK, alors il existe un polynôme non-zérof ∈ K[X] tel que
f(a) = 0. Alors f est dans le noyau de l’évaluation, donc,eva n’est pas injective. Réciproquement, si
eva n’est pas injective, alors il existe un polynôme non-zérof dans le noyau deeva. Ceci ne dit autre
quef(a) = 0 ; donca est algébrique.

(b) Nous savons queK[X] est un anneau principal. Donc le noyau deeva est un idéal principal,
donc engendré par un élémentf . Puisqueeva n’est pas injective (cara est algébrique),f est non-
zéro. Le générateur d’un idéal principal est unique à une unité de l’anneau près. Donc,f est unique
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à multiplication par une unité deK près (car les unités deK[X] sont les mêmes que celles deK).
Si f est de la formerdXd + rd−1X

d−1 + · · · + r0 ∈ K[X] avecrd 6= 0, alorsmipoa := 1
rd
f =

Xd +
rd−1

rd
Xd−1 + · · ·+ r0

rd
est l’unique polynôme unitaire recherché.

(c) Soit f ∈ K[X] un polynôme non-zéro tel quef(a) = 0. Alors f ∈ ker(eva) = (mipoa),
doncmipoa | f . En conséquence le degré demipoa est plus petit ou égal au degré def .

Si mipoa était réductible, on auraitmipoa = fg avecf, g ∈ K[X] tous les deux de degré
strictement plus petit que le degré demipoa. Mais,0 = mipoa(a) = f(a)g(a) donneraitf(a) = 0

oug(a) = 0. Les deux contradiraient la minimalité du degré demipoa.
(d) Puisquemipoa est irréductible,K[X]/(mipoa) est un corps. L’application induite (et son

injectivité – qui est claire de toute façon carK[X]/(mipoa) est un corps) provient du théorème
d’isomorphisme. CommeK[a] est un corps, il est égal àK(a).

(e) Ecrivons le polynôme minimal dea surK commemipoa(X) = Xd + cd−1X
d−1 + · · ·+ c0.

On veut démontrer que1, a, a2, a3, . . . , ad−1 est uneK-base pourK[a].
D’abord il est clair que ces éléments sontK-linéairement indépendants, car s’ils ne l’étaient pas,

alors il y’auraitr0, . . . , rd−1 ∈ K pas tous zéro tels que0 =
∑d−1

i=0 ria
i, donc le polynôme minimal

dea aurait degré strictement plus petit qued, une contradiction.
Donc il faut montrer que1, a, a2, a3, . . . , ad−1 engendrentK[a] en tant queK-espace vectoriel.

Il suffit de représenteran, pour toutn, comme combinaisonK-linéaire de1, a, a2, a3, . . . , ad−1. Pour
le faire on utilise le polynôme minimal qui donne

ad = −
(
cd−1a

d−1 + · · ·+ c0
)
.

Supposons que la plus grande puissance dea qui apparaît estam pourm ≥ d. Dans ce cas, nous
multiplions l’équation param−d et obtenons :

am = −
(
cd−1a

m−1 + · · ·+ c0a
m−d

)
.

Donc on peut exprimeram comme une combinaison linéaire de puissances moins élévées dea. Ayant
fait cela, il reste au pire des puissancesam−1, et on applique le même processus autant de fois jusqu’à
ce que seulement des puissancesan pourn ≤ d− 1 restent.

Exemple 4.12.(a) SoitK un corps. Touta ∈ K est algébrique surK. En effet,a est un zéro du
polynômeX − a ∈ K[X] qui est clairement le polynôme minimal dea surK.

(b)
√

2 est algébrique surQ. En effet,
√

2 est un zéro du polynômeX2 − 2 ∈ Q[X] qui est le
polynôme minimal de

√
2 sur Q. Notez que le polynômeX −

√
2 ne peut pas être utilisé ici, car

ses coefficients ne sont pas dansQ !

(c) Soitp un nombre premier etn ∈ N, n > 1. Alors,Xn − p est le polynôme minimal den
√
p surQ.

(d) Soitp un nombre premier. Alors,Φp(X) = Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X+1 ∈ Q[X] est le polynôme
minimal deζp = e2πi/p surQ.

(e) π est transcendant surQ. Ceci est le théorème de Lindemann déjà mentionné. Plus loin, on
obtiendra de ce théorème par la théorie de Galois que la quadrature du cercle à la règle et au
compas est impossible. Ceci veut dire qu’il est impossible de construire un carré du même aire
qu’un cercle donné en utilisant seulement une règle (sans échelle) et un compas.
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(f) π est algébrique surR (cas spécial de (a)).

(g) i =
√
−1 est algébrique surQ. On amipoi(X) = X2 + 1 ∈ Q[X].

Exemple 4.13.Considérons l’exempleQ(ζ3) pourζ3 = e2πi/3. Le polynôme minimal deζ3 surQ est
X2 +X + 1, doncQ(ζ3) est l’image deQ[X]/(X2 +X + 1) dansC. La Q-base la plus facile c’est
1, ζ3. Donc on exprime tout élément deQ(ζ3) commea+ bζ3 poura, b ∈ Q.

Soientα = a0 + a1ζ3 etβ = b0 + b1ζ3 deux tels éléments. Alors

α+ β = (a0 + b0) + (a1 + b1)ζ3

et

α · β = (a0 + a1ζ3)(b0 + b1ζ3) = a0b0 + ζ3(a0b1 + a1b0) + a1b1(ζ3)
2

= (a0b0 − a1b1) + (a0b1 + a1b0 − a1b1)ζ3,

car ζ2
3 = −ζ3 − 1 à cause de son polynôme minimal.

Définition 4.14. SoitK un corps etf ∈ K[X] un polynôme irréductible non-zéro. Une extension
L deK est appeléecorps de rupturedu polynômef surK s’il existea ∈ L tel quef(a) = 0 et
L = K(a).

Exemple 4.15.SoitL/K une extension de corps eta ∈ L algébrique. Alors,K(a) est un corps de
rupture du polynôme minimal dea surK.

Proposition 4.16.SoitK un corps etf ∈ K[X] un polynôme irréductible non-zéro. Il existe un corps
de rupture def surK.

Démonstration.Ecrivonsf(X) =
∑d

i=0 aiX
i ∈ K[X]. On poseL := K[X]/(f(X)) (c’est bien un

corps carf est irréductible) etα := X + (f), donc la classe deX dansL. L’application naturelle
K → L donnée parb 7→ b+ (f(X)) est un homomorphisme de corps. Donc on peut voirK de façon
naturelle comme sous-corps deL.

Nous démontrons queα est un zéro def dansL :

f(X + (f(X))) =

d∑

i=0

ai(X + (f(X)))i =

d∑

i=0

aiX
i + (f(X)) = f(X) + (f(X)) = 0 + (f(X)).

Donc on af(α) = 0 dansL.
Nous obtenons queL est un corps de rupture def surK.

Définition 4.17. SoitL/K une extension de corps.
On appelleL/K algébrique(ou alternativement on dit queL est uneextension algébriquedeK)

si touta ∈ L est algébrique surK.
SiL/K n’est pas algébrique, alors elle est ditetranscendante.

Proposition 4.18. Toute extension finie de corpsL/K est algébrique. Elle peut être engendrée par
un nombre fini d’éléments algébriques surK.
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Démonstration.Soita ∈ L. CommeK[a] est un sous-espace deL, il est deK-dimension finie. Donc,
a est algébrique surK.

Démontrons maintenant queL/K peut être engendrée par un nombre fini d’éléments deL (qui
sont automatiquement algébriques). Soita1 ∈ L \ K. On aK ( K(a1) ⊆ L, donc [L : K] >

[L : K(a1)]. SiK(a1) 6= L, alors on prenda2 ∈ L \K(a1). On aK(a1) ( K(a1, a2) ⊆ L, donc
[L : K(a1)] > [L : K(a1, a2)]. On continue ainsi. Comme le degré est un entier positif, ce processus
s’arrêtera et alors on auraK(a1, a2, . . . , an) = L.

Proposition 4.19. SoientL/K une extension de corps eta1, . . . , an ∈ L. Les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Tous lesai pour i = 1, . . . , n sont algébriques surK.

(ii) L’extensionK(a1, a2, . . . , an)/K est finie.

Démonstration.Exercice.

Proposition 4.20. SoientM/L/K des extensions de corps.

(a) Supposons queL/K est algébrique eta ∈M est algébrique surL. Alorsa est algébrique surK.

(b) (Transitivité de l’algébricité)M/K est algébrique si et seulement siM/L et L/K sont algé-
briques.

Démonstration.(a) Soitmipoa =
∑d

i=0 ciX
i ∈ L[X] le polynôme minimal dea surL. Ses coeffi-

cientsci ∈ L sont algébriques surK. Donc l’extensionN := K(c0, c1, . . . , cd−1) deK est finie par
la proposition 4.19. CarN contient les coefficients d’un polynôme qui annullea, l’extensionN(a)

est algébrique surN , donc le degré[N(a) : N ] est fini. Par la multiplicativité du degré, l’extension
N(a)/K est aussi fini, donc algébrique. En particulier,a est algébrique surK.

(b) Une direction est triviale, l’autre est une conséquence de (a).

On termine cette partie par une définition très importante, mais, qui ne jouera pasde grand rôle
dans ce cours.

Définition 4.21. Soit L/K une extension de corps eta1, . . . , an ∈ L. On dit que les éléments
a1, . . . , an sontalgébriquement dépandants surK si l’évaluationeva1,...,an n’est pas injective.

Dans le cas contraire on parle d’élémentsalgébriquement indépandants surK.

Exemple 4.22. – (π, π2) sont algébriquement dépendants surQ (considérer :X2
1 −X2).

– Il n’est pas connu si(e, π) (avece la base de l’exponentielle naturelle) sont algébriquement
indépendants surQ.

5 Constructions à la règle et au compas

Nous regardons des constructions en géométrie plane initiées par les grecs anciens. Pour ces
constructions nous nous permettons seulement l’utilisation d’une règle (nongraduée) et d’un com-
pas.

Dans ce qui suit nous allons regarderC en même temps comme corps algébriquement clos qui
contientQ et comme le plan réel.

SoitP0 ⊂ C un sous-ensemble. Nous considérons les deux opérations suivantes :
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Règle Soit r1, r2 ∈ P0 deux points distincts. Tracer la droite passant parr1 et r2.

Compas Soit r1, r2, r3 ∈ P0. Tracer le cercle de centrer1 et de rayon la distance entrer2 et r3.

Définition 5.1. SoitP0 ⊆ C un sous-ensemble. On dit qu’un pointz ∈ C peut êtrecontruit à la règle
et au compas en un seul pas à partir deP0 si

– z est le point d’intersection de deux droites distinctes construites selon l’opération règle, ou
– z est un point d’intersection d’une droite construite selon l’opérationrègle et d’un cercle

construit selon l’opérationcompas, ou
– z est un point d’intersection de deux cercles construits selon l’opérationcompas.
Pour n ∈ N≥1 soit Pn le sous-ensemble deC de tous les points qui peuvent être construits à

la règle et au compas en un seul pas à partir dePn−1. On poseX (P0) :=
⋃

n≥0 Pn, c’est le sous-
ensemble deC de tous les points qui peuvent être construits à la règle et au compas en unnombre fini
de pas à partir deP0.

Proposition 5.2. Les constructions suivantes peuvent être fait à la règle et au compas, c’est-à-dire
avec les opérationsrègleetcompas:

(a) Tracer la droite perpendiculaire à une droite donnée passant par un point donné.

(b) Tracer la droite passant par un point donné et parallèle à une droitedonnée.

(c) Tracer la médiatrice d’un segment donné.

(d) Additionner deux angles.

(e) Réflexion d’un point par rapport à une droite donnée.

(f) Construction du triangle équilatéral à partir d’un segment donné.

(g) Tracer la bisectrice d’un angle.

Démonstration.Elémentaire.

Corollaire 5.3. SoitP0 ⊆ C tel que0, 1 ∈ P0 etz, z1, z2 ∈ X (P0). Alors :

(a) z1 + z2 ∈ X (P0) ;

(b) −z ∈ X (P0) ;

(c) |z| ∈ X (P0) ;

(d) eπi/3 ∈ X (P0) ;

(e) |z1| · |z2| ∈ X (P0) ;

(f) 1
|z| ∈ X (P0) (pourz 6= 0) ;

(g) z1 · z2 ∈ X (P0) ;

(h) 1
z ∈ X (P0) (pourz 6= 0) ;

(i) ±√z ∈ X (P0).

En particulier,X (P0) est un corps tel que pour toutz ∈ X (P0) on a
√
z ∈ X (P0).

Démonstration.Exercice avec indications au tableau. Pour (e) et (f) utiliser le théorème deThalès
(allemand : Strahlensatz) et pour (i) utiliser le théorème de Thalès sur le cercle (allemand : Satz von
Thales).
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Notation 5.4. SoitM ⊆ C. On noteM := {z | z ∈M}. Ici z est le conjugé complexe dez ∈ C.

Proposition 5.5. SoitP0 ⊆ C un sous-corpstel queP0 = P0 et i ∈ P0. Si z ∈ P1, alors [P0(z) :

P0] ≤ 2.

Démonstration.Notons d’abors que siz = x + iy ∈ P0 (avecx, y ∈ R), alorsz = x − iy ∈ P0

par hypothèse et doncx = 1
2(z + z) ∈ P0 et y = 1

2i(z − z) ∈ P0. Pour cela nous avons utilisé
i ∈ P0. Donc, les « coordonnées » de tousz ∈ P0 (c’est-à-dire, la partie réelle et la partie imaginaire)
appartiennent àP0. Le même argument est évidemment valable pourP1.

Les droites en question sont données par des équations linéaire à coefficients dansP0, et les
cercles par des équations de degré2 également à coefficients dansP0. Les coordonnées des points
d’intersection sont donc des zéros d’équations linéaires. Donc, le degré de [P0(z) : P0] est dans
{1, 2, 4} (par la multiplicativité des degrés). Un exercice montre que la valeur4 n’apparaît pas.

Lemme 5.6. [Premier cas de la théorie de Kummer] SoitL/K une extensions de corps de degré2.
Alors il existea ∈ K tel queL = K(

√
a).

Démonstration.Soit b ∈ L \K etX2 + rX + s ∈ K[X] le polynôme minimal deb surK. Posons
a := b+ r

2 . Alors :

a2 = b2 + br +
r2

4
=
r2

4
− s ∈ K.

Donc le polynôme minimal dea estX2 − r2

4 + s ∈ K[X].

Théorème 5.7.Soit P0 ⊆ C avec0, 1 ∈ P0. PosonsL0 := Q(P0 ∪ P0). Soit z ∈ C. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) z ∈ X (P0).

(b) Il existen ∈ N et pour tout1 ≤ i ≤ n un corpsLi tel que

L0 ( L1 ( · · · ( Ln

etz ∈ Ln et pour tout1 ≤ i ≤ n on a[Li : Li−1] = 2.

Démonstration.« (i)⇒ (ii) » : Sans perte de généralité nous pouvons supposerP0 = Q(P0 ∪ P0) =

L0. Commei peut être construit à partir de0, 1 et [L(i) : L] ≤ 2, nous pouvons aussi supposeri ∈ P0.
Si on construit un pointz à partir d’un corpsL ⊆ C aveci ∈ L etL = L, par la proposition 5.5

on a[L(z) : L] ≤ 2 et [L(z) : L] ≤ 2. Si on poseL′ := L(z, z), alors on a une des trois possibilités :

L′ = L, [L′ : L] = 2, [L′ : L(z)] = 2 et [L(z) : L] = 2.

Donc, l’assertion est vraie siz peut être construit à partir deL0 en un seul pas.
Si plusieurs constructions sont nécessaires pour arriver àz, on peut itérer ce processus.
« (ii) ⇒ (i) » : Nous avonsL0 = Q(P0 ∪ P0). L’inclusionL0 ⊆ X (P0) est triviale. Le lemme 5.6

nous dit que pour tout1 ≤ i ≤ n is existezi ∈ Li−1 tel queLi = Li−1(
√
zi). Par le corollaire 5.3

X (P0) est un corps fermé sous les racines carrés, nous obtenonsLn ⊆ X (P0), doncz ∈ X (P0).

Corollaire 5.8. SoitP0 ⊆ C avec0, 1 ∈ P0.
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(a) L’extension de corpsX (P0)/Q(P0 ∪ P0) est algébrique.

(b) Pour toutz ∈ X (P0) il exister ∈ N tel que[Q(P0 ∪ P0 ∪ {z}) : Q(P0 ∪ P0)] = 2r.

Démonstration.C’est une conséquence directe du théorème 5.7 et la multiplicativité des degrés pour
(b).

Théorème 5.9(Wantzel). Le cube ne peut pas être dupliqué à la règle et au compas ; c’est-à-dire, si
AB est le coté d’un cube, il est impossible de construire à la règle et au compas un segmentCD tel
que le volume du cube avec le cotéCD est le double du volume du cube avec le cotéAB.

Démonstration.Sans perte de généralité nous pouvons prendreA = 0 etB = 1. Il s’agit donc de
construire 3

√
2. C’est impossible car[Q( 3

√
2) : Q] = 3 (pas de puissance de2).

Théorème 5.10(Wantzel). Il est impossible de trisecter un angle donné à la règle et au compas.

Démonstration.Par exemple on peut regarder l’anglee2πi/3 (dans le triangle éqilatéral avec coté01).
Si on pouvait le trisecter, on aurait construite2πi/9. Mais son polynôme minimal estX6 −X3 + 1 ∈
Z[X], dont le degré[Q(e2πi/9) : Q] = 6 n’est pas une puissance de2.

Théorème 5.11.La quadrature du cercle est impossible ; c’est-à-dire, pour un cercledonné, il est
impossible de construire un carré du même aire que le cercle à la règle et au compas.

Démonstration.L’aire du cercle unitaire estπ. Si la construction était possible, on aurait construit√
π, et en particulier

√
π serait algébrique surQ, ce qui n’est pas le cas, comme par le théorème de

Lindemannπ (et donc aussi
√
π) est transcendant surQ.

Remarque 5.12.Un théorème remarquable de Mohr et Mascheroni, démontré indépendamment par
Georg Mohr en 1672 et par Lorenzo Mascheroni en 1797, affirme que si une construction géométrique
est possible à la règle et au compas, alors elle est possible au compas seul (sauf le tracé effectif des
droites).

6 Corps de décomposition

Clôture algébrique

Définition-Lemme 6.1. SoitL/K une extension de corps. On pose

KL := {a ∈ L | a algébrique surK}.

On appelleKL la clôture algébrique deK dansL.

(a) KL est un sous-corps deL.

(b) KL/K est une extension algébrique.
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Démonstration.(a) Soienta, b ∈ KL. Il est difficile (mais, pas impossible) d’écrire les polynôme
minimaux poura + b, a · b, −a et 1/b (si b 6= 0) en partant des polynômes minimaux dea et b (en
utilisant le « résultant » que nous n’allons pas traiter dans ce cours).

On va le faire autrement :K(a, b) est fini et algébrique surK (commea, b sont algébriques surK).
Donca+ b, a · b,−a, 1/b ∈ K(a, b) sont algébriques surK, donca+ b, a · b,−a, 1/b ∈ KL. Donc,
KL est un sous-corps deL.

(b) suit de la transitivité de l’algébricité.

Exemple 6.2.Q := QC est la clôture algébrique deQ dansC. Il satisfait les propriétés suivantes :
– Q/Q est algébrique.
– [Q : Q] = ∞ (par exemple,Xn − p ∈ Z[X] est irréductible pour toutn et tout nombre

premierp par le critère d’Eisenstein ; donc[Q( n
√
p) : Q] = n).

– Q est dénombrable (car l’ensemble de polynômes dansQ[X] est dénombrable, donc l’ensemble
de leurs zéros l’est aussi).

– C n’est pas dénombrable. Donc dansC il existe un ensemble non-dénombrable d’éléments qui
sont transcendants surQ.

Définition 6.3. SoitK un corps. On appelleK algébriquement clossi toutf ∈ K[X] de degré≥ 1

possède un zéro dansK.
Un corpsK est appeléclôture algébrique deK si K est algébriquement clos etK/K est une

extension algébrique.

Exemple 6.4.C est algébriquement clos (c’est un résultat d’analyse complexe, parexemple).
Q (du dernier exemple) est une clôture algébrique deQ.

Lemme 6.5. SoitK un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) K est algébriquement clos.

(ii) Tout f ∈ K[X] unitaire de degréd est de la forme

f(X) =
d∏

i=1

(X − ai)

aveca1, . . . , ad ∈ K.

(iii) Si L/K est une extension algébrique, alorsL = K.

Démonstration.« (i)⇒ (ii) » C’est une application de la division euclidienne de polynômes.
« (ii) ⇒ (iii) » : Soit L/K algébrique, soita ∈ L et soitf ∈ K[X] le polynôme minimal dea

surK. Tous les zéros def sont dansK, donca ∈ K. DoncL = K.
« (iii) ⇒ (i) » : Soit f ∈ K[X] un polynôme non-constant. On peut supposer sans perte de géné-

ralité qu’il est irréductible. L’extensionL := K[X]/(f) surK est algébrique, doncL = K, donc le
degré def est1, doncf a un zéro dansK.

Théorème 6.6.SoitK un corps. Il existe une clôture algébrique deK.

Démonstration.Exercice.
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Prolongation d’homomorphismes de corps

Définition 6.7. SoientK ′/K une extension de corps,L un corps etσ : K → L et τ : K ′ → L des
homomorphismes de corps.

On dit queτ est uneprolongation deσ si τ |K = σ (c’est-à-dire,τ(x) = σ(x) pour toutx ∈ K).

Notation 6.8. SoientK,L des corps etσ : K → L un homomorphisme de corps. Pour un polynôme
f(X) =

∑d
i=0 aiX

i ∈ K[X] nous écrivonsfσ pour le polynôme
∑d

i=0 σ(ai)X
i ∈ L[X].

Lemme 6.9. SoientK,L des corps,K ′ = K(a) une extension algébrique deK et f := mipoa ∈
K[X]. Soitσ : K → L un homomorphisme de corps. Alors :

(a) Si σ′ : K ′ → L est une prolongation deσ (c’est-à-dire, un homomorphisme de corps tel que
σ′|K = σ), alorsfσ(σ′(a)) = 0, doncσ′(a) est un zéro defσ.

(b) Pour tout zérob ∈ L defσ il existe une unique prolongationσ′ : K ′ → L telle queσ′(a) = b.

(c) Le nombre de prolongations deσ à K ′ est égal au nombre de zéro defσ, donc au plus égal à
deg(f).

Démonstration.(a) Soitf(X) =
∑d

i=0 ciX
i. On a

fσ(σ′(a)) =
d∑

i=0

σ(ci)σ
′(a)i =

d∑

i=0

σ′(ci)σ
′(a)i = σ′

(
d∑

i=0

cia
i

)

= σ′ (f(a)) = σ′(0) = 0.

(b)

Unicité CommeK ′ a laK-base1, a, a2, . . . , ad−1, tout homomorphisme de corpsK ′ → L est uni-
quement déterminé par l’image dea.

Existence Considérons l’homomorphisme d’anneaux

φ : K[X]
f 7→fσ

−−−−→ L[X]
g 7→g(b)−−−−→ L.

On a clairementφ|K = σ (ici K est identifié avec les polynômes constants dansK[X]). On a
aussif ∈ ker(φ) carfσ(b) = 0. Commef est irréductible, l’idéal(f) � K[X] est maximal,
donc(f) = ker(φ). Le théorème d’isomorphismes fournit un homomorphisme d’anneaux

φ : K[X]/(f(X))→ L,

qui est automatiquement injectif (comme tous les homomorphismes de corps) et satisfaitφ(X+

(f)) = b etφ|K = σ.

Rappelons queeva : K[X]/(f) → K ′ est un isomorphisme de corps. Donc,σ′ := φ ◦ eva
−1

est la prolongation deσ recherchée.

(c) est une conséquence directe de (a) et (b).

Exemple 6.10. – On veut étendre l’identitéQ →֒ C à K ′ := Q(
√

2). Un homomorphismeσ :

Q(
√

2) → C est uniquement déterminé par l’image de
√

2. Nous avons donc deux possibilités
pour cette image, car elle doit être un zéro du polynômefσ(X) pour f(X) = X2 − 2. Mais
fσ = f , donc, soit l’image et

√
2, soit−

√
2.
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– On veut étendre l’identitéQ →֒ C à K ′ := Q( 3
√

2). De la même manière nous trouvons que
l’image de 3

√
2 doit être une racine deX3 − 2. Pour cette raison nous le factorisons dansC :

X3 − 2 = (X − 3
√

2)(X − ζ3 3
√

2)(X − ζ2
3

3
√

2)

avecζ3 = e2π/3. Donc, nous avons trois prolongations possibles, à savoir, l’image de3
√

2 est
soit 3
√

2, soitζ3
3
√

2, soitζ2
3

3
√

2.

Proposition 6.11. SoientK ′/K une extension algébrique (qui peut être infinie),L un corps algébri-
quement clos etσ : K → L un homomorphisme de corps. Alors :

(a) Il existe une prolongationσ′ : K ′ → L deσ.

(b) SiK ′ est algébriquement clos etL/σ(K) est algébrique, alors toute prolongationσ′ : K ′ → L

deσ est un isomorphisme de corps.

Démonstration.(a) Cet argument utilise le lemme de Zorn (voir Algèbre 2). Regardons l’ensemble

M := {(F, τ) | K ′/F/K, τ : F → L prolongation deσ}.

– M 6= ∅ car(K,σ) ∈M .
– M est (partiellement) ordonné pour la relation d’ordre définie par

(F1, τ1) ≤ (F2, τ2) ⇔ F1 ⊆ F2 et τ2|F1
= τ1.

– Tout sous-ensembleT ⊆ M qui est totalement ordonné (c’est-à-dire, pour tout(F1, τ1) ∈ T ,
(F2, τ2) ∈ T on a(F1, τ1) ≤ (F2, τ2) ou(F2, τ2) ≤ (F1, τ1)) a une majorante dansM , à savoir
(f̃ , τ̃) avecF̃ =

⋃

(F,τ)∈M F et τ̃ : F → L défini parτ̃(x) := τ(x) pour un (n’importe lequel)
(F, τ) ∈M tel quex ∈ F .

Nous avons vérifié les hypothèses du lemme de Zorn qui nous donne doncun élément maximal
(F, τ) ∈M . Nous montronsF = K ′. Si cela n’était pas le cas, alors on pourrait choisira ∈ K ′ \ F .
CommeK ′/K est algébrique,a l’est aussi. Donc, par le lemme 6.9 on peut donc prolongerτ àF (a),
c’est une contradiction à la maximalité.

(b) On choisit une prolongationσ′ : K ′ → L (possible par (a)). Commeσ′ est injective (comme
tout homomorphisme de corps),K ′ est isomorphe àσ′(K ′). Donc,σ′(K ′) est aussi algébriquement
clos. Par hypothèse,L/σ(K) est algébrique, doncL/σ′(K ′) est aussi algébrique, et en conséquence
L = σ′(K ′). Donc,σ′ est un isomorphisme de corps.

Définition 6.12. SoientK un corps,L1/K et L2/K des extensions de corps. Un homomorphisme
de corpsσ : L1 → L2 est appeléK-homomorphismesi σ prolongeid : K → L2 (c’est-à-dire, si
σ(x) = x pour toutx ∈ K).

L’ensemble de tous lesK-homomorphismes deL1 dansL2 est notéHomK(L1, L2).

Exemple 6.13.SoientK/Q et L/Q deux extension etσ : K → L un homomorphisme de corps.
Alors,σ est unQ-homomorphisme.

Corollaire 6.14. SoitK un corps etK1 etK2 deux clôtures algébriques deK. Alors, il existe un
isomorphisme de corpsK1 → K2 qui prolongeidK .

Démonstration.On prolonge l’identitéid : K → K2 àK1 par la proposition 6.11.
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Corps de décomposition

Définition 6.15. SoientK un corps et(fi)i∈I ⊆ K[X] une famille de polynômes de degré≥ 1. Une
extensionL/K est appeléecorps de décomposition de(fi)i∈I surK si

– pour touti ∈ I le polynômefi se factorise complètement en facteurs linéaires dansL[X]

(fi(X) = bi
∏deg(fi)

j=1 (X − ci,j) avecci,j ∈ L) et
– L est engendré surK par tous lesci,j (L = K(ci,j | i ∈ I, 1 ≤ j ≤ deg(fi))).

Souvent la famille de polynôme ne consistera que d’un seul polynôme.

Exemple 6.16. – Le corps de décomposition deX2 − 2 ∈ Q[X] surQ estQ(
√

2).
– Le corps de décomposition deX3 − 2 ∈ Q[X] surQ estQ( 3

√
2, ζ3) avecζ3 = e2πi/3.

– Le corps de décomposition de{X2 − 2, X2 − 3} ⊂ Q[X] estQ(
√

2,
√

3).

Proposition 6.17. SoientK un corps et(fi)i∈I ⊆ K[X] une famille de polynômes de degré≥ 1.

(a) Il existe un corps de décompositionL de la famille(fi)i∈I surK. Il est algébrique surK.

(b) SiL1 estL2 sont deux corps de décomposition de cette famille, alors il existe unK-isomorphisme
σ : L1 → L2.

Démonstration.(a) SoitK une clôture algébrique deK et soientci,j ∈ K les zéros des polynômesfi.
Alors,L := K(ci,j | i ∈ I, 1 ≤ j ≤ deg(fi)) est un corps de décomposition. CommeL est engendré
par des éléments qui sont algébriques surK, il suit queL/K est une extension algébrique.

(b) SoitL2 une clôture algébrique deL2 et idK : K → L2 l’identité. Par la proposition 6.11 on
peut prolongerσ en unK-homomorphismeσ : L1 → L2. On posedi,j := σ(ci,j) ∈ L2. On a

bi

deg(fi)∏

j=1

(X − ci,j) = fi(X) = fσ
i (X) = bi

deg(fi)∏

j=1

(X − di,j)

et, commeL2 est engendré surK par lesdi,j en tant que corps de décomposition surK, alors, l’image
σ(L1) estL2, doncL1

∼= L2 par unK-isomorphisme.

Définition 6.18. SoitL/K une extension algébrique de corps. On l’appellenormalesi tout polynôme
irréductiblef ∈ K[X] qui possède un zeroc1 dansL se factorise complètement en facteurs linéaires
dansL[X], c’est-à-dire,f(X) = b

∏deg(f)
i=1 (X − ci) avecc1, . . . , cdeg(f) ∈ L.

Proposition 6.19.SoitL/K une extension algébrique (pas nécéssairement finie). Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) L/K est normale.

(ii) L est un corps de décomposition d’une famille(fi)i∈I ⊆ K[X] surK.

(iii) Tout K-homomorphismeσ : L → L, oùL est une clôture algébrique deL, satisfaitσ(L) = L

et donc donne lieu à unK-isomorphismeσ : L→ L.

Démonstration.« (i)⇒ (ii) » : SoitS ⊆ L tel queL = K(S). Pour touts ∈ S soitfs := mipos(X) ∈
K[X] le polynôme minimal des surK. Par (i), toutfs se factorise complètement dansL[X] et par
hypothèseL est engendré pars ∈ S, donc, par tous les zéros de tous lesfs.
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« (ii) ⇒ (iii) » : Pour touti ∈ I, l’homomorphismeσ permute les racines defi : si fi(a) = 0

poura ∈ L, alors,σ(a) est une autre racine defi (comme nous l’avons déjà vu plusieurs fois). Donc,
l’imageσ(L) est engendré surK par les mêmes éléments queL, donc, cette image est égale àL.

« (iii) ⇒ (i) » : Soientf ∈ K[X] irréductible eta ∈ L tel quef(a) = 0. SoientL une clôture
algébrique deL et b ∈ L tel quef(b) = 0. Par le lemme 6.9 (b) il existe unK-homomorphisme
σ : K(a)→ L tel queσ(a) = b. Par la proposition 6.11 on peut le prolonger enK-homomorphisme
σ : L→ L. Par (iii) nous avonsL = σ(L) ∋ σ(a) = b. DoncL contient toutes les racines def .

Exemple 6.20. – Les corpsQ(
√

2), Q( 3
√

2, ζ3) etQ(
√

2,
√

3) sont normaux surQ.
– Le corpsK := Q( 3

√
2) n’est pas normal surQ, car le polynômeX3 − 2 n’a qu’une seule de

ses racines dansK. Alternativement, l’image de l’homomorphismeQ( 3
√

2) → C donné par
3
√

2 7→ ζ3
3
√

2 n’est pas contenue dansQ( 3
√

2).
– Toute extensionL/K de degré2 est normale : SiL = K(a), alorsL est le corps de décompo-

sition du polynôme minimal dea surK (comme le polynôme est de degré2, s’il a un facteur
linéaire dansL[X], alors l’autre doit y être aussi).

– SiM/L etL/K sont normales, l’extensionM/K peut quand-même être non-normale.
Par exemple,Q( 4

√
2) ) Q(

√
2) ) Q. La grande extension n’est pas normale pour les mêmes

raison que le deuxième exemple. Par contre, les deux sous-extensionssont normales car elles
sont de degrés2.

– SiM/L/K sont des extensions de corps avecM/K normale, l’extensionL/K peut être non-
normale.
Par exemple :Q( 3

√
2, ζ3) ) Q( 3

√
2) ) Q.

– SoientK un corps etK une clôture algébrique deK. Alors,K/K est normale (on peut prendre
la famille de tous les polynômes deK[X]).

Proposition 6.21. SoientM/L/K des extensions de corps. SiM/K est normale, alorsM/L l’est
aussi.

Démonstration.M est un corps de décomposition d’une famille de polynômes(fi)i∈I ⊆ K[X]

surK. Mais,M est encore un corps de décomposition de la même famille considérée surL.

Définition 6.22. SoitL/K une extension algébrique. Une extensionN/L est appeléeclôture normale
deL/K si

– N/K est normale et
– siN/N1/L telle queN1/K est normale, alorsN = N1 (donc,N/K ne contient aucune sous-

extension non-triviale qui est normale surK et contientL).

Proposition 6.23. SoitL/K une extension algébrique.

(a) SoientL une clôture algébrique deL surK, S ⊆ L tel queL = K(S) etfs le polynôme minimal
des surK pour touts ∈ S. Alors, le corps de décompositionM de la famille(fs)s∈S surK est
une clôture normale deL/K.

En particulier, une clôture normale existe toujours.

(b) SiN est une clôture normale deL/K, alorsN est le corps de décomposition surK de la famille
(fs)s∈S .
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(c) SiL/K est finie, alors toute clôture normaleN/K deL/K est aussi finie.

(d) SoitN/K une clôture normale deL/K. Alors,N est l’extension deK engendrée par tous les
σ(L) pourσ ∈ HomK(L,L).

(e) SiN1/K et N2/K sont deux clôtures normales deL/K, alors, il existe unK-isomorphisme
N1
∼= N2.

Démonstration.(a) Les corps de décomposition donnent lieu à des extensions normales, doncM/K

est normale. SoitM/M ′/L telle queM ′/K est normale. On sait queM ′ doit contenir toutes les
racines desfs, carfs(s) = 0 ets ∈ L. Donc,M ′ = M .

(b) SoitN une clôture normale deL/K. Comme dans (a) on sait queN doit contenir toutes les
racines desfs, carfs(s) = 0 et s ∈ L. DoncN est un corps de décomposition surK de la famille
(fs)s∈S .

(c) SiL/K est finie, l’ensembleS peut être choisi fini. Donc, on obtientN comme l’extension
engendrée par l’ensemble fini de toutes les racines desfs.

(d) On montre d’abordN ⊇ σ(L) pour toutσ ∈ HomK(L,L) : L’image deσ est engendrée par
lesσ(s) pours ∈ S (carL est engendré surK parS). Mais, nous savons queσ(s) ∈ L est une racine
defs et appartient donc àN .

On montre maintenant queN est contenu dans le corps engendré surK par toutes les images
σ(L) pourσ ∈ HomK(L,L). Pour cela il suffit de démontrer que pour touts ∈ S toute racine defs

est contenue dans unσ(L). Soitt une autre racine defs. Nous avons déjà fait cet argument un nombre
de fois : par le lemme 6.9 il existe unK-homomorphismeσ : K(s) → L qui envoies sur t. Par la
proposition 6.11 nous pouvons prolongerσ en élément deHomK(L,L). Donct ∈ σ(L).

(e) Tous les deux sont des corps de décomposition de la famille(fs)s∈S , donc isomorphes par la
proposition 6.17 (b).

7 Extensions séparables

On se rappelle : SoientK un corps,f ∈ K[X] un polynôme irréductible,K une clôture algébrique
deK eta ∈ K t.q.f(a) = 0. Alors, nous avons la bijection

{ racines def dansK} −→ HomK(K(a),K),

où l’image de la racineb est l’uniqueK-homomorphismeσ tel queσ(a) = b (voir le lemme 6.9).
On appellera un polynômef séparable quand il a « autant de racines (dansK) que possible »

(c’est à diredeg(f)). On appellera une extensionL/K séparable quand elle admet « autant deK-
homomorphismesL→ K que possible » (notion à préciser ci-dessous).

Exemple 7.1. – Le polynômeX2−2 ∈ Q[X] a deux racines dansC et son degré est également2.
– Le polynômeX4 + X3 + X2 + X + 1 ∈ Q[X] a quatre racines dansC et son degré est

également4.
– Soitp un nombre premier. Le polynômeXp − T ∈ Fp(T )[X] (où Fp(T ) := Frac(Fp[T ])) est

irréductible (comme nous l’avons vu par le critère d’Eisenstein), mais, avect ∈ Fp(T ) tel que
tp = T on aXp − T = (X − t)p, donc il n’y a qu’une seule racine bien que le degré soitp.
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Définition 7.2. SoitK un corps etK une clôture algébrique deK. Soitf ∈ K[X].
– Une racinea ∈ K def est dite demultiplicité r si (X − a)r | f et (X − a)r+1 ∤ f .
– Le polynômef est ditséparablesi toutes ses racines (dansK) ont la multiplicité1. Il est clair

quef est séparable si et seulement si le nombre de racines distinctes est égale au degré def .
– Sif n’est pas séparable, on l’appelleinséparable.

Lemme 7.3. SoientK un corps etf, g ∈ K[X].

(a) SoitL/K une extension de corps. SoientpgcdK[X](f, g) le plus grand commun diviseur unitaire
(pour qu’il soit unique) def et g dans l’anneau principalK[X], et pgcdL[X](f, g) l’analogue
dansL[X]. Alors,pgcdK[X](f, g) = pgcdL[X](f, g).

(b) Pourf =
∑d

i=0 aiX
i nous définissons ladérivée formellef ′(X) :=

∑d
i=1 iaiX

i−1. Alors, on a

(f + g)′ = f ′ + g′ et (fg)′ = f ′g + fg′.

Démonstration.(a) Par l’identité de Bézout nous avons

d1 := pgcdK[X](f, g) = f(X)a1(X) + g(X)b1(X)

d2 := pgcdL[X](f, g) = f(X)a2(X) + g(X)b2(X)

aveca1, b1 ∈ K[X] eta2, b2 ∈ L[X]. Nous avons les divisibilités suivantes dansL[X] : d1|f , d1 | g,
doncd1 | d2 ; et de la même façond2|f , d2 | g, doncd2 | d1. Commed1 et d2 sont unitaires, on
obtientd1 = d2.

(b) C’est un calcul simple. (Noter que vous ne pouvez pas utiliser la règled’Analyse1 sauf pour
les corpsR etC.)

Proposition 7.4. SoientK un corps,K une clôture algébrique etf ∈ K[X] de degré≥ 1.

(a) Soita ∈ K une racine def . Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La multiplicité dea estr > 1.

(ii) f ′(a) = 0.

(iii) pgcdK[X](f, f
′)(a) = 0.

(b) Soitf irréductible. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est séparable.

(ii) f ′ 6= 0 (polynôme constant0).

Démonstration.(a) Soitf(X) = c
∏d

i=1(X − ai) avecai ∈ K eta = a1 = a2 = · · · = ar eta 6= ai

pouri > r. On a

f ′(X) = c
d∑

j=1

d∏

i=1,i6=j

(X − ai).

Notez que par le lemme 7.3 le pgcd peut être calculé dansK[X], où il est évident. Les équivalences
sont donc claires.

(b) « (i)⇒ (ii) » : Si f est séparable, par (a) on apgcdK[X](f, f
′)(a) 6= 0 pour toute racinea def

(dansK). Doncf ′ 6= 0.
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« (ii)⇒ (i) » : Commef ′ 6= 0 etdeg(f ′) < deg(f) etf est irréductible, on apgcdK[X](f, f
′) = 1,

car le pgcd est un diviseur def et def ′. Donc par (a) la multiplicité de toute racinea est1 et doncf
est séparable.

Définition 7.5. Un corpsK est appeléparfaitsi tout polynôme irréductiblef ∈ K[X] est séparable.

Exemple 7.6. – Tout corps de caractéristique0 est parfait.
Raison : Pourf ∈ K[X] de degré≥ 1, on a toujoursf ′ 6= 0 (le degré diminue par1).

– Tout corps algébriquement clos est parfait.
Raison : Les seuls polynômes irréductibles sont linéaires et donc trivialement séparables.

– Le corpsFp(T ) = Frac(Fp[T ]) n’est pas parfait.
Raison : Le polynômeXp − T ∈ Fp(T )[X] est irréductible et inséparable.

Définition 7.7. SoitL/K une extension algébrique de corps.

(a) On appellea ∈ L séparable surK si son polynôme minimalmipoa(X) ∈ K[X] sur K est
séparable.

(b) On appelleL/K séparablesi touta ∈ L est séparable surK.

(c) SoitK une clôture algébrique deK. On pose

[L : K]s := #HomK(L,K)

et on l’appellele degré de séparabilité de l’extensionL/K.

Noter que[L : K]s est indépendant du choix deK car toute autre clôture algébrique deK est
K-isomorphe à la clôtureK que nous avons choisie.

Lemme 7.8. SoitK un corps,K une clôture algébrique deK, a ∈ K et f := mipoa ∈ K[X] son
polynôme minimal surK. Alors :

(a) [K(a) : K]s est égal au nombre de zéros def dansK, donc[K(a) : K]s ≤ [K(a) : K].

(b) a est séparable surK ⇔ [K(a) : K] = [K(a) : K]s.

Démonstration.Immédiat à cause de la bijection

{ racines def dansK} −→ HomK(K(a),K).

Proposition 7.9. SoientM/L/K des extensions algébriques de corps. Le degré de séparabilité est
multiplicatif :

[M : K]s = [M : L]s · [L : K]s.

Démonstration.SoientK une clôture algébrique deK et

HomK(L,K) = {σi | i ∈ I} et HomL(M,K) = {τj | j ∈ J}.

On suppose que le premier ensemble est en bijection avecI et le deuxième en bijection avecJ . Pour
tout i ∈ I on choisit une prolongationσi : K → K deσi (possible par la proposition 6.11).
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Soienti, k ∈ I et j, ℓ ∈ J tels queσi ◦ τj = σk ◦ τℓ. On montre :i = k et j = ℓ.
Commeτj |L = τℓ|L = idL on obtient d’abordσi = σi|L = σk|L = σk, donc i = k. On

multipliant l’égalitéσi ◦ τj = σi ◦ τℓ parσ−1
i on voit τj = τℓ, doncj = ℓ.

Nous montrons :HomK(M,K) = {σi ◦ τj | i ∈ I, j ∈ J}. Par ce qui précède cet ensemble est
en bijection avecI × J ; nous obtenons donc l’assertion de la proposition.

L’inclusion «⊇ » est évidente. Regardons l’autre «⊆ ». Soitτ ∈ HomK(M,K). On considère
τ |L ∈ HomK(L,K) ; donc il existe uni ∈ I tel queτ |L = σi. Notons queσ−1

i ◦ τ |L = idL. Donc
σ−1

i ◦ τ ∈ HomL(M,K), donc il existej ∈ J tel queσ−1
i ◦ τ = τj , alorsτ = σi ◦ τj , ce qu’il fallait

démontrer.

Dans la preuve suivante nous allons le fait :SoientL/M/K des extensions de corps eta ∈ L.
Si a est séparable surK, alorsa est séparable surM . La raison est la suivante : Soientf ∈ K[X]

et g ∈ M [X] les polynômes minimaux dea surK et surM respectivement. Par hypothèsef est
séparable. Commeg est un diviseur def , alorsg est aussi séparable, donca est séparable surM .

Proposition 7.10. SoitL/K une extension finie de corps. Les assertion suivantes sont équivalentes:

(i) L/K est séparable.

(ii) Il existe des élémentsa1, . . . , an ∈ L séparables surK tels queL = K(a1, . . . , an).

(iii) [L : K] = [L : K]s.

Démonstration.« (i)⇒ (ii) » : Clair. Tout ensemble fini de générateurs est composé d’éléments sépa-
rables.

« (ii)⇒ (iii) » : Le fait précédent, lemme 7.8 et multiplicativité du degré et du degré de séparabilité.
« (iii) ⇒ (i) » : Soienta1, . . . , an ∈ L tels queL = K(a1, . . . , an). Les inégalités[K(a1) : K]s ≤

[K(a1) : K] et [K(a1, . . . , ai, ai+1) : K(a1, . . . , ai)]s ≤ [K(a1, . . . , ai, ai+1) : K(a1, . . . , ai)] pour
1 ≤ i ≤ n− 1 provenant du Lemme 7.8 ensemble avec la multiplicativité montre[L : K]s ≤ [L : K]

avec égalité si et seulement si toutai est séparable pouri = 1, . . . , n. Ceci montre que touta1 ∈ L
est séparable surK.

Ajoutons encore une version infinie de la proposition précédente.

Proposition 7.11. SoitL/K une extension algébrique de corps. Elle est séparable si et seulementsi
elle est engendrée par des éléments séparables surK.

Démonstration.Soit{ai}i∈I ⊆ L un ensemble de générateurs séparables (pour un ensembleI). Tout
b ∈ L se trouve déjà dansK(aj | j ∈ J) ⊆ L pour un sous-ensemble finiJ ⊆ I. Ce corps est
séparable par la proposition 7.10.

Proposition 7.12(Existence d’élément primitif). SoitK un corps infini etL/K une extension finie et
séparable. Alors, il existea ∈ L tel queL = K(a), doncL est une extension simple deK.

Noter que le résultat est aussi vrai pour les corps finis ; mais la preuve en est différente (voir la
feuille 10).
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Démonstration.SoitK une clôture algébrique deK. Sans perte de généralité nous pouvons supposer
L = K(b, c). Soientf = mipob et g = mipoc les polynômes minimaux deb et c surK et b =

b1, b2, . . . , bn, c = c1, c2, . . . , cm ∈ K leurs zéros. Nous choisissonsy ∈ K tel que pour tout1 ≤ i ≤
n et2 ≤ j ≤ m nous avonsy 6= bi−b

cj−c (ici on utilise queK contient assez d’éléments) et nous posons
a := b+ yc.

On montreb, c ∈ K(a), doncK(a) = K(b, c).
Posonsh(X) := f(a − yX) ∈ K(a)[X]. On ah(c) = f(a − yc) = f(b) = 0. Mais,h(cj) 6= 0

pour tout2 ≤ j ≤ m pour la raison suivante : Par choix dey nous avonsbi − b 6= y(c − cj) donc
bi 6= b + yc − ycj = a − ycj pour toutq ≤ i ≤ n. Alors, h(cj) = f(a − ycj) 6= 0 cara − ycj
est différent de toutes les racines def . Donc,pgcdK(a)[X](h, g) = X − c, doncc ∈ K(a), donc
b ∈ K(a).

Corps finis

Lemme 7.13.SoitK un corps fini (c’est-à-dire :#K <∞). Alors :

(a) car(K) = p > 0, un nombre premier et l’homomorhpisme naturelFp → K est injectif ; donc on
considèreK comme une extension deFp.

(b) Il existen ∈ N tel que#K = pn.

(c) Frobp : K → K, x 7→ xp est un homomorphisme de corps, « l’homomorphisme de Frobenius »
(voir la définition-lemme 3.5).

Démonstration.(a) et (c) ont déjà été démontrés.
(b) CommeK est une extension deFp, c’est unFp-espace vectoriel de dimensionn = [K : Fp]

(forcement finie, carK est finie). DoncK ∼= (Fp)
n en tant queFp-espace vectoriel. Donc#K =

pn.

Théorème 7.14.Soitp un nombre premier etn un nombre naturel. Soitf(X) := Xpn −X ∈ Fp[X].

(a) SiK est un corps de cardinalpn, alors,K est un corps de décomposition def surFp.

(b) Tout corps de décompositionN def surFp est un corps de cardinalpn.

(c) SiK1 etK2 sont deux corps de cardinalpn, alors, ils sont isomorphes. On noteFpn tout corps de
cardinalpn. (C’est justifié car il est unique à isomorphisme près.)

(d) Fpn/Fp est une extension de corps séparable et normale qui est de degrén.

Attention ! Ne pas confondreFpn avecZ/pnZ. Les deux sont différents dès quen > 1.

Démonstration.On fait la preuve en plusieurs étapes.
– La dérivée formelle def estf ′(X) = −1, doncpgcd(f, f ′) = 1. Par la proposition 7.4 (a)

tout zéro def dansN est de multiplicité1. Donc,f est séparable. En conséquence,N/Fp est
séparable et le nombre de racines distinctes def dansN est égal au degré du polynôme, donc
égal àpn.

– SoitK est un corps de cardinalpn. Alors,K× = K \ {0} est un groupe d’ordrepn − 1. Alors
pour touta ∈ K× on a :apn−1 = 1, doncapn−a = 0, donc,f(a) = 0. Evidemment,f(0) = 0.
On conclut :f(a) = 0 pour touta ∈ K. Donc,K est égal à l’ensemble des racines def . On
obtient queK est un corps de décomposition def et donc (a).
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– On veut montrer (b) maintenant. SoitN un corps de décomposition def sur Fp. On pose
R := {a ∈ N | f(a) = 0} ⊆ N . Noter que#R = pn à cause de la séparabilité def .

– On montre queR est un sous-corps deN : Soienta, b ∈ R, doncapn
= a et bp

n
= b. Cela

implique :
– 0pn

= 0 et1pn
= 1, donc0, 1 ∈ R ;

– (a+ b)pn
= apn

+ bp
n

= a+ b, donca+ b ∈ R ;
– (−a)pn

= (−1)pn
apn

= −a, donc,−a ∈ R (noter que pourp = 2 il n’y a rien à démontrer
et pourp > 2 on a(−1)pn

= −1) ;
– (a · b)pn

= apn · bpn
= a · b, donca · b ∈ R ;

– sia 6= 0, alors
(

1
a

)pn

= 1
apn = 1

a , donc 1
a ∈ R.

– DoncR est un sous-corps du corps de décomposition def qui contient toutes les racines def .
Par la définition du corps de décomposition, on conclutR = N . Donc, #N = pn. Cela
montre (b).

– (c) L’unicité provient du fait que les corps de décomposition sont unique à isomorphisme près.
– (d) Fpn/Fp est normale, car c’est un corps de décomposition, et elle est séparable, carf l’est.

Le cardinal implique l’assertion concernant le degré.

8 Extensions galoisiennes

SoitL/K une extension normale. On se rappelle que par la Proposition 6.19 tout élément σ de
HomK(L,L) satisfaitσ(L) = L et donne donc lieu à unK-isomorphismeL → L. On note l’en-
semble desK-isomorphismesL→ L parAutK(L). C’est clairement un groupe pour la composition
d’applications avec élément neutre l’identitéidL.

Nous avons donc pourL/K une extension finie et normale

# AutK(L) = #HomK(L,L) = [L : K]s ≤ [L : K] (8.3)

avec égalité si et seuelement siL/K est aussi séparable.

Définition 8.1. SoitL/K une extension algébrique. Elle est appeléegaloisiennesi elle est normale
et séparable. On pose

Gal(L/K) := G(L/K) := AutK(L)

(l’ensemble desK-homomorphismeL→ L) et on l’appellegroupe de Galois deL/K.

Lemme 8.2. SoitL/K une extension galoisienne finie. Alors# Gal(L/K) = [L : K].

Démonstration.Conséquence de l’équation (8.3) et de la séparabilité.

Exemple 8.3. – C/R est une extension galoisienne : elle est normale (par exemple, car le degré
est2) et séparable (par exemple, car la caractéristique est0).
Gal(C/R) = HomR(C,C) = {idC, c} où c est la conjugaison complexe.
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– SoitN ∋ d 6= 0, 1 un nombre qui n’est pas un carré de façon queQ(
√
d)/Q est une extension

de degré2 qui est galoisienne. Nous avons :

Gal(Q(
√
d)/Q) = {id, σ}

oùσ est déterminé uniquement parσ(
√
d) = −

√
d.

– Soientp un nombre premier etζp := e2πi/p. On poseK := Q(ζp) (le p-ième corps cyclo-
tomique). AlorsK/Q est une extension galoisienne. Son groupe de GaloisGal(Q(ζp)/Q) est
cyclique d’ordrep− 1.
En effet : Nous connaissons le polynôme minimal deζp surQ. C’est lep-ième polynôme cyclo-
tomiqueΦp(X) = Xp−1 +Xp−2 + · · · + 1 ∈ Q[X]. Ses racines sont toutes les puissanceζj

p

pour j = 1, 2, . . . , p− 1. Donc il est clair queQ(ζp)/Q est galoisienne.
Donc, nous pouvons directement écrirep− 1 homomorphismesK → K :

σj : K → K déterminé uniquement parσj(ζp) = ζj
p

pourj ∈ {1, 2, . . . , p−1} et comme le cardinal deGal(Q(ζp)/Q) estp−1, nous avons trouvé
les éléments de ce groupe.
Il faut encore voir que le groupe est cyclique. On se rappelle que(Z/pZ)× = F×

p est cyclique.
Nous définissons lep-ième caractère cyclotomique:

χp : Gal(Q(ζp)/Q)→ (Z/pZ)×

comme suit : Soitτ ∈ Gal(Q(ζp)/Q). Nous avonsτ(ζp) = ζ
χ(τ)
p pour unχ(τ) ∈ (Z/pZ)×.

Cette application est clairement bijective. On calcule qu’il s’agit d’un homomorphisme (donc
d’un isomorphisme) de groupes :

ζχ(τ1τ2)
p = τ1(τ2(ζp)) = τ1(ζ

χ(τ2)
p ) =

(
τ1(ζp)

)χ(τ2)
=
(
ζχ(τ1)
p

)χ(τ2)
= ζχ(τ1)χ(τ2)

p .

Dans les exercices vous allez voir que ce même résultat est valable pourtout entier positifn et
pas seulement pour les nombres premiersp.

– Soitζ3 = e2πi/3. On considère l’extensionK := Q( 3
√

2, ζ3)/Q qui est galoisienne (la sépara-
bilité est claire car nous sommes en caractéristique0, et la normalité a été montrée dans un
exemple précédent). Son degré est6. On va maintenant calculer les éléments de son groupe de
GaloisGal(K/Q).
On va d’abord prolonger l’identitéQ →֒ C àK ′ := Q(ζ3) ; c’est un cas spécial de l’exemple
précédent : le polynôme minimal deζ3 estX2 +X + 1 ∈ Q[X] et ses deux racines sontζ3 et
ζ2
3 . Donc nous avons deux prolongations

σi : Q(ζ3)→ C

données parσ1(ζ3) = ζ3 et σ2(ζ3) = ζ2
3 . (On sait queQ(ζ3)/Q est galoisienne, mais nous

n’allons pas utiliser ce fait.)
Le polynômeX3 − 2 reste irréductible surQ(ζ3)[X] (par exemple, par la multiplicativité des
degrés et le fait que2 et 3 sont premiers entre eux). Donc pour touti ∈ {1, 2} nous pouvons
prolongerσi à Q( 3

√
2, ζ3) de trois manières qui sont déterminées par :

σi,1(
3
√

2) =
3
√

2, σi,2(
3
√

2) = ζ3
3
√

2, σi,3(
3
√

2) = ζ2
3

3
√

2.
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Par la normalité deQ( 3
√

2, ζ3)/Q cesQ-homomorphismes donnent des éléments dans le groupe
de GaloisGal(Q( 3

√
2, ζ3)/Q). Nous avons donc calculé les éléments du groupe de Galois.

Notons encore queσ1,1 est l’identité.
– SoitK un corps fini de caractéristiquep et de cardinalpn. Nous avons vu dans la section

précédente queK/Qp est séparable et normale, donc, galoisienne. Son degré estn.
Nous calculons le groupe de GaloisGal(K/Fp). Pour cela on se rappelle du FrobeniusFrobp :

K → K donné parx 7→ xp ; c’est un automorphisme de corps.
Nous savons queFrobn

p = idK . On veut montrer quen est l’ordre deFrobp. Soit1 ≤ i < n ;

supposons queFrobi
p = id. Alors, tout élément deK satisfaitxpi

= x, doncK ⊆ Fpi , ce qui
est une contradiction. Donc, l’ordre deFrobp est bienn.
Nous pouvons conclure queGal(K/Fp) est un groupe cyclique d’ordrep engendré parFrobp.

– SoitK un corps etf ∈ K[X] un polynôme irréductible et séparable. Alors le corps de décom-
positionL def surK est une extension galoisienne deK.
Raison : Elle est normale, est elle est engendré par les racines def , donc par des éléments
séparables. Nous nous rappelons que nous avons vu que les extensions engendrées par des
éléments séparables sont séparables.

Lemme 8.4. SoientL/E/K des extensions de corps telles queL/K est galoisienne. Alors :

(a) L/E est galoisienne etGal(L/E) est le sous-groupe deGal(L/K) composé des ces éléments
deGal(L/K) qui sont desE-homomorphismes (c’est-à-dire,σ(e) = e pour toute ∈ E).

(b) SiE/K est aussi galoisienne (ce qui n’est pas automatique !), alors l’application

π : Gal(L/K)→ Gal(E/K), σ 7→ σ|E

est un homomorphisme de groupes qui est surjectif. Son noyau est égal àGal(L/E).

Démonstration.(a) Nous avons vu les deux propriétés : normale (proposition 6.21) et séparable (ap-
pliquer la proposition 7.10). Nous avons

Gal(L/E) = AutE(L) ⊆ AutK(L) = Gal(L/K).

(b) CommeE/K est supposée normale, pour toutK-homomorphismeσ : L → L on a toujours
σ(E) = E. Doncσ|E ∈ Gal(E/K), et l’applicationπ est bien définié. Il est clair queπ est un
homomorphisme.

On montre la surjectivité : Soitτ ∈ Gal(E/K). En utilisant la proposition 6.11 on prolonge
l’application

E
τ−→ E →֒ L →֒ L

en unK-homomorphismẽτ : L → L. La normalité deL/K implique queτ̃(L) = L, doncτ̃ |L ∈
Gal(L/K) et satisfaitπ(τ̃) = τ .

Pour calculer le noyau deπ, soitσ ∈ Gal(L/K). Par définitionπ(σ) = σ|E = idE si et seulement
si σ ∈ Gal(L/E).

Définition-Lemme 8.5. SoitL un corps etG ⊆ Aut(L). On poseLG := {x ∈ L | ∀σ ∈ G : σ(x) =

x }. C’est un corps qui est appeléle sous-corps deL fixé parG ou le sous-corps desG-invariants
deL.
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Démonstration.Facile à vérifier.

Proposition 8.6. SoitL un corps,G ⊆ Aut(L) un groupe fini etK := LG. Alors L/K est une
extension galoisienne avecGal(L/K) = G.

Démonstration.Cette preuve se fait en plusieurs étapes :
– Notons queG ≤ AutK(L). Nous avons par l’égalité (8.3) :

n := #G ≤ # AutK(L) ≤ [L : K].

– Soita ∈ L. On va construire un polynôme séparable dansK[X] qui annullea.
On le fait comme suit : SoitS := {σ(a) | σ ∈ G} = {a = a1, a2, . . . , ar} ; c’est un ensemble
fini, carG est fini ; il contienta, caridL ∈ G. On pose

fa(X) :=
r∏

i=1

(X − τ(ai)) ∈ L[X].

Il est clair quefa(a) = 0 et qu’il est séparable Il faut donc montrer que les coefficients def

appartiennent àK. Soit τ ∈ G. Noter que l’applicationS → S, donnée para 7→ τ(a) est une
bijection (carG→ G, donnée parσ 7→ τσ est une bijection). On calcule

τ(fa(X)) =
r∏

i=1

(X − τ(ai)) =
r∏

i=1

(X − ai) = fa(X),

où la deuxième égalité est due à la bijection précédente (les facteurs du polynôme sont permutés
mais pas changés !). De l’égalitéτ(fa) = fa pour toutτ ∈ G on conclut quef ∈ K[X].

– Nous trouvons donc que tout élémenta ∈ L est séparable. DoncL/K est séparable. En plus
L/K est normale parce queL est un corps de décomposition de la famille{fa}a∈L. DoncL/K
est une extension galoisienne.

– Soita ∈ L un élément primitif qui existe à cause de la proposition 7.12. Le polynôme minimal
ga := mipoa ∈ K[X] dea surK divisefa. Donc nous avons[L : K] = deg(ga) ≤ deg(fa) =

r ≤ n.
– En comparant avec la prémière inégalité en haut, nous trouvons

G = AutK(L) = Gal(L/K).

En fait, la preuve donne une manière d’écrire le polynôme minimal (voir exercices).

Corollaire 8.7. SoitL/K une extension normale etG := AutK(L) soit fini. Alors :

(a) L/LG est une extensions galoisienne avecGal(L/LG) = G.

(b) [LG : K]s = 1.

(c) SiL/K est séparable (donc galoisienne), alorsK = LG.



8 EXTENSIONS GALOISIENNES 50

Démonstration.(a) C’est encore une fois l’assertion de la proposition 8.6.
(b) Il est clair queK ≤ LG. Nous avons la chaine d’inclusions

G = Gal(L/LG) = AutLG(L) ≤ AutK(L) = G,

donc nous avons l’égalité partout.
Soit K une clôture algébrique deK. Soit σ : LG → K un K-homomorphisme. On peut le

prolonger à unK-homomorphismẽσ : L→ K à cause de la proposition 6.11. La normalité deL/K

implique σ̃(L) = L, doncσ̃ ∈ AutK(L). On conclutσ̃ ∈ AutLG(L). Alors, σ̃|LG = σ = idLG .
Donc,HomK(LG,K) = {idLG} et alors[LG : K]s = 1.

(c) CommeL/K est séparable, alorsLG/K l’est aussi. Donc[LG : K]s = [LG : K] = 1 et
LG = K.

Théorème 8.8(Théorème principal de la théorie de Galois). SoientL/K une extension galoisienne
finie etG := Gal(L/K). Alors :

(a) Les applications

{ Sous-groupes deG}
Φ
⇄
Ψ

{ CorpsE tels queL/E/K},

H
Φ7−→ LH

Gal(L/E)
Ψ←−[ E

sont des bijections.

(b) SoitH ≤ G un sous-groupes. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) H �G est un sous-groupe normal.

(ii) LH/K est une extension normale (donc galoisienne).

(c) SiLH/K est normale, alors l’application

π : G→ Gal(LH/K), σ 7→ σ|LH

induit un isomorphisme de groupesG/H ∼= Gal(LH/K).

Démonstration.(a) On vérifieΦ ◦Ψ = id etΨ ◦ Φ = id.
SoitE un corps tel queL/E/K. Alors :

Φ(Ψ(E)) = Φ(Gal(L/E)) = LGal(L/E) = E,

où la dernière égalité est due au corollaire 8.7 (c).
SoitH ≤ G un sous-groupe. Alors :

Ψ(Φ(H)) = Ψ(LH) = Gal(L/LH) = H,

où la dernière égalité a été démontrée dans le corollaire 8.7 (a).
(b) On fait d’abord un petit calcul : Soitσ ∈ G etH ≤ G un sous-groupe. Alors

σ(LH) = LσHσ−1

.
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En effet :a ∈ σ(LH)⇔ σ−1(a) ∈ LH ⇔ h◦σ−1(a) = σ−1(a) pour touth ∈ H⇔ σ◦h◦σ−1(a) = a

pour touth ∈ H ⇔ a ∈ LσHσ−1

.
Nous pouvons maintenant démontrer l’assertion ainsi :

LH prop. 6.19⇔ σ(LH) = LH ∀σ ∈ G
⇔ LσHσ−1

= LH ∀σ ∈ G
(a)⇔ H = σHσ−1 ∀σ ∈ G
déf.⇔ H �G est un sous-groupe normal.

(c) Le lemme 8.4 nous donne pour le corpsLH et le théorème d’isomorphismes :

G/H ∼= Gal(L/K)/Gal(L/LH)
π ∼−−−−→ Gal(LH/K).

Exemple 8.9. – SoitL/K une extension galoisienne dont le groupe de GaloisG = Gal(L/K)

est cyclique d’ordre6, donc isomorphe àZ/6Z. La liste des sous-groupe complète deZ/6Z

est la suivante :{0}, 3Z/6Z, 2Z/6Z,Z/6Z. Donc il y a4 sous-corps deL/K dont les degrés
surK sont6, 3, 2, 1.

– Nous avons déjà calculé le groupe de Galois deQ(ζ3,
3
√

2)/Q.
On calcule maintenant tous les sous-corps deK := Q(ζ3,

3
√

2). Un résultat de la feuille 11 dit
que le groupe de GaloisG := Gal(K/Q) est le groupe symétriqueS3.
Plus précisement : Nous prenons les deux homomorphismes :σ, τ : K → K définis uniquement
par :

σ(ζ3) = ζ2
3 , σ(

3
√

2) =
3
√

2, τ(ζ3) = ζ3, τ(
3
√

2) = ζ3
3
√

2.

L’ordre de σ est3 et l’ordre deτ est2. Ces deux éléments engendrentG. Voici la liste des
sous-groupes deG et des corps fixés par ces groupes.
– H := {id},KH = K.
– H := G,KH = Q.
– H := 〈τ〉�G est un sous-groupe normal (car l’indice est2 ; c’est le groupe alternéA3�S3),
KH = Q(ζ3).

– H := 〈σ〉 ≤ G,KH = Q( 3
√

2).
– H := 〈τστ−1〉 ≤ G,KH = τ(Q( 3

√
2)) = Q(τ( 3

√
2)) = Q(ζ3

3
√

2).
– H := 〈τ2στ−2〉 ≤ G,KH = τ2(Q( 3

√
2)) = Q(τ2( 3

√
2)) = Q(ζ2

3
3
√

2).
– SoitK un corps fini de caractéristiquep et de cardinalpn. Nous avons vu queGal(K/Fp) est

cyclique d’ordren engendré par le FrobeniusFrobp.
DoncGal(K/Fp) est isomorphe au groupeZ/nZ. Les sous-groupes sont précisement donnés
par aZ/nZ pour a | n. La théorie de Galois nous redonne donc le résultat que les sous-corps

deFpn sont précisementF
〈Froba

p〉
pn = Fpa pour les diviseursa den.

– SoitL/K une extension finie de corps finis. Soitpn le cardinal deL. DoncL/K est une exten-
sion galoisienne de groupe de Galois cyclique〈Froba

p〉 oùpa est le cardinal deK.
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Voici un corollaire simple mais pas évident !

Corollaire 8.10. SoitL/K une extension séparable et fini. Alors, l’ensemble{E corps| L/E/K}
est fini.

Démonstration.Sans perte de généralité nous pouvons remplacerL par une clôture normale. Donc, on
peut supposer queL/K est une extension galoisienne. Il est clair que son groupe de GaloisGal(L/K)

qui est un groupe fini ne possède qu’un nombre fini de sous-groupes (déjà l’ensemble des sous-
ensembles deG est fini). Donc par le théorème 8.8 il n’existe qu’un nombre fini de corpsE tels
queL/E/K.

Proposition 8.11.SoitL/K une extension de corps. SoientL/L1/K etL/L2/K des extensions telles
queL1/K etL2/K sont galoisiennes et finies.

(a) Le corpsL1L2 := K(L1, L2) (extension deK dansL engendrée par les éléments deL1 etL2)
est une extension galoisienne et finie deK.

(b) La restriction
Gal(L1L2/L2)→ Gal(L1/(L1 ∩ L2)), σ 7→ σ|L1

est un isomorphisme de groupes.

(c) L’application

ϕ : Gal(L1L2/K)→ Gal(L1/K)×Gal(L2/K), σ 7→ (σ|L1
, σ|L2

)

est un homomorphisme de groupes injectif d’image

im(ϕ) = {(σ, τ) ∈ Gal(L1/K)×Gal(L2/K) | σ|L1∩L2
= τ |L1∩L2

}.

Démonstration.Exercice.

Définition 8.12. Une extension galoisienneL/K est appeléeabélien (cyclique)si Gal(L/K) est
abélien (cyclique).

Corollaire 8.13. SoientL1/K etL2/K deux extensions abéliennes contenu dans un corpsL. Alors,
L1L2/K est aussi une extension abélienne.

Démonstration.Gal(L1L2/K) est un sous-groupe deGal(L1/K)×Gal(L2/K) qui est abélien (par
la proposition 8.11), doncGal(L1L2/K) est abélien.

9 Résolubilité par radicaux

Dans cette section nous regardons la motiviation de Galois pour sa théorie, larésolubilité des
équations polynômiaux par radicaux.

– f(X) := X2 + aX + b ∈ Q[X]. Nous avons

f(x) = 0⇔ x =
1

2
(−a±

√

a2 − 4b),

donc les racines def peuvent être exprimées par des expressions « radicales », autrement dit,
les racines def appartiennent à une extension deQ qui peut être engendrée par des radicaux.
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– f(X) := X3 + 3aX + 2b ∈ Q[X]. Soitζ := ζ3 := e2πi/3. Nous avons

f(x) = 0⇔ x = u+ v oux = ζ2u+ ζv oux = ζu+ ζ2v,

où u =
3
√

−b+
√
b2 + a3 et v =

3
√

−b−
√
b2 + a3. Donc ici aussi les racines def peuvent

être exprimées par des expressions « radicales », autrement dit, les racines def appartiennent à
une extension deQ qui peut être engendrée par des radicaux.

– Il existe aussi une formule en termes de radicaux pour les polynômes de degré4.

Définition 9.1. SoitK un corps parfait.

(a) Une extension finieL/K s’appellerésoluble par radicauxs’il existe des corps

K = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ En

tels que
– L ⊆ En et
– pour tout1 ≤ i ≤ n il existeai ∈ Ei−1 et ni ∈ N tels queEi = Ei−1( ni

√
ai) ou Ei =

Ei−1(ζni
).

(b) Une équation polynômiellef(x) = 0 avecf(X) ∈ K[X] s’appellerésoluble par radicaux surK
si un corps de décomposition def surK est résoluble par radicaux surK.

Cela veut dire que les racines def (qui appartiennent, comme on le sait, au corps de décomposi-
tion) peuvent être exprimées par des radicaux.

Définition-Lemme 9.2. SoientK un corps parfait etn ∈ N>0. Soitµn l’ensemble des racines (dans
une clôture algébriqueK deK) du polynômeXn− 1 ∈ K[X]. On appelleµn le groupe desn-ièmes
racines d’unités. C’est un groupe cyclique (pour la multiplication deK).

AlorsK(µn) est galoisien surK et le groupe de GaloisGal(K(µn)/K) est un groupe abélien.
On appelleK(µn) la n-ième extension cyclotomique deK.

Démonstration. – µn est un groupe : Soienta, b ∈ µn, doncan = bn = 1. Alors,
(

a
b

)n
= an

bn =

1, donca
b ∈ µn. On en conclut queµn est un groupe.

– Queµn est cyclique provient de l’exercice 1(b) de la feuille 9 qui dit que tout sous-groupe fini
deK× est cyclique.

– L’extensionK(µn)/K est galoisienne : séparable carK est parfait et normale car c’est le corps
de décomposition du polynômeXn − 1 ∈ K[X].

– L’application
φ : Gal(K(µn)/K)→ Aut(µn), σ 7→ (ζ 7→ σ(ζ))

est un homomorphisme de groupes injectif. Ici,Aut(µn) est l’ensemble des automorphismes
du groupeµn, c’est-à-dire l’ensemble des isomorphismes de groupesµn → µn.
Cette assertion est claire.

– Aut(µn) est un groupe abélien : Commeµn est cyclique, on peut choisir un générateurζ ∈ µn

et tout automorphismeσ ∈ Aut(G) est uniquement déterminé parσ(ζ). On aσ(ζ) = ζm pour
un m ∈ N. Le groupe est abélien car la composition de deux automorphismes multiplie les
exposantes, et la multiplication dansZ est commutative.



9 RÉSOLUBILITÉ PAR RADICAUX 54

Lemme 9.3. SoientK un corps parfait,a ∈ K etn ∈ N>0. SoitL := K( n
√
a). On suppose queK

contientµn.
Alors l’extensionL/K est galoisienne et le groupe de GaloisGal(L/K) est un sous-groupe de

µn et donc cyclique (et abélien).

Démonstration.L’extensionL/K est galoisienne, car elle est séparable (commeK est parfait) et
normale (c’est un corps de décomposition deXn−a ; ici on utilise queµn appartient àK). On définit
l’application de Kummer

ψ : Gal(L/K)→ µn, σ 7→ σ( n
√
a)

n
√
a

.

Elle est clairement injective car lesK-homomorphismeL → L sont déterminé par l’image den
√
a.

C’est un homomorphisme de groupes :

ψ(σ ◦ τ) =
σ(τ( n

√
a))

n
√
a

=
σ(ψ(τ) n

√
a)

n
√
a

= ψ(τ)
σ( n
√
a)

n
√
a

= ψ(τ)ψ(σ) = ψ(σ)ψ(τ)

où on a utilisé queτ agit trivialement surµn, donc sur l’image deψ.

Lemme 9.4. SoitK un corps parfait tel queµn ⊆ L. SoientL/K une extension galoisienne avec
groupe de GaloisG := Gal(L/K) eta ∈ L. SoitN/K la clôture normale (donc galoisienne) surK
deL( n

√
a) (qui est vu comme un sous-corps d’une clôture algébrique deL).

Alors,N/L est une extension abélienne.

Démonstration.On définit le polynôme

f(X) :=
∏

σ∈G

(Xn − σ(a)) ∈ L[X].

Comme il est clairement invariant par toutτ ∈ G, il en suit quef ∈ K[X]. La clôture normaleN de
L( n
√
a) surK est le corps de décomposition def surK, car il est normal et tous lesn

√

σ(a) doivent
y appartenir pourσ ∈ G.

Commeµn ⊆ K on peut donc voirN comme le compositum de tous les corpsL( n
√

σ(a)) pour
σ ∈ G. Par le corollaire 8.13 et le lemme 9.3 on obtient qu’en effetN/L est abélienne.

Définition 9.5. SoitG un groupe fini. On l’appellerésolubles’il existe une suite de sous-groupes

Gn = {1} ≤ Gn−1 ≤ Gn−2 ≤ · · · ≤ G1 ≤ G0 = G

telle que
– pour tout1 ≤ i ≤ n on aGi �Gi−1 (sous-groupe normal) et
– Gi−1/Gi est un groupe abélien.

Théorème 9.6.SoientK un corps parfait etL/K une extension finie qui est résoluble par radicaux.
Alors, il existe une extension finie et galoisienneN/K telle que

– L ⊆ N et
– le groupe de GaloisGal(N/K) est résoluble.
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Démonstration.Par définition nous avons des corps

K = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ En

tels que
– L ⊆ En et
– pour tout1 ≤ i ≤ n il existe ai ∈ Ei−1 et ni ∈ N tels queEi = Ei−1( ni

√
ai) ou Ei =

Ei−1(ζni
).

On poseM := ppcm(ni | 0 ≤ i ≤ n) et on définitL0 := K(µM ) (et L−1 := K). Notez que
µni
⊆ L0 pour tout0 ≤ i ≤ n et queL0/K est une extension abélienne par la définition-lemme 9.2.

Pour tout1 ≤ i ≤ n on définit récursivementLi comme la clôture galoisienne surK deLi−1Ei. Par
le lemme 9.4Li/Li−1 est abélienne, c’est-à-direGal(Li/Li−1) est abélienne.

Le corps recherché estN := Ln. Par construction nous avons

Gal(Ln/Ln) E Gal(Ln/Ln−1) E Gal(Ln/Ln−2) E · · · E Gal(Ln/L0) E Gal(Ln/L−1)

et tous les quotientsGal(Ln/Li−1)/Gal(Ln/Li) ∼= Gal(Li/Li−1) pour0 ≤ i ≤ n sont des groupes
abéliens. DoncGal(Ln/L−1) = Gal(N/K) est un groupe résoluble.

Remarque 9.7.Par la théorie de Kummer on peut montrer que l’assertion réciproque tu théorème est
également vraie : SiK est un corps parfait etN/K est une extension finie et galoisienne de groupe
de Galois résoluble, alors toute extensionL/K avecL ⊆ N est résoluble par radicaux.

Malheureusement, on n’aura pas le temps pour développer ceci.

Proposition 9.8. SoitK un corps etL := K(A1, . . . , An) := Frac(K[A1, . . . , An]) le corps de
fonctions àn variables surK. Lepolynôme général de degrén surK est

f(X) :=
n∑

i=0

AiX
i ∈ L[X].

SoitN un corps de décomposition def surL.
Alors,N/L est une extension galoisienne de groupe de GaloisGal(N/L) ∼= Sn, le groupe symé-

trique (des permutations de l’ensemble{1, 2, . . . , n}).

Démonstration.Soientt1, . . . , tn ∈ N tels que

f(X) =
n∏

i=1

(X + ti) ∈ N [X].

Par l’exercice 6(b) de la feuille 13 l’homomorphisme d’anneaux

ψ : K[T1, . . . , Tn]→ N, Ti 7→ ti

est injectif. Il induit leK-isomorphisme

ψ : K(T1, . . . , Tn) := Frac(K[T1, . . . , Tn])→ N, Ti 7→ ti

(la surjectivité est claire).
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Doncf(X) est un polynôme séparable car ses racines sont distinctes. On en conclut queN/L est
une extension galoisienne.

Soitσ ∈ Gal(N/L). Il permute lesti. Pouri ∈ {1, . . . , n} on définit la permutationϕ(σ) ∈ Sn

par la règleσ(ti) = tϕ(σ)(i). Alors, nous avons l’application

ϕ : Gal(N/K)→ Sn, σ 7→ ϕ(σ),

qui est injective parce queσ est uniquement déterminé par les images desti. C’est un homomorphisme
de groupes :

tϕ(στ)(i) = σ(τ(ti)) = σ(tϕ(τ)(i)) = tϕ(σ)(ϕ(τ)(i)).

Il faut démontrer queϕ est un isomorphisme de groupes. Pour toutα ∈ Sn, nous définissons un
isomorphisme d’anneaux

σ : K[T1, . . . , Tn]→ K[T1, . . . , Tn], g(T1, . . . , Tn) 7→ g(Tα(1), . . . , Tα(n))

(l’inverse est donné par l’inverse de la permutationα). On en obtient unK-isomorphisme

σ : K(T1, . . . , Tn)→ K(T1, . . . , Tn),

et donc unK-isomorphismeσ : L → L via ψ. Par construction nous avonsϕ(σ) = α. Donc, nous
avons démontré la surjectivité deϕ.

Définition 9.9. SoitG un groupe.

(a) Soienta, b ∈ G. L’élément[a, b] := aba−1b−1 ∈ G s’appellele commutateur dea, b.

(b) SoientH1, H2 ≤ G des sous-groupes.

[H1, H2] := 〈[a, b] | a ∈ H1, b ∈ H2〉.

(c) DG := G′ := [G,G] s’appelle lesous-groupe des commutateurs deG.

(d) Pouri ≥ 0 on définitDiG := DD . . .D
︸ ︷︷ ︸

i-fois

G.

Proposition 9.10. SoitG un groupe.

(a) [G,G] E G est un sous-groupe normal.

(b) Pour toutN E G sous-groupe normal :

G/N est abélien⇔ [G,G] ⊆ N.

(c) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) G est résoluble.

(ii) Il existe i ∈ N tel queDiG = {1}.
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Démonstration.(a) D’abord on remarque que[G,G] est l’ensemble de tous les produits finis de com-
mutateurs car[a, b][b, a] = aba−1b−1bab−1a−1 = 1. Pour voir que[G,G] est un sous-groupe normal
deG il suffit donc de faire le calcul suivant :

g[a, b]g−1 = gaba−1b−1g−1 = (gag−1)(gbg−1)(gag−1)−1(gbg−1)−1 = [gag−1, gbg−1] ∈ [G,G]

pour toutg, a, b ∈ G.
(b) «⇒ » : Supposons queG/N est abélien. Alors,0 = [aN, bN ] = [a, b]N . Donc [a, b] ∈ N

pour touta, b ∈ G.
«⇐ » : Supposons que[G,G] ⊆ N . Donc,aba−1b−1 ∈ N , doncabN = baN pour touta, b,∈ G,

montrant queG/N est abélien.
(c) « (i)⇒ (ii) » : Supposons queG est résoluble. Alors, il existe des sous-groupes

{1} = Gn E Gn−1 E Gn−2 E · · · E G1 E G0 = G

tels queGi/Gi+1 est abélien pour tout0 ≤ i ≤ n− 1.
On démontre par récurrenceDiG ⊆ Gi (ce qui impliqueDnG = {1}).
Pouri = 0, on aDiG = G ⊆ G0 = G. Supposons l’assertion vraie pouri. On la démontre pour

i + 1. CommeGi/Gi+1 est abélien, on obtient de (b) queDGi ⊆ Gi+1. Par hypothèseDiG ⊆ Gi,
doncDi+1G = D(DiG) ⊆ DGi ⊆ Gi+1.

Proposition 9.11. Soitn ∈ N>0.

(a) Le groupe symétriqueSn est engendré par les transpositions(i j) pour i, j ∈ {1, 2, . . . , n}
distincts.

(b) Le groupe alternéAn est engendré par les3-cycles(i j k) pour i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} distincts.

(c) [Sn, Sn] = An.

(d) [An, An] =







{1} si n = 1, 2, 3,

{(1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} si n = 4,

An si n ≥ 5.

(e) Le groupeSn est résoluble si et seulement sin ≤ 4.

Démonstration.(a) C’est une conséquence direct du calcul

(a1 a2 . . . ar) = (a1 a2) ◦ (a2 a3) ◦ · · · ◦ (ar−1 ar).

(b) Par (a) toutσ ∈ An est le produit d’un nombre pair de transpositions. Donc il faut considérer
les produits de deux transpositions et les exprimer en3-cycles. Ça marche ainsi :

– (a1 a2) ◦ (a3 a4) = (a1 a3 a2) ◦ (a1 a3 a4) si a1, a2, a3, a4 sont distincts.
– (a1 a2) ◦ (a2 a3) = (a1 a2 a3) si a1, a2, a3 sont distincts.
– (a1 a2) ◦ (a1 a2) = (1) si a1, a2 sont distincts.
(c) CommeSn/An est abélien (isomorphe àZ/2Z si n ≥ 3 par la signature), on a par la proposi-

tion 9.10 que[Sn, Sn] ⊆ An. Soit(a1 a2 a3) un3-cycle. On a

(a1 a2 a3) = (a1 a3)(a2 a3)(a1 a3)
−1(a2 a3)

−1 = [(a1 a3), (a2 a3)] ∈ [Sn, Sn].
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Comme tout élément deAn est un produit de3-cycles, on obtientAn ⊆ [Sn, Sn].
(d) n = 1, 2, 3, 4 sont vérifiés par des calculs directs. Pourn ≥ 5 il suffit d’exprimer tout3-cycle

(a1 a2 a3) comme un commutateur. C’est facile car on peut choisira4, a5 tels quea1, a2, a3, a4, a5

sont distincts et l’on a

(a1 a2 a3) = (a1 a2 a4)(a1 a3 a5)(a1 a2 a4)
−1(a1 a3 a5)

−1 = [(a1 a2 a4), (a1 a3 a5)].

(e) Pourn ≥ 5 la proposition 9.10 montre queSn n’est pas résoluble. Les casn = 1, 2, 3, 4 sont
vérifiés par des calculs directs et faciles.

Corollaire 9.12 (Abel). SoitK un corps parfait. L’équation générale de degrén surK est résoluble
en radicaux si et seulement sin ≤ 4.

Démonstration.Proposition 9.11 et théorème 9.6.

Donc pourn ≥ 5 il n’existe pas de formule pour exprimer les solutions de l’équation généralede
degrén en utilisant uniquement+,−, ·, /, •

√•.

10 Constructions à la règle et au compas –n-gons réguliers

Définition-Lemme 10.1.Soitn ∈ N. Si2n +1 est un nombre premier, alorsn est une puissance de2.
Tout nombre premier de la forme22r

+ 1 est appelénombre premier de Fermat.

Démonstration.Exercice sur la feuille 13.

Les seuls nombres premiers de Fermat connus sont3, 17, 257, 65537.

Théorème 10.2(Gauß). Soitn ∈ N≥3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Etant donné deux pointsC etP , len-gon régulier de centreC et avecP comme un des sommets
est constructible à la règle et au compas.

(ii) #(Z/nZ)× = ϕ(n) est une puissance de2.

(iii) Il existe des nombres premiers de Fermat distinctsp1, . . . , ps etm ∈ N tels que

n = 2mp1p2 · · · ps.

Démonstration.Sans perte de généralité nous pouvons prendreC = 0 et P = 1. La construction
de l’n-gon régulier est équivalente à la construction d’un deuxième sommet, doncà ζn = e2πi/n (on
obtient les autres par des réflexions). Par l’exercice 2 de la feuille 12 onaGal(Q(ζn)/Q) ∼= (Z/nZ)×,
donc[Q(ζn) : Q] = #(Z/nZ)× = ϕ(n).

« (i)⇒ (ii) » : Le corollaire 5.8 du théorème principal sur la constructibilité à la règle etau compas
montre que le degré[Q(ζn) : Q] doit être une puissance de2.

« (ii) ⇒ (i) » : Par le théorème principal sur la constructibilité à la règle et au compas (théo-
rème 5.7) il suffit de montrer qu’il existe des corps

Q = L0 ⊆ L1 ⊆ L2 ⊆ · · · ⊆ Lr
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tels queζn ∈ Lr et [Li : Li−1] = 2 pour tout1 ≤ i ≤ r. Nous avons queGal(Q(ζn)/Q) est un
groupe fini abélien d’ordre2r pour unr ∈ N. L’exercice 4 (b) de la feuille 13 montre l’existence de
sous-groupes

{1} = Gr �Gr−1 � · · ·�G1 �G0 = G,

tels que(Gi : Gi−1) = 2 pour1 ≤ i ≤ r. La correspondance du théorème principal de la théorie de
Galois 8.8 le traduit en la suite de corps recherchée.

« (ii)⇒ (iii) » : Soit n = 2mpe1

1 · · · · ·pes
s la factorisation den en nombres premiers distincts. Nous

avonsϕ(n) = 2m−1(p1 − 1)pe1−1
1 · · · · · (ps − 1)pes−1

s = 2r. Donce1 = e2 = · · · = es = 1 etpi − 1

est une puissance de2 pour tout1 ≤ i ≤ s. Par la définition-lemme 10.1,pi est un nombre premier de
Fermat pour tout1 ≤ i ≤ s.

« (iii) ⇒ (ii) » : Nous avonsϕ(n) = 2m−1(p1 − 1) · · · · · (ps − 1) qui est une puissance de2.

Remarque 10.3.Dans le théorème 10.2 on peut remplacer (i) par :
(i’) Etant donné deux pointsP1, P2 du plan, unn-gon régulier dont un côté est le segmentP1 P2

est constructible à la règle et au compas.
La raison est la suivante :
Admettons (i) : Alors, il est possible de construire l’angle2π

n ; donc, il est possible de construire
l’angle n−2

n π ; c’est l’angle entre deux côtés voisins dun-gon. Donc, il est possible de contruire le
n-gon ayantP1 P2 comme un de ses côtés.

Admettons (i’) : Si on a len-gon régulier, il est facile de construire son centre (Comment ?). Ayant
son centre, on a l’angle2π

n . A l’aide de cet angle on peut construire lesn-gon réguliers avec le centre
et un des sommets donnés.
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Les exercices sont à rendre le 25/09/2012 au début du cours.

Vos solutions aux exercices vont être notées A (bien), B (moins bien), C (insuffisant). La note que
vous obtenez pour vos exercices ainsi que pour vos résultats auxdevoirs surveillés comptent pour la
note finale du cours : une moyenne de A compte 2 points sur 20 et unemoyenne de B 1 point et C 0
points. Par exemple, si vous avez eu une moyenne de B dans vos exercices et si vous obtenez une 13
dans l’examen, la note finale sera 14.

1. Cet exercice vous explique comment obtenir le polynôme minimal d’une matrice. D’abord vous appre-
nez une méthode générale pour le calculer. Mais, vous verrez aussi que – heureusement – souvent il
suffit de connaître le polynôme caractéristique (plus parfois un petit calcul). Rappelons qu’une consé-
quence du théorème de Cayley-Hamilton est que le polynôme minimal de la matriceM est un diviseur
du polynôme caractéristique. PuisqueM est de degrén, comme vous le savez, le polynôme caracté-
ristique est aussi de degrén. En conséquence le polynôme minimal est de degré au plusn ; il peut être
plus petit !

Voici la méthode de Krylovpour calculer le polynôme minimal deM :

SoientK un corps etM ∈ Matn×n(K). Soit(e1, . . . , en) la base canonique.
– Pour tout1 ≤ i ≤ n :

Calculez la combinaison linéaire non nulle la plus courte

0 = a0ei + a1Mei + a2M
2ei + · · · + ar−1M

r−1ei + M rei.

Ainsi, vous obtenez le polynômegi(X) := a0 + a1X + a2X
2 + · · · + ar−1X

r−1 + Xr ∈ K[X].
– CalculezmM (X) := ppcm(g1(X), . . . , gn(X)). C’est le polynôme minimal !
Notez que souvent vous pouvez abrégez cette méthode : si, par exemple,le degré deg1 estn, vous
savez déjà queg1 est le polynôme minimal (et est égal au polynôme caractéristique).

(a) Les coefficients des matrices suivantes sont dansQ. Donnez pour chacune des matrices suivantes
le polynôme caractéristique et le polynôme minimal. Ne faites pas de grands calculs ! Les résultats
sont faciles à obtenir (par exemple, en utilisant les critères pour la diagonalisation).

M1 :=

(

a 0

0 a

)

, M2 :=

(

a 1

0 a

)

, M3 :=

(

a 1

0 b

)

aveca 6= b,

M4 :=







a 0 0

0 a 0

0 0 a






, M5 :=







a 1 0

0 a 0

0 0 a






, M6 :=







a 1 0

0 a 1

0 0 a






,

M7 :=







a 1 1

0 a 1

0 0 a






, M8 :=







a 1 1

0 b 1

0 0 c






aveca 6= b 6= c 6= a.



(b) (Exercice supplémentaire) Même question pour :

M9 :=

















a1 1 0 . . . 0

0 a2 1 . . . 0
...

. . . . . . . ..
...

0 . . . 0 an−1 1

0 . . . . . . 0 an

















avecai 6= aj pouri 6= j,

M10 :=

















a ǫ1 0 . . . 0

0 a ǫ2 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 a ǫn−1

0 . . . . . . 0 a

















avecǫi ∈ {0, 1} pour1 ≤ i ≤ n − 1.

(c) Même question pour :

N1 :=







0 −1 1

3 4 −3

2 2 −1






, N2 :=







3 0 1

−5 0 −1

−4 −2 2






, N3 :=







4 1 0

−6 −1 0

−4 −2 2






.

(d) (Exercice supplémentaire) Démontrez que la méthode de Krylov marche,c’est-à-dire, démontrez
l’assertionmM (X) := ppcm(g1(X), . . . , gn(X)).

2. Dans cet exercice vous obtenez la réduction de Jordan des matrices de l’exercice 1.

(a) Pour les matrices de l’exercice 1 (a) et 1 (c), donnez la/une réduction de Jordan.

Ne calculez pas de base ni de matrice de changement de base. Dans cette exercice il nous suffit la
matrice. Puisque vous connaissez le polynôme minimal et le polynôme caractéristique, vous n’avez
aucun calcul à faire !

(b) (Exercice supplémentaire) Même question pour les matrices de 1 (b).

(c) Pour la matriceN1 de l’exercice 1 (c), calculez une matriceC telle queC−1N1C est une réduction
de Jordan deN1.

3. (Exercice supplémentaire) SoitK un corps algébriquement clos. Par définition (qu’on verra un peu
plus tard dans le cours) cela veut dire que chaque polynôme normaliséf(X) ∈ K[X] peut être écrit
commef(X) =

∏n
i=1

(X − ai) aveca1, . . . , an ∈ K. Soit M = (mi,j)1≤i,j≤n ∈ Matn×n(K). La
tracedeM est definie commetr(M) =

∑n
i=1

mi,i.

Trouvez une formule qui exprimetr(M) et det(M) en termes des coefficients du polynôme caracté-
ristiquecarM (X).

Il est très utile d’utiliser la réduction de Jordan. Vous pouvez sans preuve employer que le déterminant
et la trace d’une matrice sont indépendants sous conjugaison.

À propos. Pour illustrer qu’une assertion fausse comme0 = 1 implique tout, on dit qu’Einstein a donné
l’exemple suivant : « Si0 = 1, alors1 = 2. L’ensemble dont les éléments sont le pape et moi a deux
éléments. Mais, puisque1 = 2, cet ensemble n’a qu’un élément, ce qui implique que je suis le pape. »
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1. SoientA un anneau factoriel etK son corps des fractions. Démontrez les assertions suivantes :

(a) Toutz ∈ K \ {0} s’écrit de façon unique comme produit

z = u ·
∏

p∈P

pvp(z)

avecu ∈ A×, vp(z) ∈ Z et on avp(z) 6= 0 seulement pour un nombre fini dep ∈ P.

(b) Pour tousx, y ∈ K on avp(xy) = vp(x) + vp(y). Pour que cette égalité ait un sens six = 0 ou
y = 0 on posea + ∞ = ∞ et∞ + ∞ = ∞.

(c) On a :x ∈ A ⇔ vp(x) ≥ 0 ∀ p ∈ P.

(d) Soitx ∈ A. On a :vp(x) = 0 pour toutp ∈ P ⇔ x ∈ A×.

2. SoientA un anneau factoriel etK son corps des fractions. Soit0 6= f ∈ K[X]. Démontrez les
assertions suivantes :

(a) On a quevp(f) 6= 0 seulement pour un nombre fini dep ∈ P.

(b) vp(f) ≥ 0 ∀ p ∈ P ⇔ f ∈ A[X].

(c) Si0 6= f(X) =
∑r

i=0 aiX
i ∈ A[X], alorsvp(f) = vp(pgcd(a0, a1, . . . , ar)).

(d) Il existea ∈ K \ {0} tel queaf ∈ A[X] est un polynôme primitif.

(e) Pour touta ∈ K \ {0} on avp(af) = vp(a) + vp(f).

3. (Exercice supplémentaire) SoientA, B des anneaux commutatifs,φ : A → B un homomorphisme
d’anneaux etb1, . . . , bn ∈ B.

Montrez qu’il existe un unique homomorpisme d’anneaux

Φ : A[X1, . . . , Xn] → B

tel queΦ(Xi) = bi pour touti = 1, . . . , n etΦ|R = φ.

Cette propriété abstraite (mais, parfois utile !) s’appellepropriété universelle de l’anneau des poly-
nômes.

À propos. Évariste Galois, né le 25 octobre 1811 à Bourg-la-Reine, mort le 31 mai 1832 à Paris, est un
mathématicien français, qui a donné son nom à une branche des mathématiques, la théorie de Galois.

Mort à la suite d’un duel à l’âge de vingt ans, il laisse un manuscrit élaboré trois ans plus tôt, dans
lequel il établit qu’une équation algébrique est résoluble par radicaux si et seulement si le groupe de
permutation de ses racines a une certaine structure, qu’Emil Artin appellerajustement résoluble. Son
Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux, publiépar Joseph Liouville quatorze



ans après sa mort, a été considéré par ses successeurs, en particulierSophus Lie, comme le déclencheur
du point de vue structural et méthodologique des mathématiques modernes.

Républicain radical, il prit une part active aux événements qui suivirent les Trois Glorieuses.

Les démêlés de Galois avec les autorités, tant scientifiques que politiques, leszones d’ombre entourant
sa mort prématurée, contrastant avec l’importance désormais reconnue de ses travaux, ont contribué à en
faire l’incarnation du génie romantique malheureux et d’une jeunesse prometteuse et mal aimée. Il a été
célébré en octobre 2011 à l’occasion du bicentenaire de sa naissance.

(Source : fr.wikipedia.org/wiki/Evariste_Galois)
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Ces exercices qui ne sont pas à rendre vous préparent au devoir surveillé du 10/10/2012.

1. Révisez les exemples et exercices concernant la réduction de Jordan.

2. Trouvez tous les polynômes irréductibles de degré au plus4 dansF2[X].

3. Démontrez que les polynômes suivants sont irréductibles :

(1) 5X3 + 63X2 + 168 ∈ Q[X],

(2) X6 + X3 + 1 ∈ Q[X],

(3) X4 + X3 + X2 + X + 1 ∈ F2[X],

(4) X4
− 3X3 + 3X2

− X + 1 ∈ Q[X],

(5) X9 + XY 7 + Y ∈ Q[X, Y ],

(6) X2
− Y 3

∈ C[X, Y ].

Les deux critères (réduction et Eisenstein) vont vous aider, mais ne suffiront pas toujours.

4. (Exercice supplémentaire)

(a) (Variante du critère de réduction)SoientA un anneau factoriel etK son corps des fractions. Soient
f(X) =

∑d
i=0

aiX
i
∈ A[X] un polynôme non constant etp un élément premier deA qui ne divise

pasad. Supposons quef(X) :=
∑d

i=0
aiX

i est irréductible dansA/(p)[X] où ai est la classe de
ai dansA/(p).

Montrez quef est un élément irréductible dansK[X].

(Vous pouvez utiliser le critère de réduction formulé dans le cours.)

(b) Démontrez aussi unevariante du critère d’Eisenstein: La condition que le polynôme soit primitif
peut être enlevée si la conclusion est l’irréductibilité dansK[X].

5. (Exercice supplémentaire) Démontrez les assertions suivantes :

(a) Le polynômeX4 + 1 ∈ Q[X] est irréductible.

(b) Pour tout nombre premierp on a :

(i) Il existea ∈ Z t.q.a2
≡ −1 mod p ou

(ii) il existe b ∈ Z t.q. b2
≡ 2 mod p ou

(iii) il existe c ∈ Z t.q. c2
≡ −2 mod p.

(c) Pour tout nombre premierp le polynômeX4 + 1 ∈ Fp[X] possède un diviseur de degré2 (qui
n’est pas nécessairement irréductible).

(Aide : ConsidérerX4 + 1 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d) et utiliser (b).)



À propos. Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (16 avril 1823 - 11 octobre 1852).

Comme Galois et Abel, Eisenstein est mort avant l’âge de 30 ans, et comme Abel, sa mort est due à
la tuberculose. Il est né et mort à Berlin, Allemagne. Il fit ses études à l’Université de Berlin où Dirichlet
était son professeur. Bernhard Riemann a suivi des cours donnés par Eisenstein.

Gauß aurait déclaré : « Il n’y a que trois mathématiciens qui feront date : Archimède, Newton et
Eisenstein ». Bien que cette déclaration soit assez improbable, Eisenstein a créé une œuvre remarquable.
Il n’est pas seulement connu pour son critère d’irréductibilité, mais aussi pour les séries d’Eisenstein dans
la théorie des formes modulaires et la réciprocité d’Eisenstein (qui généralise celle de Gauß), pour en
nommer quelques-uns de ses accomplissements.

(Partiellement tiré de :http ://fr.wikipedia.org/wiki/Gotthold_Eisenstein)



Exercices : Algèbre 3
Semestre d’hiver 2012/2013

Université du Luxembourg Feuille 4
Prof. Dr. Gabor Wiese
Hoan-Phung Bui 09/10/2012

Les exercices sont à rendre le 16/10/2012 au début du cours.

Tout corps est supposé commutatif pour le reste du cours.

1. (a) Nous savons queK := F2[X]/(X2 + X + 1) est un corps de cardinal4. Déterminer sa caractéris-
tique et son corps premier.

(b) Plus généralement : SoitK un corps de caractéristiquep > 0 et f ∈ K[X] un polynôme irréduc-
tible. Déterminer la caractéristique deK[X]/(f(X)).

2. SoientK un corps de caractéristiquep > 0 et n ∈ N. On poseq := pn. Démontrer que pour tout
a, b ∈ K on a(a + b)q = aq + bq.

3. SoientL/K une extension de corps eta ∈ L. Démontrer que l’applicationévaluation

eva : K[X] → L,

d∑

i=0

ciX
i 7→

d∑

i=0

cia
i

est un homomorphisme d’anneaux.

4. (a) Démontrer queQ[i] ⊂ C (aveci =
√
−1) est un corps (donc égal àQ(i)). Quel est son degré

surQ ?

(b) Démontrer queR[i] ⊆ C (aveci =
√
−1) est égal àC. Quel est son degré surR ?

(Exercice supplémentaire :) Quel est son degré surQ ?

(c) Soitp un nombre premier etn ≥ 1 un nombre naturel. Démontrer queQ[ n

√
p] ⊂ R est un corps

(donc égal àQ( n

√
p)). Quel est son degré surQ ?

(d) (Exercice supplémentaire) Soitp un nombre premier etζp := e2πi/p ∈ C. Démontrer queQ[ζp] ⊂ C

est un corps (donc égal àQ(ζp)). Quel est son degré surQ ?

5. (Exercice supplémentaire) SoientL/K une extension de corps de degré2k (pour unk ∈ N), a ∈ L

et f ∈ K[X] un polynôme irréductible de degréd tel quef(a) = 0 et d est impair. Démontrez que
a ∈ K.

À propos : Historique de la résolution des équations polynomiales – le degré 2.

Les équations du second degré sont au centre de l’algèbre babylonienne, dès avant le 18ème siècle AC. La
tablette d’argile BM 13901 a été qualifiée de "véritable petit manuel d’algèbre, consacré à l’équation du
second degré et aux systèmes d’équations, et donnant les procédures résolutoires fondamentales".

Al-Khawarizmi (∼783-∼850) : mathématicien, géographe, astrologue et astronome perse (Perse= Iran
actuel) est à l’origine des mots "algorithme" et "algèbre". Son apport en mathématiques fut tel qu’il est
également surnommé "le père de l’algèbre" avec Diophante d’Alexandrie ((∼200/214-∼284/298), mort à
84 ans, également connu pour son épitaphe permettant de retrouver l’âge qu’il avait à sa mort).



Al-Khawarizmi étudie les équations du second degré dans un ouvrage intutilé "Abrégé du calcul par la
restauration (al-jabr) et la comparaison (al-muqābala)". Il distingue six cas d’équations du premier ou se-
cond degré dans lesquels les paramètresa, b et c sont tous positifs :
1. les carrés égalent les racines :ax2 = bx,
2. les carrés égalent les nombres :ax2 = c,
3. les racines égalent les nombres :bx = c,
4. les carrés et les racines égalent les nombres :ax2 + bx = c,
5. les carrés et les nombres égalent les racines :ax2 + c = bx,
6. les racines et les nombres égalent les carrés :bx + c = ax2.

Sources :
– Jean Doyen, Problèmes et méthodes en mathématiques (cours donné à l’ULB durant l’année acadé-

mique 2008-2009)
– Wikipédia
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Les exercices sont à rendre le 23/10/2012 au début du cours.

1. Calculer le polynôme minimal surQ de
√

7, 5
√

7, 1+
√

5

2
.

2. SoientL/K une extension de corps eta ∈ L. On supposeK[a] = K(a). Ecrire une preuve directe
(sans utiliser les résultats du cours) qui montre quea est algébrique surK.

3. SoientL/K une extension de corps eta1, . . . , an ∈ L.

Démontrer l’équivalence des deux assertions suivantes :

(i) L’extensionK(a1, a2, . . . , an)/K est finie.

(ii) Tous lesai pouri = 1, . . . , n sont algébriques surK.

Vous pouvez utiliser les résultats du cours.

4. Soitf = X3 + 3X − 3 ∈ Q[X] etα ∈ C un zéro def .

(a) Démontrer que1, α, α2 est une base duQ-espace vectorielQ(α).

(b) Représenterα−1 et (1 + α)−1 comme combinaisonQ-linéaire de1, α, α2.

(c) Calculer le polynôme minimal deβ := α2 − α + 2 surQ.

5. (Exercice supplémentaire) SoientL/K une extenstion algébrique de corps etA un sous-anneau deL
tel queK ⊆ A ⊆ L. Démontrer ou contredire l’assertion :A est un corps.

À propos : Historique de la résolution des équations polynomiales – le degré 3.

Omar Khayȳam (1048-1131) : mathématicien, astronome et poète persan résoud géométriquement les
équations du 3ème degré dans sont "Traité d’algèbre" en 1074.
Exemple :x3 + px = q, avecp, q > 0

Posonsp = a2 et q = a2b (où a, b > 0) et considérons la parabolex2 = ay et le cerclex2 + y2 = bx.
L’abscisse de l’intersection (non triviale) est racine de l’équation.

Scipione del Ferro(1465-1526) : professeur à l’Université de Bologne, a une idée originale : considé-
rons l’équationx3 + px + q = 0 (on peut toujours ramener un polynôme de degré 3 sous cette forme avec
un changement de variables). Posonsx = u + v, l’équation devient

(u + v)3 + p(u + v) + q = 0 ⇒ (u3 + v3 + q) + (u + v)(3uv + p) = 0.

Il suffit alors de trouveru etv tels que
u3 + v3 = −q,

u3v3 =
−p3

27
ce qui est facile.
A l’époque les nombres négatifs n’étaient pas aimés⇒ on distinguait 3 types d’équations du 3ème degré :



x3 + px = q, x3 = px + q, x3 + q = px, avecp, q > 0.
A sa mort en1526, Scipione del Ferro révèle son secret à son élève Antonio Maria del Fiore mais unique-
ment pour le premier type. Fiore clame qu’il sait résoudre les équations du 3ème degré.

Niccolo Fontana Tartaglia(1499-1557) : professeur de mathématiques à Venise, s’attaque seul au pro-
blème. Dans la nuit du12 au 13 février 1535 il découvre la formule permettant de résoudre toutes les
équations du 3ème degré.
Fiore lance un défi public (disputatio) à Tartaglia : 30 équations du 3ème degré à résoudre. Prix du vain-
queur : 30 banquets. Tartaglia gagne mais refuse le prix.
Anecdote : Tartaglia est le surnom de Niccolo Fontana (tartagliare : bredouiller, bégayer). Niccolo Fontana
habitait à Brescia qui fut prise par les Français en 1512. Il fut blessépar les soldats à la mâchoire, il ne
meurt pas mais conservera un défaut de parole toute sa vie.

Girolamo Cardano(1501-1576) : médecin, astrologue, mathématicien, ingénieur vivant à Milan. Il ap-
prend que Tartaglia peut résoudre les équations du 3ème degré. Il l’invite chez lui en 1539 et le harcèle
jusqu’à ce que Tartaglia accepte de lui révéler sa méthode sous la forme d’un poème obscur que Cardano
arrive néanmois à déchiffrer. Tartaglia fait jurer à Cardano de ne jamaisrévéler le secret.
Cardano connaît donc la formule de résolution de toutes les équations du 3ème degré et l’applique à divers
exemples. L’équation

x3 − 15x − 4 = 0

possèdex = 4 comme racine. Mais la formule donne

x =
3

√

2 + 11
√
−1 +

3

√

2 − 11
√
−1,

une vraie torture mentale pour Cardano (les nombres complexes n’ont pasencore été introduits).
En 1543 Cardano apprend que Scipione del Ferro avait résolu bien avant Tartaglia les équations du 3ème
degré. Cardano pensa alors que rien ne l’empêchait de publier la solutionde del Ferro. En 1547 Cardano
publie "Arts Magna" avec les résolutions des équations du 3ème et 4ème degré (Ferrari). Depuis lors la
formule de résolution des équations du 3ème degré s’appelle "formule de Cardan".

Raphaël Bombelli(1526-1572) : ingénieur en hydraulique à Bologne, a le courage d’aller plus loin : po-
sons

√
−1 = i (1572), a-t-on3

√
2 + 11i+ 3

√
2 − 11i = 4 ? OUI car(2+i)3 = 2+11i et(2−i)3 = 2−11i.

Sources :
– Jean Doyen, Problèmes et méthodes en mathématiques (cours donné à l’ULB durant l’année acadé-

mique 2008-2009)
– Wikipédia
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Les exercices sont à rendre le 30/10/2012 au début du cours.

1. (Exercice pas à rendre) Décrivez les constructions suivantes enutilisant uniquement les opérations
règleetcompasdu cours :

(a) Tracer la droite perpendiculaire à une droite donnée passant par un point donné.

(b) Tracer la droite passant par un point donné et parallèle à une droitedonnée.

(c) Tracer la médiatrice d’un segment donné.

(d) Additionner deux angles.

(e) Réflexion d’un point par rapport à une droite donnée.

(f) Construction du triangle équilatéral à partir d’un segment donné.

(g) Tracer la bisectrice d’un angle.

2. SoitP0 ⊆ C tel que0, 1 ∈ P0 etz, z1, z2 ∈ X (P0). Démontrer :

(a) z1 + z2 ∈ X (P0) ;

(b) −z ∈ X (P0) ;

(c) |z| ∈ X (P0) ;

(d) eπi/3 ∈ X (P0) ;

(e) |z1| · |z2| ∈ X (P0) ;

(f) 1

|z| ∈ X (P0) (pourz 6= 0) ;

(g) z1 · z2 ∈ X (P0) ;

(h) 1

z ∈ X (P0) (pourz 6= 0) ;

(i) ±√
z ∈ X (P0).

Indication : Pour (e) et (f) utiliser le théorème de Thalès (allemand : Strahlensatz) et pour (i) utiliser le
théorème de Thalès sur le cercle (allemand : Satz von Thales).

3. SoitP0 ⊆ C un sous-ensemble. Démontrer que l’opérationcompaspeut être remplacée par l’opération
suivante sans changer l’ensemble de points constructibles :
Pour tousr1, r2 ∈ P0 tracer le cercle de centrer1 passant parr2.

4. SoitP0 ⊆ C un sous-corpstel queP0 = P0 et i ∈ P0. Soitz ∈ P1. Démontrer[P0(z) : P0] ≤ 2.

5. (Exercice supplémentaire) Démontrer que l’heptagon (le polygône régulier à 7 cotés) ne peut pas être
construit à la règle et au compas.

Indication : Construire l’heptagon est équivalent à construire la7-ième racine d’unitée2πi/7, dont on
connaît le polynôme minimal.



À propos : Historique de la résolution des équations polynomiales – le degré 4.

Ludovico Ferrari(1522-1565) : mathematicien italien, découvre vers 1540 une méthode de résolution des
équations du 4ème degré en se ramenant à une équation du 3ème degré.

René Descartes(1596-1650) : mathématicien français, donne en 1637 une méthode plus simple dans le
"Discours de la méthode" (annexe intitulée "Géométrie") :
Prenons l’équationx4 + px2 + qx + r = 0. Si q = 0 on est ramené à une équation de degré 2⇒ on peut
supposerq 6= 0. On essaie de factoriser ce polynôme :

x4 + px2 + qx + r = (x2 + kx + m)(x2 − kx + n)

= x4 + (m + n − k2)x2 + k(n − m)x + mn.

En identifiant les coefficients et en divisant park 6= 0 (carq 6= 0) on obtient

m + n = p + k2,

n − m =
q

k
,

mn = r.

n =
1

2
(p + k2 +

q

k
),

m =
1

2
(p + k2 − q

k
),

mn = r.

En remplaçantm etn dans la 3ème équation, on obtient

k6 + 2pk4 + (p2 − 4r)k2 − q2 = 0.

On trouve ainsik, ce qui nous permet de calculerm etn.
Descartes qualifie les racines réelles de vraies si> 0, fausses si< 0 et les racines non-réelles d’"imagi-
naires".

Sources :
– Jean Doyen, Problèmes et méthodes en mathématiques (cours donné à l’ULB durant l’année acadé-

mique 2008-2009)
– Wikipédia
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Ces exercices qui ne sont pas à rendre vous préparent au devoir surveillé du 07/11/2012.

1. Soita = 5
√

7 ∈ C.

(a) Calculer le polynôme minimalf dea surQ.

(b) Factoriserf dansC[X].

Indication :ζ5 := e2πi/5.

(c) Ecrire tous les homomorphismes de corpsQ( 5
√

7) → C.

2. Considérer l’extension de corpsQ(
√

2 +
√

2)/Q.

(a) Calculer le polynôme minimalf deα :=
√

2 +
√

2 surQ.

(b) Calculer l’inverse deα pour la base1, α, . . . , αd−1 oùd est le degré def .

(c) Factoriserf dansC[X].

(d) Ecrire tous les homomorphismes de corpsQ(
√

2 +
√

2) → C.

3. SoitL/K une extension algébrique.

(a) Soientα, β ∈ L tels que[K(α) : K] = m, [K(β) : K] = n etpgcd(n, m) = 1. Démontrer :

[K(α, β) : K] = mn.

(b) Soientα1, . . . , αn ∈ L et f1, . . . , fn ∈ K[X] les polynômes minimaux correspondants. Démon-
trer :

[K(α1, . . . , αn) : K] ≤
n

∏

i=1

deg(fi).

4. SoitK un corps algébriquement clos. Démontrer que le nombre d’éléments deK est infini.

Indication : Supposer le contraire :K = {a1, . . . , an}. Ecrire un polynôme non-constantf ∈ K[X]

tel quef(ai) = 1 pour touti = 1, . . . , n. Pour trouver ce polynôme il peut être utile de se rappeler
comment on démontre que le nombre de nombres premiers est infini.

5. (Exercice supplémentaire) SoitK un corps. Le but de cet exercice est de démontrer qu’il existe une
clôture algébrique deK.

(a) SoitM := {f ∈ K[X] | deg(f) ≥ 1}. SoitR := K[(Xf )f∈M ] l’anneau des polynômes dans les
variablesXf oùf parcourt l’ensembleM . Soita := (f(Xf ) f ∈ M) � R, l’idéal deR engendré
par tous les élémentsf(Xf ) pourf ∈ M .

Démontrer :a 6= R.

Indication : Pour une contradiction, représenter1 =
∑n

i=1
gifi(Xfi

) avecg1, . . . , gn ∈ R et
certainsf1, . . . , fn ∈ M . Trouver une extensionK ′/K etαi ∈ K ′ tels quefi(αi) = 0. En déduire
la contradiction.



(b) Soitm � R un idéal maximal tel quea ⊆ m (qui existe par un résultat démontré en Algèbre 2) et
poserL := R/m.

Conclure queL est une extension de corps deK.

(c) Démontrer que toutf ∈ M possède un zéro dansL.

Nous avons donc démontré jusqu’à ici : SoitK un corps. Il existe un corpsL(K) tel que tout
polynômef ∈ K[X] de degré≥ 1 possède un zéro dansL(K).

Indication : Imiter la preuve de l’existence du corps de rupture.

(d) PoserK0 := K et par récurrence pour toutn ≥ 1 : Kn := L(Kn−1). PoserM :=
⋃

∞

n=0
Kn.

Démontrer queM est algébriquement clos.

Indication : Toutf ∈ M [X] doit appartenir à unKn[X].

(e) PoserK = KM et conclure queK est une clôture algébrique deK.

À propos : Historique de la résolution des équations polynomiales – le degré n ≥ 5.

Niels Henrik Abel(1802-1829) : mathématicien norvégien, mort à 26 ans de tubercolose, prouve en 1824,
que l’équation générale du n-ème degré n’est pas résoluble par radicaux dès quen ≥ 5. Remarquons que
certaines équations particulières le sont, par exempleax5 + b = 0. On peut alors se poser la question
suivante : Quelles sont les équations de degré≥ 5 qui sont résolubles par radicaux ?
A l’occasion du bicentenaire de la naissance d’Abel, l’Académie norvégienne des sciences et des lettres a
annoncé en 2001 qu’un nouveau prix serait créé pour les mathématiciens: le prix Abel. Le prix est décerné
chaque année depuis 2003 et récompense un mathématicien pour l’ensemblede son oeuvre.

Evariste Galois(1811-1832) : mathématicien français, mort à 20 ans lors d’un duel, fournit la réponse :
il trouve une condition nécessaire et suffisante pour déterminer si oui ou non une équation de degrén est
résoluble (théorie de Galois !).

Sources :
– Jean Doyen, Problèmes et méthodes en mathématiques (cours donné à l’ULB durant l’année acadé-

mique 2008-2009)
– Wikipédia
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Les exercices sont à rendre le 13/11/2012 au début du cours.

1. Considérer l’extension de corpsQ(
√

2 +
√

2)/Q.

Est-ce que c’est une extension de corpsnormale? Pourquoi ?

Indication : Cette extension a déjà été étudiée sur la feuille 7 et les résultats peuvent aider.

2. Soitf = X4 − 3 ∈ Q[X].

(a) Démontrer queL = Q( 4
√

3, i) est un corps de décomposition def surQ.

(b) Quel est le degré de l’extensionL/Q ?

3. (a) Calculez un corps de décompositionL surQ du polynômef(X) = X5 − 7. Quel est le degré de
l’extensionL/Q ?

Indication : Est-ce quef(X) est irréductible ? Considérer le corpsQ(ζ5) où ζ5 = e2πi/5. Vous
trouvez le polynôme minimal deζ5 surQ dans le cours. Factoriser-le dansC. Choisir deux éléments
qui engendrentL. Pour déterminer le degré[L : Q] vous pouvez utiliser un exercice de la feuille 7.

(b) (Exercice supplémentaire) Même question pourf(X) = X6 + X3 + 1.

Indication : Pour calculer les racines, poser d’abordY = X3.

4. SoientK un corps,f ∈ K[X] un polynôme de degrén > 0 et L un corps de décomposition def
surK. Démontrer que[L : K] divisen!.

Indication : Récurrence sur des corps arbitraires. Soitf ∈ K[X] un polynôme de degrén. Distinguer
les cas :f irréductible surK ou f réductible. Sif est réductible, alorsf = gh et on utilise l’hérédité
pourg eth. Sif est irréductible, soita une racine def dansL. Considérer l’extensionK(a)/K ; lequel
est son degré ? Trouver un polynômeg ∈ K(a)[X] de degré strictement plus petit quen, dont le corps
de décomposition surK(a) est égal àL. Utiliser maintenant l’hérédité.

5. (Exercice supplémentaire). Démontrer queQ est dénombrable.

Indication : L’ensemble de polynômes dansQ[X] est dénombrable, donc l’ensemble de leurs zéros
l’est aussi.

À propos. L’hôtel de Hilbert à Göttingen possède un nombre infini de chambres. Aujourd’hui toutes les
chambres sont occupées. Malgré cela, l’hôtelier Hilbert peut toujours accueillir un nouveau client.

En effet supposons que les chambres sont numérotées par tous les nombres entiers (à partir de 1). Il
suffit que l’hôtelier demande à l’occupant de la première chambre de s’installer dans la seconde, à celui de
la seconde de s’installer dans la troisième, et ainsi de suite. Les clients déjà logés le restent. La première
chambre est libre et peut accueillir le nouveau client.

Mais l’hôtelier peut aussi accueillir une infinité de nouveaux clients. Pour ce faire il faut que le client
occupant la chambre numéro 1 prenne la chambre numéro 2, l’occupant de la numéro 2 la numéro 4, celui
de la numéro 3 la numéro 6, et ainsi de suite. Chacun occupe une chambre de numéro double de celui



de sa chambre précédente, de telle sorte que toutes les chambres de numéroimpair deviennent libres. Et
puisqu’il existe une infinité de nombres impairs, l’hôtelier peut accueillir une infinité de nouveaux clients.

Pour être plus précis, il faudrait dire que l’hôtel peut toujours accueillirun ensembledénombrablede
clients. Par contre, si tous les nombres réels arrivent et chacun veutune chambre, l’hôtel ne suffira pas car
l’ensemble des nombres réels n’est pas dénombrable (par l’argument dela diagonale de Cantor).

(Adapté et corrigé de :http ://fr.wikipedia.org/wiki/Hôtel_de_Hilbert )
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Les exercices sont à rendre le 20/11/2012 au début du cours.

1. SoitK un corps etG ≤ K× un sous-groupe fini du groupe multiplicatif deK. Soitn l’ordre deG et
m := max(ord(g) | g ∈ G). Comme l’ordreord(g) de tout élémentg ∈ G divise l’ordre du groupeG
(c’est un fait bien connu de la théorie des groupes), on am | n. Démontrer :

(a) Toutg ∈ G est un zéro du polynômef(X) := Xm − 1 ∈ K[X].

(b) G est un groupe cyclique, c’est-à-dire, il peut être engendré par un seul élément.

2. Soit K un corps,K une clôture algébrique deK et m ∈ N>0. Nous supposons que soitK est de
caractéristique0, soit la caractéristique deK ne divise pasm. Démontrer :

(a) Le polynômef := Xm − 1 ∈ K[X] est séparable surK.

(b) Il existeg ∈ K
×

d’ordrem dans le groupe multiplicatifK
×

.

3. On considère l’extensionQ( 3
√

2, 4
√

5)/Q. Démontrer que3
√

2 4
√

5 est un élément primitif pour cette
extension, c’est-à-direQ( 3

√
2 4
√

5) = Q( 3
√

2, 4
√

5).

Indication : Cherchern, m ∈ N tel que4 | n, 3 | m et n ≡ 1 mod 3 ainsi m ≡ 1 mod 4 et
utiliser-les.

4. SoitK un corps de caractéristiquep > 0, K une clôture algébrique deK eta ∈ K. Démontrer :

Pour toutn ∈ N et pour touta ∈ K il existe un et un seulb ∈ K tel quebpn

= a.

5. (Exercice supplémentaire) SoitK un corps de caractéristiquep > 0, K une clôture algébrique deK
et f ∈ K[X] irréductible. Soitr ∈ N le maximum tel qu’il existe un polynômeh ∈ K[X] avec la
propriétéf(X) = h(Xpr

). Soitg ∈ K[X] tel queg(Xpr

) = f(X). Démontrer :

(a) g est irréductible et séparable.

(b) La multiplicité de toute racine def est égale àpr.

(c) Les zéros def dansK sont précisement les uniques (voir l’autre exercice)pn-ième racines des
zéros deg dansK.

(d) Soita ∈ K un zéro def . Alors : [K(a) : K] = pr[K(a) : K]s.

6. Soitp un nombre premier.

(a) SoitFp(X) := Frac(Fp[X]).

Démontrer :[Fp(X) : Fp(X
p)] = p et [Fp(X) : Fp(X

p)]s = 1.

(b) (Exercice supplémentaire) SoitFp(X, Y ) := Frac(Fp[X, Y ]).

Démontrer :[Fp(X, Y ) : Fp(X
p, Y p)] = p2 et [Fp(X, Y ) : Fp(X

p, Y p)]s = 1.

À propos : Il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles.



En effet, supposons par l’absurde que l’ensemble de tous les ensemblesexiste ; appelons leΩ. Nous
pouvons alors considérer le sous-ensembleA deΩ formé des ensemblesX tels queX n’est pas un élément
de l’ensembleX :

A = {X ∈ Ω|X /∈ X} .

Qu’en est-il alors deA ? SiA est un élément deA (A ∈ A), alors par définition deA, A n’est pas un
élément deA (A /∈ A). Et si A n’est pas un élément deA (A /∈ A), alors par définition deA, A est un
élément deA (A ∈ A). Aucune de ces deux options n’est donc possible.

Pour lever ce paradoxe, les mathématiciens ont introduit la notion decatégorie, mais ceci est une autre
histoire.
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Les exercices sont à rendre le 27/11/2012 au début du cours.

1. Finir la feuille 9 (Exercices 5 (d) et 6).

2. SoitK un corps fini de caractéristiquep. L’exercice 1 de la feuille 9 montre que le groupe multiplicatif
K× = K \ {0} est cyclique.

Utiliser ce fait pour démontrer qu’il existea ∈ K tel queK = Fp(a).

3. SoitK un corps fini de caractéristiquep > 2. Considérons

φ : K× → K×2 := {r2 | r ∈ K×}, φ(x) = x2.

(a) Démontrer queφ est un homomorphisme de groupes qui est surjectif. Ici on regardeK× et K×2

comme groupe pour la multiplication.

(b) Calculer le cardinal du noyau deφ.

(c) SoitG := K×/K×2 le groupe quotient. Définir un isomorphisme de groupesG → (Z/2Z, +).

(d) Démontrer l’équivalence suivante :

(i) p ≡ 1 (mod 4).

(ii) Il existe i ∈ Fp tel quei2 = −1 dansFp.

4. SoitK un corps fini. Soita :=
∏

x∈K× x.

(a) Démontrerx = −1 (dansK).

(b) Déduire que pour tout nombre premierp on a :p | ((p − 1)! + 1).

(c) Démontrer que sin ∈ N≥2 n’est pas premier, alorsn ∤ ((n − 1)! + 1).

5. (Exercice supplémentaire) SoientK un corps de caractéristiquep > 0, L/K une extension etα ∈ L

algébrique surK. Démontrer l’équivalence suivante :

(i) α est séparable surK.

(ii) K(α) = K(αp).

Indication : Utiliser l’exercice 5 de la feuille 9.

À propos : Le paradoxe de Monty Hall

Vous êtes le candidat à un jeu télévisé et le présentateur vous propose dechoisir votre prix. On vous
place devant trois portes fermées. Derrière l’une de ces portes se trouve un cadeau merveilleux (la démons-
tration de l’hypothèse de Riemann par exemple) mais les deux autres portes necachent rien d’intéressant...
Vous choisissez une porte. Une fois cela fait le présentateur ouvre uneporte non intéressante parmi les
deux portes restantes (exercice : une telle porte existe !). On vous propose maintenant de changer votre
choix, quelle est la stratégie optimale ?
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Les exercices sont à rendre le 04/12/2012 au début du cours.

1. SoientM/L/K des extensions algébriques. On suppose queM/K est normale.
Démontrer :#HomK(L, M) = [L : K]s.

2. SoitK = Q(
√

2,
√

3).

(a) Démontrer queK/Q est une extension galoisienne.

(b) Calculer les éléments de son groupe de GaloisGal(K/Q).

(c) Est-ce queGal(K/Q) est abélien ou cyclique ? Démontrer la réponse.

3. Soitp > 2 un nombre premier. SoitK le corps de décomposition deXp − 2 surQ.

(a) Démontrer queK/Q est une extension galoisienne.

(b) Calculer les éléments de son groupe de GaloisGal(K/Q).

(c) Est-ce queGal(K/Q) est abélien ou cyclique ? Démontrer la réponse.

4. Au cours les éléments du groupe de GaloisG := Gal(Q(ζ3,
3
√

2)/Q) ont été calculés.

Démontrer queG est isomorphe au groupe symétriqueS3.

5. (Exercice supplémentaire) Soientp1, p2, . . . , pn des nombres premiers distincts.

Démontrer queQ(
√

p1,
√

p2, . . . ,
√

pn)/Q est une extension galoisienne avec groupe de Galois iso-
morphe àZ/2Z × Z/2Z × · · · × Z/2Z

︸ ︷︷ ︸

n facteurs

.

À propos. Concernant les déductions logiques...

"Hering ist gut. Schlagsahne ist gut.
Wie gut muss erst Hering mit Schlagsahne sein !"
Kurt Tucholsky, zitiert nach : Thiele, Mathematische Beweise.

Traduction belge libre : « Les gauffres sont bonnes. Les frites sont bonnes.
Comment les gauffres aux frites doivent être bonnes ! »
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Ces exercices qui ne sont pas à rendreet ceux des feuilles précédentes vous préparent au devoir surveillé
du 12/12/2012.

1. SoitL/K une extension galoisienne de degré4. SoitG son groupe de Galois.

(a) On suppose queG est cyclique. Combien de sous-corps possède l’extensionL/K ? Quels sont
leurs degrés surK ?

(b) On suppose queG n’est pas cyclique. Combien de sous-corps possède l’extensionL/K ? Quels
sont leurs degrés surK ?

Indication : Théorème principal de la théorie de Galois.

2. Soit n ∈ N. Soit K ⊆ C le corps de décomposition du polynômeXn − 1 ∈ Q[X]. Soit µn le
sous-groupe deC× (pour la multiplication) qui est composé de tous les éléments deC× dont l’ordre
divisen.

(a) Montrer (en donnant les bonnes citations du cours) queK/Q est une extension galoisienne.

(b) Montrer queK = Q(ζn).

(c) On poseζn = e2πi/n ∈ C×. Montrer queµn est d’ordren etµn = {ζj
n | j = 0, . . . , n − 1}.

(d) Montrer que l’applicationZ/nZ → µn donnée parj 7→ ζj
n est un isomorphisme de groupes (pour

l’addition deZ/nZ).

(e) Montrer l’équivalence des deux assertions suivantes :

(i) L’ordre de ζj
n dansµ(n) est égal àn. (On appelle un telζj

n une n-ième racineprimitive
d’unité.)

(ii) j ∈ (Z/nZ)×.

(f) On poseΦn(X) =
∏

j∈(Z/nZ)×(X − ζj
n) ∈ C[X].

DémontrerΦn(X) ∈ Q[X].

Indication : SoitG le groupe de Galois. Montrer queσ(Φn) = Φn pour toutσ ∈ G.

(g) Démontrer :Xn − 1 =
∏

d|n,d>0 Φd(X) oùd parcourt les diviseurs positifs den.

(h) Démontrer par récurrence enn queΦn(X) appartient àZ[X].

Indication : Utiliser le résultat de Gauß (voir le cours).

(i) Soit Φn(X) = f(X) · g(X) avecf, g ∈ Z[X]. Soit ζ ∈ C tel quef(ζ) = 0. Soit p un nombre
premier qui ne divise pasp. Démontrer quef(ζp) = 0.

Indication : Le polynômeXn − 1 ∈ Fp[X] est séparable. Soientf la réduction def modulop,
et g celle deg. Donc pgcd(f, g) = 1. Si g(ζp

n) = 0, déduire une contradiction en utilisant
g(Xp) = (g(X))p.

(j) Démontrer queΦn est le polynôme minimal deζn.

Indication : Ecrirej ∈ (Z/nZ)× en facteurs premiers et utiliser le point précédent.



(k) Démontrer que len-ième caractère cyclotomique

χ : Gal(Q(ζn)/Q) → (Z/nZ)×,

donné par la règleσ(ζn) = ζ
χ(σ)
n est un isomorphisme de groupes.

3. Soitn ≥ 3 un nombre premier.

(a) DémontrerQ(ζn) possède un et un seul sous-corpsK tel que[Q(ζn) : K] = 2.

(b) Donner un élémenta ∈ K tel queK = Q(a).

4. SoitK un corps etf ∈ K[X] un polynôme irréductible et séparable. SoitL un corps de décomposition
de f sur K. DoncL/K est une extension galoisienne. On supposeG := Gal(L/K) est un groupe
abélien.

Démontrer :L = K(a) pour toute racinea ∈ L def .

Indication : Théorème principal de la théorie de Galois.

5. (Exercice supplémentaire) SoitL/K une extension galoisienne finie etH ≤ Gal(L/K) un sous-
groupe.

(a) Soita ∈ L. On suppose que l’on a l’égalitéH = {σ ∈ G | σ(a) = a}. Démontrer :LH = K(a).

(b) Démontrer qu’il existea ∈ L avec la propriétéH = {σ ∈ G | σ(a) = a}.

6. (Exercice supplémentaire) SoitL un corps algébriquement clos etσ ∈ Aut(L) d’ordre fini. On pose
K := L〈σ〉 où 〈σ〉 est le sous-groupe deAut(L) engendré parσ. SoitM/K une extension finie.

DémontrerM/K est galoisienne etGal(M/K) est un groupe cyclique.

À propos : Le problème de Syracuse

On prend un nombre entier positif. S’il est pair on le divise par2, sinon on le multiplie par3 et on
lui ajoute1. On répète ensuite cette opération avec le nouveau nombre obtenu. Est-il vrai qu’on obtiendra
toujours le nombre 1 après un certain nombre d’étapes ?

Cette conjecture a un énoncé très simple mais se révèle être incroyablement compliqué. Paul Erd̋os a
dit à propos de cette conjecture : « Les mathématiques ne sont pas encore prêtes pour de tels problèmes. »
Il a offert d’ailleurs $500 à celui qui prouverait ou réfuterait cette conjecture.
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Les exercices sont à rendre le 18/12/2012 au début du cours.

1. SoientL/K une extension finie et galoisienne etG := Gal(L/K) son groupe de Galois. On va décrire
le polynôme minimal surK dea ∈ L.

SoitS := {σ(a) | σ ∈ G}. On numérote les éléments deS commea1, a2, a3, . . . , ar et on pose

f(X) :=
r∏

i=1

(X − ai) ∈ L[X].

Démontrer :

(a) f(a) = 0.

(b) f ∈ K[X].

(c) f est irréductible comme élément deK[X].

Donc,f est le polynôme minimal dea surK.

2. Soit L/K une extension galoisienne et finie. SoientL/L1/K et L/L2/K des extensions. On pose
Hi := Gal(L/Li) pouri = 1, 2. Démontrer :

(a) L1 ⊆ L2 ⇔ H2 ⊆ H1.

(b) L1L2 = LH1∩H2 . Ici L1L2 := K(L1, L2) est l’extension deK dansL engendrée par les éléments
deL1 etL2.

(c) L1 ∩ L2 = LH oùH = 〈H1, H2〉 est le sous-groupe deG engendré parH1 etH2.

3. Soit L/K une extension de corps. SoientL/L1/K et L/L2/K des extensions telles queL1/K et
L2/K sont galoisiennes et finies. Démontrer :

(a) Le corpsL1L2 := K(L1, L2) est une extension galoisienne et finie deK.

(b) La restriction
Gal(L1L2/L2) → Gal(L1/(L1 ∩ L2)), σ 7→ σ|L1

est un isomorphisme de groupes.

(c) L’application

ϕ : Gal(L1L2/K) → Gal(L1/K) × Gal(L2/K), σ 7→ (σ|L1
, σ|L2

)

est un homomorphisme de groupes.

(d) ϕ est injectif.

(e) im(ϕ) = {(σ, τ) ∈ Gal(L1/K) × Gal(L2/K) | σ|L1∩L2
= τ |L1∩L2

}.



4. SoitG un groupe abélien fini d’ordrepn > 1 oùp est un nombre premier. Démontrer :

(a) Il existe un élémentg ∈ G d’ordrep.

(b) Il existe des sous-groupes normaux

{1} = Gn � Gn−1 � Gn−2 � · · · � G1 � G0 = G

tels queGi−1/Gi est cyclique d’ordrep.

Indication : Utiliser (a), regarder le quotientG/〈g〉 et itérer.

5. (a) Soienta, b ∈ Z, a 6= b etn ∈ N. Démontrer :(a − b) | (an − bn).

(b) Soitn = rs avecr pair ets impair. On suppose que2n + 1 est un nombre premier. Démontrer :
s = 1.

6. (Exercice supplémentaire) SoitK un corps.

(a) Démontrer par récurrence l’assertion suivante :

Pour toutn ∈ N et tout corpsK on a :
Si L est une extension algébrique deK(X1, . . . , Xn) := Frac(K[X1, . . . , Xn]) et aussi
deK(T1, . . . , Tm) := Frac(K[T1, . . . , Tm]) avecm ≥ n, alorsm = n.

(b) Soit L une extension algébrique deK(X1, . . . , Xn) := Frac(K[X1, . . . , Xn]) telle qu’il existe
t1, . . . , tn ∈ L avecL = K(t1, . . . , tn).

Alors, le homomorphisme d’anneaux

ϕ : K[T1, . . . , Tn] → L, Ti 7→ ti

est injectif.

À propos. Koffer von Göttingen


