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Préface

L'objet principal du cours sera I'étude des extensions algébriquesatps commutatifs. En par-
ticulier, la théorie de Galois sera développée et appliquée. Elle permetetries de démontrer que
I'équation générale de degré au moinse peut pas étre résolue en radicaux et de résoudre (parfois
de maniére négative) plusieurs problémes classiques (provenamtai@ssaGrecs) de construction a
la régle et au compas comme la trisection d’un angle et la quadrature du cercle

Au début du cours nous allons finir le traitement de la réduction de Jordare chatrice com-
menceé avant 'été.

Littérature

Voici quelques références sur la théorie de Galois en francais :
— Jean-Pierre EscoffieThéorie de Galois
Jean-Claude Carregd@héorie des corps, la régle et le compas
Antoine Chambert-Loir Algébre corporelle
Yvan Gozard Théorie de Galois
Patrice Tauvel Corps commutatifs et théorie de Galois
Josette CalaisExtension de corps, théorie de Galois
Evariste Galois : le texte original !
Voici quelques d’'autres références :

— Siegfried Bosch Algebra(en allemand), Springer-Verlag. Ce livre est trés complet et bien
lisible.

— lan Stewart Galois TheoryCe livre est bien lisible. Le traitement de la théorie de Galois dans
le cours sera un peu plus général puisque Stewart se restreint dgnen@ers chapitres aux
sous-corps des nombres complexes.

— Serge Lang Algebra(en anglais), Springer-Verlag. C'est comme une encyclopédie de l'al-
gébre; ony trouve beaucoup de sujets rassemblés, écrits de fagisecon
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1 Réduction de Jordan

Nous commencons ce cours par la réduction de Jordan que nous aopsdparée le semestre
précédent, mais, pas encore finie. Rappelons d'abord les définitioasultats principaux déja mis
en place avant I'été. Dans toute cette section,&aitn corps commutatif.

Le théoreme suivant est souvent apptioreme fondamental sur les matrices qui montre son
réle fondamental : il dit que — aprés un choix de bases (pas oublierdhpgue application linéaire
peut étre décrite de facon unique par une matrice, et que, réciprogtyahaque matrice — encore
pour un choix de bases fixé — définit une application linéaire.

Un mot sur les notations : contrairement a 'usage au semestre précéaenerps les bases main-
tenant avec des parenthésfs= (v, ..., v,), €t non avec des accolades car la forme des matrices
dépend de I'ordre des vecteur. Mais, maintenant il faut se méfier desreopfondre avec un vecteur
(qui est aussi noté avec des parenthéses). Si nous avons dsuvesgacél; et 11, d’'un espace vec-
toriel V avec des basesy = (v1,...,v,) €tSy = (w1, ..., wy), ONNOtergv, . .., vy, Wi, ..., W)
quand-méme pa$; U So.

Théoréme 1.1. SoientV, W deux K-espaces vectoriels de dimensions finiest m. Rappellons
que nous noton$lomg (V, W) I'ensemble de toutes les applicatiops: V' — W qui sontK-
linéaires. SoientS = (vy,...,v,) uneK-base déV etT = (wy,...,w,,) une K-base déV. Pour
¢ € Homg (V, W) etl < i < n, le vecteurp(v;) appartient aiW, alors, on peut I'exprimer en tant
gque combinaisork -linéaire des vecteurs dans la bageainsi :

m
p(vi) =Y ajw;.
j=1

Nous « rassemblons » les coefficiemts dans une matrice :

a1 a2 o Glp
a1 Q22 -+ G2n

Mr s(p) = i ] ) ) € Maty,xn (K).
am,1 Am,2 " Omn

L'utilité de cette matrice est la suivante : Soitc V' un vecteur qui s'écrit en coordonnées pour

b1
bo . .
la baseS commey = | . |. Alors, le produit matriciel
bn
a1 ai2 - Qip b1
a1 G2 v+ A2p bo
am,1 Gm,2 - OGmn bn,

est égale au vecteuys(v) écrit en coordonnées pour la bage C’est a dire que nous avons exprimé
I'image ¢(v) en coordonnées. Alors, la matriddr s(¢) décrit I'application linéairep en coordon-
nées.
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L'assertion principale du théoréme c’est : L'application
HOHIK(‘/, W) - Matmxn(K)a @Y= MT,S(‘P)
est une bijection. Elle est méme un isomorphism& elgebres.

Démonstration.La preuve n’est qu’un calcul assez simple et a été donnée avantlitdait partie
de celles que chaqu’un(e) devrait pouvoir reproduire. Alorst tesas ? O

Dans le reste de cette section nous nous intéressons au cas $péeial/. Une application
K-linéairep : V. — V est aussi appellé&andomorphismet nous écrivons

Endg (V) := Homg (V, V).
A partir d’ici, fixons unK-espace vectoriél de dimension finie:.

Définition 1.2. Soity € Endg (V).

— a € K est appellévaleur proprede ¢ s'il existe0 # v € V t.q. ¢(v) = av (ou équivalent :
ker(¢ — a -idy) # 0).

— Onposél,(a) := ker(p —a-idy). Sia est une valeur propre dg, on appellel, (a) 'espace
propre pou.

— Chaque) # v € E,(a) est appellévecteur propre pour la valeur propre

— On poseSpec(y) = {a € K | a est valeur propre de}.

— On appellep diagonalisablesi V = @ ,cspec(p) Lo (a)-

Vous avez déja vu beaucoup d’exemples, en algébre linéaire et enealgddant I'été. Rappellons
guand-méme une formulation équivalente de la diagonalisabilité (qui explicuoeriy

Proposition 1.3. Soitp € Endg (V) et Spec(¢) = {a1,...,a,}. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) ¢ estdiagonalisable.

(ii) Il existe une bas& deV t.q.

ay 000 O0O0O O0OO0OTO0O

[ Xelen]
=]
S
fiy
]
o oo

MS,S((P): OOOOOaz.OOOOO

Pourl < i <, lavaleura; apparaitdimg E,(a;) fois sur la diagonale.
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Démonstration.« (i) = (ii) » : Pour chaquéd < i < r nous choisissons (par exemple, en la calculant)
une bases; de E,(a;) et posonsS = S1 US> U- - -US,.. Puisquep est diagonalisablé; estla somme
directe dedv,(a;) ; ceci ne dit rien d’autre qué est une base dé. La forme diagonale de la matrice
provient immédiatement du théoreme fondamental sur les matrices 1.1.

« (i) = (i) » : EcrivonsS = (vy,...,v,) ete; pour le nombre de fois que; apparait sur la
diagonale. AlorsF,(a) est le sous-espace #feengendré par les premiersvecteurs de'; ensuite,
E,(a2) est le sous-espace fleengendré par les prochaiasvecteurs de, etc. Ceci montre qu¥
est bien la somme directe d&§ (a;) pourl <i <. O

Définition 1.4. — SoitM € Mat,x,(K) une matrice. Lepolynbme caractéristique d& est
défini comme
carp(X) == det (X -id,, — M) € K[X].

— Soitp € Endg (V). Le polyndme caractéristique deest défini comme

carg(X) = carpyg 4(p) (X).
Avant I'été nous nous sommes convaincues gug ne depend pas du choix de la baseNous
avons aussi vu plusieurs exemples que nous n'allons pas répeter ici.
Proposition 1.5. Spec(¢) = {a € K | cary(a) =0} ={a € K| (X —a) | cary(X)}.

Démonstration.C’est facile, n'est-ce pas ? O

A part le polyndbme caractéristique nous avons également introduit le pog/mdinimal dont
on rappelle aussi la définition. On se souvient qu'on a démontr&gud est un anneau euclidien
(pour la division euclidienne de polynémes, c’est a dire « avec restéosy, comme on I'a démontré
égalementK’[X] est un anneau principal : chaque idéal est principal, c’est a dio¢ &be engendré
par un seul élément. Nous allons utiliser ce fait maintenant.

Définition-Lemme 1.6. (a) SoitM € Mat,x,(K) une matrice. Sif(X) = Z?:o a; X' € K[X]
est un polynéme, alors nous posofis\/) := Z?:o a;M*, ce qui est encore une matrice dans
Maty,xn(K).

(b) L'application « evaluation »

evy @ K[X] — Mat,n(K), f(X)+— f(M)

est un homomorphisme d’anneaux (mémédalgebres).

(c) Le noyauker(evys) est un idéal principal non-nul de I'anneau principal[X], alors, il existe
un unigque polyndme normalisgé,; (X) € K[X]| qui engendréer(evys). On appellem,(X) le
polynéme minimal de\/.

(d) mar(X) estle polyndme normalisé de degré minimal qui anddléc’est a dire :mp; (M) = 0,
ou0,, est la matrice zéro danslat,, .,,(K) (qu'on denotéra aussi pour simplicité)).

(e) Soity € Endg (V). Nous posons

M (X) 1= magg o) (X)

et I'appellonspolyndme minimal de». Ce polynébme ne dépend pas du choix de la Isase
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Démonstration.(a) est clair.

(b) C’est un calcul facile.

(c) Remarquons qu&’[X] est de dimension infinie alors que la dimension\det,, .,(K) est
finie, ce qui montre quev,; ne peut pas étre injective. Alors, son noyau est non-nul et eng@adr
un polyndme qui est unique a multiplication p&r pres, ce qui nous permet de le normaliser.

(d) est clair.
(e) Lindépendence du choix de la base provient du fait que la coisiigavec la matrice de
changement de base décrit un isomorphismylde, .., (K). Ol

Le polyndme caracteristiquer; (X) et le polynéme minimadn (X)) sont liés par le théoreme
de Cayley-Hamilton.

Théoreme 1.7(Cayley-Hamilton) SoitM € Mat,,«,,(K). Alors,
carp (M) = 0, € Maty,xn(K).
En particulier,m;(X) est un diviseur dear;(X).

Démonstration.L'astuce est d'utiliser les matrices adjointes. Nous avons
(X -idy — M) (X -id, — M) = det(X -idy, — M) - idy & carp(X) -idn.  (1.1)

Notez que la matric&X - id,, — M est a coefficients dans I'anneau des polynéiéX|. Mais, il
est facile de vérifier que la propriété principale des matrices adjointesagisevenons d'utiliser est
valable pour chaque anneau commutative et pas seulemenRpleucas pour lequel vous avez vu la
preuve en algébre linéaire.

La définition de la matrice adjointe montre que la plus grande puissankeqie peut apparaitre
dans un coefficient de la matri¢& - id,, — M )Y estn — 1. Nous pouvons alors écrire cette matrice
en tant que polyndme de degié- 1 a coefficients danslat,, x, (K) :

n—1
(X -id, — M)*¥ =Y " B,X' avec B; € Matyxn(K).
=0

Nous écrivongar,,(X) = >_1' ;a; X' et reprenons I'équation (1.1) :

n n—1
carpr(X) -idy = Y ai-idy - X' = (D BiXY)(X -id, — M)
=0 =0
n—1 4 ' n—1 4
=> (BX"™' —~ BMX")=-ByM+» (Bi-1 — BiM)X'+ B, 1X".
i =1

-
Il
o

Nous comparons les coefficients (encore des matrices!) pour obtenir

ag -id, = —BoM, a;-id,, = B;_1 — BiM pourl<i<n-1 et B,_1=0.
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On peut maintenant conclure la preuvecde,; (M) = 0,, par un calcul simple :

n n—1
cary (M) -id, =) a;- M' = —BoM + > (B;_1 — BiM)M’
1=0 =1
= —BoM + ByM — BiM?+ BiM? — ByM?+ BoM? — .- — B, _osM" '+ B, oM™ ! =0,,.

La propriétécar, (M) = 0,, montre quesar; (X ) estdans le noyau de ; de 1.6, alorsn (X))
divisecar s (X), carmjs(X) est un générateur de I'idéal princigadr(evyy). O

Le théoréme de Cayley-Hamilton reste évidemment vrai si 'on remplace la matripar un
endomorphisme € Endg (V).

Exemple 1.8. Sur la feuille d’exercice no. 1 vous trouvez une fagon de calculer les @olgs mini-
maux en général, et surtout une facon pour souvent éviter beawcgicul. Le théoreme 1.10 et la
proposition 1.13 se montreront trés utiles.

Voici des exemples clés pour comprendre la différence entre polymbnimal et polynéme ca-
ractéristique :

— Les trois matrices suivantes ont le méme polynéme caractéristifue,1)? :

My= (%), My=(§1), Ms:=(5%").

Le polyndme minimal d&/; estX — 1. PuisqueMs — 1 -ids = (§ ) # 02 et M3 — 1idy =
(9691) # 0o, le polynéme minimal e$fX —1)? dans ces deux cas. Notez que nous avons utilisé
le fait que les seuls diviseurs normalisés non-constant{sXde 1)? sontX — 1 et(X — 1)?,
alors, le polyndme minimal doit étre un parmi ces deux.

— Les mémes arguments donnent les polynémes minimaux des matieggesu(mais, notez
gu'ily a une possibilité de plus) :

0 1 10
0| ,Mg:=|0 1 1
1 0 0 1
Le lemme suivant est notre premier pas vers la décomposition spectralemhéade Jordan.

Lemme 1.9. Soity € Endg (V).

(@) Soitf € K[X]etW := ker(f(¢)). Alors, W est un sous-espace dé stable pary, c’est a
dire : pour toutw € W on ap(w) € W. Ceci nous permet de restreindgea 1 ; on notéra
I'application restreinte pakp|y : W — W.

(b) Soientf,g € K[X] deux polynébmes premiers entre eux, c’est & dipged(f(X),9(X)) = 1.
Alors,

ker(f(p) - g(¢)) = ker(f(p)) ®ker(g(y)) -
=W =W =Ws

Avant la preuve, un petit mot sur la notatioffi(y) est une applicatiodk -linéaireV — V/, alors
on peut I'appliquer & un vecteur € V. Notre notation pour ceci c’estfi(y)(v) ou bien f(y)v.
Notez les réles distincts des deux paires de paranthéses dans la preqmiéssien. On pourrait aussi
I'écrire (f(v))(v), mais, je trouve cette écriture un peu lourde.
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Démonstration.(a) Nous savons que le noyau de chaque applicdtidméaire est un sous-espace.
Ecrivonsf(X) = .7 , a; X*. Soitalorsw € W, i.e. f(p)w = 3%, a;¢*(w) = 0. Nous calculons

d d d
F@)(pw) =Y aip'(pw)) = Y aip'™(w) = () aiw'(w)) = 0(0) = 0.
i=0 i=0 i=0

(b) Il est clair queii; C W etW, C W, alorsWy + Wo C . Nous devons demontrer

— W1 NnWy = 0 (le K-espace vectoriel zéro) et

- W +Wy=W.
Puisquek [ X] est un anneau euclidien, nous pouvons utiliser I'algorithme d’Euclide éde&) pour
obtenir deux autres polyndmesb € K[X] tels quel = a(X)f(X) + b(X)g(X). Soit d’'abord
w € W1 N Wa. Alors

w = idy (w) = a(p) f(p)w + b(p)g(p)w =0+ 0 =0,

ce qui montre le premier point. Pour le deuxieme soi . L'équation qu’on vient d'utiliser s’écrit
comme

w = wy + wy avecws = a(y) f(p)w etw; := b(y)g(p)w.

Mais, on a
fl@)(wi) = b(e) f(p)g(p)w = b(p)0 =0 = w1 € W)
et
9(p)(w2) = a(p) f(p)g(@)w = a(p)0 = 0 = wy € Wa,
achevant la démonstration. O

Théoreme 1.10(Décomposition spectraleoity € Endg (V') avec polyndme minimah,(X) =

THX) - f52(X) -...- f&(X) oules polyndmeg; (X ) sont irréductibles (ce sont alors des éléments
premiers dans I'anneau principak [ X]) et premiers entre eux, c’est a dipgcd(f;, f;) = 1 pour
toutl <i < j < n(sil'on normalise lesf;, alors la condition ne revient qu’a dire que les polynémes
sont distincts). Posond’; := ker(f;(¢)). Alors, les assertions suivantes sont vraies.

(@ V= 69?:1 Wi.
(b) Sil'on choisit une bas§; du sous-espachl’; pourl < i < r,alorsS =S5, USU---US, est
une base déV pour laquelle on a :

0 My
o] .. (0] (s
f o] ... [o]] o

avecM,; := Mg, s,(¢|lw,) pourl <i <r.

M| Lo J [0 ]
0

GEm:

Démonstration.(a) suit du lemma 1.9 (b) par récurrence.
(b) est clair : Ecrivez la matrice selon les régles et vous allez obtenir cetteef Notez que les
blocs en dehors de la diagonale sont zéros parce@dg) C W;. Ol



1 REDUCTION DE JORDAN 8

Le cas le plus important pour nous est celui (X ) = X — a; aveca; # a; pouri # j (ce
qui implique que leg; sont irréductibles et distincts). La décomposition spectrale n’est enufait g
pas (décisif!) vers la réduction de Jordan. Nous voyons dans lagiree propostion aussi son utilité
pour la diagonalisation. Pour I'instant nous illustrons I'effet de la décaitipa spectrale a 'aide
d’'un exemple. Avant cela, il peut étre utile de se rappeller comment appliegieésultats pour les
applications linéaire aux matrices.

Remarque 1.11.Soit M € Mat,«,(K). On peut appliquer la décomposition spectrale a la ma-

1 0 0
0 1 0
0 0 0
trice M comme suit. Pour la base canoniqie:= (| . [,] .|,...,| . |) la matrice M décrit
0 0 0
0 0 1

une application/ -linéaire ¢ et 'on a M = Mp g(p) (voir le théoréme 1.1).
La décomposition spectrale nous donne une #&ssoitC := Mp g(id) la matrice de change-
ment de bases entre la baSeet la base canonique. Alors, nous avons

Mg,s(p) =C'MC

(comme nous l'avons vu avant I'été). Pour étre encore un peu plasrep rappellons comment
écrire la matriceC. SiS = (vy,...,vy,) et les vecteurs; sont donnés en coordonnées pour la base
standarde, alors la-ieme colonne d€' est juste le vecteur,.

Alors, la décomposition spectrale peut étre utilisée pour calculer une reaseenblable (par
définition, deux matrices!, B sontsemblablessi 'une est une conjugée de l'autre : il existe une
matrice inversibleC telle queB = C~' AC) a M de la jolie forme du théoréme.

1 2 3
Exemple 1.12.SoitM := | 0 1 4 | acoefficients dan®. Le polyndme caractéristique €st’ —
0 05
1)2(X — 5). Il est clair queker(M — 5 - id3) est de dimensiom; c’est & dire que5 est une valeur
propre de multiplicitél (par définition : son espace propre est de dimengipisans calcul il est clair
quedimker((M —id3)?) =3 -1 = 2.
Le théoreme 1.10 implique I'existence d’'une matrittelle que

1
cl.mMm-c=10
0

o = 8
o O O

pour unz € Q qui reste a étre déterming.

En fait, on voit facilement que # 0, car dans ce cas le polyndbme minimal sefait— 1)(X —5)
ce qui est faux (voir aussi la Proposition 1.13). Le théoréme sur lagtiolude Jordan 1.17 nous dira
gue nous pouvons choigif telle que méme = 1.

Le polyndbme minimal nous permet de donner encore une autre caracté@ridati® diagonalisa-
bilité :
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Proposition 1.13. (a) Spec(¢) ={a € K| (X —a)|my(X)} ={a € K | my(a) = 0}.
(b) Soity € Endg (V). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) o estdiagonalisable.
(”) m@(X) = HaeSpec((p) (X - a)'

Démonstration.(a) La deuxieéme égalité est claire : en utilisant la division euclidienne on ubing
a € K estun zéro d'un polyndbm¢ € K|[X] si et seulement sk — a divise f(X). Pour voir
la premiere égalité supposons d'abdil — a) { m,(X). De cela nous déduisons qU& — a) et
m,(X) sont premiers entre eux, ce qui nous permet (par 'algorithme d’Euckdeds) de trouver
b,c € K[X]tels quel = b(X)(X —a) + ¢(X)m,(X). Soit maintenant € V t.q. ¢(v) = av. Nous
avons

v = idyv = b(p)(e(v) — av) + c(@)my(@)v =0+ 0 = 0,

alorsa ¢ Spec(yp).

Supposons maintenafX — a) | m,(X) ce qui nous permet d'écrirg,(X) = (X — a)g(X)
pour ung € K[X]. Puisque le degré deest strictement plus petit que celuide, (X), il doity avoir
unv € V tel quew := g(¢)v # 0 (sinon, le polyndme minimak,(X) serait un diviseur dg(X)
ce qui est absurde). Nous avons alors

(p —a)w =my(p)v =0,

alorsa € Spec(yp).

(b) On écritSpec(¢) = {ai1,...,ar}.

« (i) = (i) » : On choisit une base telle queM := Mg 5(p) est diagonale (voir la pro-
position 1.3). Un calcul trés simple montre qiE_,(M — a;) = 0,. Alors, m,(X) est un di-
viseur de[[;_,(X — a;). Mais, (a) montre que pour chaqueon a (X — a;) | my(X). Donc,
my(X) = [[;_; (X — a;) (les deux polyndmes sont normalisés).

« (i) = (i) » : On appligue la décomposition specrale 1.10 et il suffit de noter quedésces)/;
sont diagonales ca#; = E,(a;) est 'espace propre pour la valeur propte O

Il est utile de remarquer que les propositions 1/5 et|1.13 (a) diseniqueX ) etm,(X) ont les
mémes facteurs de degré
1 0 2
Exemple 1.14.Considérons la matricé/ := |0 1 3| a coefficients dan§). Son polynbme
0 0 4
minimal est(X — 1)(X — 4), alors, elle est diagonalisable.
(Pour obtenir le polyn6me minimal il suffit de voir que I'espace promerga valeur proprel est
de dimensior.)

Nous avons vu dans la proposition 1.3 que les matrices diagonalisablesstiables a des ma-
trices diagonales. L'utilité d’'une matrice diagonale pour des calculs esréeidMalheureusement,
les matrices ne sont pas toutes diagonalisables. Notre but maintenanchsisileune basé de V/
de fagon quél/s s() ait une forme « simple, jolie et elégante » et le plus proche possible de la forme
diagonale.
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Nous avons aussi vu que la décomposition spectrale 1.10 nous donfermeediagonale « en
blocs ». Notre but pour la réduction de Jordan sera de rendre les mataias les blocs le plus simple
possible.

Nous présentons l@&duction de Jordaifla forme normale de Jordgrd’'un point de vue algorith-
mique. Les preuves peuvent étre abrégées un peu si on travailleosadsimées, mais, dans ce cas,
le calcul de la réduction n’est pas clair.

Lemme 1.15.Soienta € K, e € Ny etv € V tels que
(p—a-id)¢(v) =0 et (p—a-id)* (v)#£0.
Nous posons :

Ve

Vet = (¢ —a-id)(v),

vz = (p —a-id)?(v),
vy = (¢ —a-id)* 1 (v).
et(v), := (v1,..., ), le sous-espace dé engendre par lesi, ..., v..
(a) Lesvy,...,v. sontK-linéairement indépendants et, en conséquence, forment uné'oigse) ..

(b) Nous avons:

p(v1) = avy,
‘P(UQ) = v1 + ave,
SD(U3) = v + avs,

©(Ve) = Ve—1 + ave.

(©) e((v)y) C (V).

a 0 0 0
0 a 1 0 0
0 0

(d) Mss(elwy,) =
0O 0 ... 0 a
0O 0 ... O 0 a

Démonstration.(a) Notez que la plus grande puissancepdgui apparait dans la définition d’un des
v; est égale @ — 1. Une combinaison linéaire non-triviale de la forthe- >~7 , o;v; se réécrit alors
sous la formey(¢)(v) = 0 avec un polyndmeé # ¢(X) € K[X]| de degré au plus — 1. Comme le
polynéme minimal de» est de degré, nous obtenons une contradiction.
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(b) C’est un calcul trés facile :

(p—a-id)v; = (¢ —a-id)v =0 =(v1) = avy.
(p—a-id)vy = vy =p(ve) = v1 + avs.
(p—a-id)ve—1 = ve = (Ve) = Ve—1 + ave.
(c) et (d) sont évidents a cause de (b). O

Nous voulons décomposeren blocs de la forme du lemme précédent. Ceci se fait par le prochain
lemme. Il est assez technique et un peu formel, mais, il fait précisement neus faut : Supposons
gue nous avons déja trouvé des sous-espdges.., W, < V telsqueW; @ --- & W, <V etdes
basesS; de W; telles que les matriced/; s, (¢|w,) soit de la forme «jolie » du lemme 1.15 (dans
le prochain lemme on aufd; = (x;),). Le but du prochain lemme est de construire un sous-espace
W41 (C'est(y),,) tel que les mémes propriétés restent vraies pourdassous-espaces. Ce processus
pourra étre continué pour nous mener a la réduction de Jordan. Liaemiion dej est trés explicite
et assez facile a vérifier, mais, un peu technique.

Lemme 1.16.Soienta € K, ¢; € Nyg etzy, ...,z € V tels que pour tout <i <r
(¢ —a-id)%(x;) = 0et(p —a-id)% 1 (z;) # 0.
Nous savons par le lemme 1.15 que, pour fiost ; < r, le sous-espacgr;),, possede la base
Si=(p—a-id)"Hzi), (p—a-id)"(z;), ..., (p—a-id)(z), @

Nous supposons en plus g¥e:= Y., (z;), est égale &P;_, (z;),. En conséquence, := S; U
Sy U---U S, estunek-base deX. Soity € V' \ X tel que(¢ — a - id)“y = 0 pour toutl < i < r.
(@)  induit un endomorphisme dg),,/(X N (y),). Son polyndme minimal est de la foré — a)*

aveck < e; pour toutl < i < r, etk est le plus petit entier positif tel que — a - id)*(y) € X.

(b) Soitk comme dans (a). En représentdnt— « - id)*(y) dans la bases, on obtient des uniques
a;; € K tels que

r e;—1

(o —a-id)fy) =D > aijle—a-id)(x).

i=1 j=k
(c) Soientt comme dans (a) et; ; comme dans (b). On pose

r e;—1

Ji=y— > aijle—a-id) ().

i=1 j=k

Alors,

~ (p—a-id)*(§) = 0et(p —a-id)*"1(7) #0,

- (7)p, N X = 0 et, en conséquence,

— (1) ® (22)p B - - B (21)p @ (7), €St unK -sous-espace de.
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Démonstration.(a) Il est clair quep induit un endomorphisme. Comnte — a - id)%(y) = 0, le
polynéme minimal recherché doit étre un diviseur{de— ), d’ou I'assertion.
(b) En écrivani{y — a - id)*(y) dans la basé, on obtient

r o e—1
(0 —a-id)*(y) =D D aijlp —a-id)(x;).
i=1 j=1
Il faut donc montrery; ; = 0 pour toutd < j < k — 1. On agit des deux cotés pas — a - id)4* ou
d est le minimum des; et on obtient

Id ei,l,(d,k)

0= Z Z a;i(p—a- id) 4R ().
i=1  j=1

Puisque tous les coefficients du vecteur zéro dans chaque basgaad&eéro, il en suitque; ; = 0
Sij<e;—1—(d—k)=Fk—1+(e;—d).Puisquel < e;, on a, en particulieky; ; =0sij < k—1,
comme requis.

(c) L'égalité de (b) se réécrit comme

r e—1
(o —a-id)fy) = (p—a-id)* (DD aijle —a-id) F(a)) = (¢ — a-id)*(y — ),
i=1 j=k
d'ou
(¢ —a-id)*(g) = 0. (1.2)

Soit f(X) € K[X] tel que f(¢)(y) € X. Il en suit quef(p)(y) € X car la differencey — y
est dansX. Par (a),(X — a)* divise f(X). Alors, par I'équation/ (1.2) on &(¢)(§) = 0, donc
(7)pNX =0.

Pour finir, supposons qug — a - id)*~1(§) = 0. Par le méme argument on en déduit que
(¢ —a-id)*~1(y) € X ce qui contredit le choix d& fait dans (a) ; alorsiy — a -id)*~ () # 0. O

Théoréme 1.17(Réduction de JordanBupposons que le polyndme minimaldest égal &

T

my(X) = [J(X —ai)

i=1

avec différents;; € K ete; > 0 (ceci est toujours le cas lorsquE est algébriguement clos, par
exempleK = QC).

En calculantV; := ker ((go —a; - id)ei), on obtient ladécomposition spectralgoir la proposi-
tion 7.5), c'est a dire :

V= EBW et (V;) CV; pourtoutl <i <.
=1

Pour chaquel < ¢ < r, on peut construire (voir la preuve) degs, ..., z; s, € V; tels que

Vi= <xi,1><p S---D <xi73i>90 et ¢(<xi7j><ﬂ) C <37i,j><ﬁ‘
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Soite; ; I'entier positif minimal tel quey — a; - id)% (z; ;) = 0 pour toutl <i <retl <j <s;.
Pour tout espacéz; ), on chosit la base; ; comme dans le lemme 1.15. On pose
S = S171 U 5172 UJ---u 51751 U S2,1 U 5272 J---u 52,52 U...... - U Sr,s,.-

Alors, S est unek -base dé/ telle que

Nia | [ o | [ o |

0 Nol [ o] ... [ 0]

a; 1 0 0 0

0O a 1 O 0
N;; = 00 ;

: : . 1 0

O 0 ... 0 0 ay

qui est d’ordree; ;. On appelle lesV; ; lesblocs de Jordagpour la valeur proprez;).

Démonstration.ll suffit de décrire la construction des ;. Pour simplifier les notations, posors :=
Vi,a:=a;,e:=¢; etk; :=e.
— On choisitry € ker ((¢ — a - id)*) \ ker ((¢ — a -id)"~1).
Nous savons qu’un tet; existe, car dans le cas contraire, la puissanceXde « dans le
polynéme minimal serait au plug — 1 = e — 1. Pour calculer un tet, on peut calculer le
noyau deg(¢ — a - id)*1~! et choisir un élément d& qui n’est pas dans ce noyau.
— Si(z1), estdéja égal &, on arréte.
Sinon, on calcule le minimuri, tel que(y — a - id)*2 annuleW/(z),,. Notezk; > k.
On choisity € W tel que(y — a - id)*> 71 (y) & (z1).,.
Nous pouvons appliquer la formule du lemme 1.16 pour obfgnir
On posers := § et on obtientx), ® (z2), < W et(p — a - id)k2~1(zy) # 0.
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— Si(z1), @ (w2), est déja égal &7, on arréte.
Sinon, on calcule le minimunk; tel que(p — a - id)* annuleW/((z1), ® (z2),). Notez
k1 > kg > k3.
On choisity € W tel que(y — a - id)*~1(y) & (z1)y ® (T2),.
Nous pouvons appliquer la formule du lemme 1.16 pour obfgnir
On posers := § et on obtientx1 ), ® (12), ® (z3), < W et(p —a-id)k~1(z3) #£ 0.
— On continue ainsi jusqu’a ce qUiE = (x1), ® (z2), B - -+ B (Tg)y.

Remarque 1.18.Explicitement, la bas# est la suivante :

(p—ar-id)* 1 Hzr1),  (p—ar-id)* (@1), ... (p—ar-id)(z11), @10,
((p —ai - id)6172*1<m172), ((p —ai - id)617272($172), R (90 —ai - id)(a:Lg), 1,2,
(90 —ap- id)e1,51*1(l.1731)’ (90 —ap- id)el’sl 72(561751)7 S (90 —ai- id)(xl,sl)v L1,s15
(QO —a - id)€2,1—1($2’1)7 ((p —a - id)ez*l_Q(l‘Q’l), . . ((,0 —as - ld) (CL‘QJ), 21,
(QD —a - id)62’2_1($272), ((p —a - id)62’2_2($2’2), . (go —a - id) (1'2,2), 22,
(p —az-id)22"Yzos,), (p—ag-id)?=2"3(29s,), ... (p—az-id)(v2s,), Tos,
((p —as- id)e&l_l(x&l), ((p —as- id)8371_2(l’3,1), o (QO —as- id)(l’gﬂ), 31,
(¢ —ar - id) s HNars,), (@ —ap-id)r(2rs,), oo (¢ —arid)(2rs,), Trs,

Notez que laéduction de Jordan n’est pas unique en générale (on peut, parlexpanmuter les
blocs). Alors, pour étre précis on devrait parler plutot d'véduction de Jordan, ce que nous allons
faire parfois. SiS est une base telle que s () ait la forme du théoréme, on dira qiés s(¢) est
la/une réduction de Jordaou bien qu’elle da/une forme de Jordan

Pour appliquer le théoréme 1.17 aux matrices voyez (encore une fois)daqee 1.11.

Exemple 1.19.(a) Les matrices\fy, Mo, My, M5, Mg de 'exemple 1.8 ont déja la forme de Jordan.
La réduction de Jordan d&/; estMs.

110
(b) La/une réduction de Jordan de la matrice de I'exmple[1.126st= |0 1 0
0 05
1 10
(c) Considérons la matricd/ := | —1 3 0 | a coefficients dan@®.
-1 1 2

Un calcul montre quear; (X ) = (X — 2)3. Alors,r = 1 dans les notation du théoréme 1.17 et,
alors, la réduction de Jordan doit étre parmi les trois matrices suivantes :

2 00 210 210
0 2 0], 0 2 0f, 0 2 1
0 0 2 0 0 2 0 0 2
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On calcule facilement query, (X) = (X — 1)2. De ce fait nous pouvons déja déduire que la

210
réduction de Jordanest0 2 0
0 0 2
La question devient plus désagréable si on nous démande de calogenatriceC' telle que
2 10
C'MC = [0 2 0].Mais, cela nest pas aussi difficile que ¢a. Nous suivons I'algorithme
00 2
donné dans la preuve du théoreme 1.17.
-1 1 0
—OnaM —2idg=|-1 1 0
-1 1 0
0 1
— Alors,ker(M —2id3) = ([0 |, —-1]).
1 0

— Nous savons query (X) = (X — 2)2 (ce qu'on révérifie facilement A2 = 03). Selon
I'algorithme, nous choisissons

0 1
x1 € ker((M — 2id3)?) \ ker(M —2id3) = Q*\ (|0 |, | =1 |),
1 0
1
par exempler; = | 0
0

— Nous commencons a écrire notre b&sé.e premier vecteur le la base est, selon I'algorithme,

-1 1 0 1 —1
V1 = (M — 21(13)3)1 = -1 1 0 0 = —1
-1 1 0 0 —1

et le deuxiéme est justg := ;.
— CommeQ?/(z1), = Q3/(v1,v2) est de dimensiod — 2 = 1, alors nous recherchons mainte-
nant uny € Q3 tel que(M — 2ids)%y =y & (z1), = (v1,v2).
0
Il est utile de choisity = | 0 | car c’est un vecteur propre. Comme ¢a nous n’avons pas besoin

1
de faire I'ajuster (c’est & dire calculef) et nous pouvons directement prendse= y. Dans le

cas de dimensioB on peut toujours éviter le calcul de
— |l suffit d’écrire les vecteurs,, vo, v3 dans les colonnes d’une matrice :

-1 1 0
C=1]1-1 0
-1 0 1
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Le théoreme 1.17 nous dit que

0 —1 0 1 10\ /=110 2 1 0
c'Mc=11 -1 o|l|[-1 3 0 -1 0 0]l=1]0 2 0],
0 -1 1/ \=-1 1 2/ \=-1 01 00 2

ce gu’on peut vérifier pour se convaincre des calculs.

Remarque 1.20.Dans les exemples et sur la feuille d’exercices no. 1 vous avez vulgogda
connaissance du polyndme minimal nous donne déja beaucoup éggreErments sur la réduction de
Jordan.

Plus précisement : Si est une valeur propre de et (X — a)¢ est la plus grande puissance de
X — a qui divise le polyndme minimah,, (X ), alors la taille du plus grand bloc de Jordan avec
sur la diagonale est.

En général, on n'obtient pas toute la réduction de Jordan de cette mansgr@ar exemple,
(X — a)“™2 et la plus grande puissance dé — a qui divisecar,,(X), alors, on a deux possibilités :
(1) il y a deux blocs de Jordan pour la valeur proprede tailleec et2; ou (2) il y a trois blocs de
Jordan poura de taillee, 1 et 1.

2 Théoréme de Gaul et critere d’irréductibilité de polynémes

Le premier but de cette section est de montrer I'assertion suivante démpairé&aul? : SH
est un anneau factoriel, alors 'anneau des polynéAjés est aussi factoriel. Nous nous intéressons
surtout au casgl = Z, mais, nous allons donner la démonstration en général (car c’est la méme).

Commencons par rappeler des notions sur les anneaux factorielgl @o&nneau intégre.

— Nous notons pad ™ le groupe des éléments inversiblesAléavec la multiplication comme loi
de groupe).

— On appeller € A\ (A* U {0}) irréductible s’il ne s’écrit pas comme produit = yz avec
y,z & A*.

Rappelons que les unités déX| et celles ded sont les mémes.

— On appeller € A\ (A* U {0}) premiersiz | yz avecy,z € A impliquex | y ouzx | z.
Rappelons aussi queest premier si et seulement si I'idéal principa) <A est un idéal premier
(ce qui équivaut a ce que I'anneau quotidn{(z) soit un anneau intégre, par la proposition 5.1
du semestre dernier ; nous allons utiliser ce fait dans la démonstration dg@ésiion 2.7 plus
bas).

— Deux éléments, b € A sont appellésssociess’il existeu € A* tel queua = b (ce qui
équivaut a I'égalité d'idéaux principaux) = (b)). Etre associé est une relation d’équivalence.
Nous avons vu que tout élément premier est irréductible ; nous avosisvaugue I'assertion
réciproque n’est pas valable en général.

— Nous avons défini les anneaux factoriels comme les anneaux integrgse€lk) tout élément
irréductiblex € A\ (A* U{0}) est premier, et (2) il n’y a pas de chaine de diviseurs de longeur
infinie.

— Un des résultats principaux du semestre dernier est le suivant :

A est un anneau euclidies> A est un anneau principak- A est un anneau factoriel.
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— Les principaux exemples que nous avons étudiés sont I'anneau tikrs Eret I'anneau des
polynémes a coefficients rationnélg X |.

— Les unités d& ne sont qug 1, —1}. Alors, a, b € Z sont associés si et seulement sk b ou
a = —b. Les éléments premiers @sont tous de la forme-p ol p est un « nombre premier
habituel », c’est-a-dire, 3,5,7,11,... (par définition,p > 2 est divisible que pat-1 et+p;
en fait, on peut reformuler cette définition comme : positif et irréductible).
Si on nous demande un ensemBlde représentants des éléments premiers a association pres
deZ, nous pouvons juste prendre les nombres premiers habituels.

— Les unités d€)[X] sont les polyndmes constants et non nuls. Alors, deux polyndines
Q[X] sont associés si et seulement s'il existe Q* tel queuf(z) = g(z). (Rappelons Q*
est le groupe des unités @epour la multiplication ; puisqu’on peut diviser par chaque élément
deQ sauf0, nous avon§)* = Q \ {0}).
Les éléments premiers @& X | sont alors les polyndmes irréductibles. Si on nous demande un
ensemble? de représentants des éléments premiers a association ggg&X denous pouvons
juste prendre les polynémes irréductibles et unitaires.

— Soit K un corps. Tout ce que nous avons dit QJiX | reste valable pouk [X].

— L'anneau de polyndmég| X | a une structure plus compliqguée gQEX | (ce qui peut étonner a
premiére vue car c'est un sous-anneau). Par exer@ph], a plus d’éléments premiers.
Pour étre plus concret, considérons le polyndme congtan?[X|. C'est clairement un élé-
ment irréductible deZ[X| (essayez de I'écrire comme un produit de deux polynées
f(X)g(X) avec f,g € Z[X]; vous trouverez tout de suit&(X) = £1 ou g(X) = =+1).
Puisque nous n’avons pas encore démontréZjug est un anneau factoriel nous ne savons
pas encore que € Z[X] est un élément premier. C’est un de nos buts. Voici, l'idée divise
f(X)g(X), alors il faut qu’'on montre que soit les coefficientsfdel) ou deg(X) sont pairs.
Pour ceci, nous allons étudier la divisibilité des coefficients dans un prddpolyndmes;
pour faire ainsi, nous allons introduire la valuation d'un polynéme et étwdierment elle se
comporte dans des produits (voir la proposition 2.7).
Mais, soulignons que et 1 ne sont pas associés dafis{|, car les unités de cet anneau sont
{1,—1} (mais, les deux éléments sont associés @Hnig]) ; alors, en particulier, I'idéal princi-
pal2Z[X] = {2f(z) | f € Z[X]}, 'ensemble de tous les polyndmes t.q. tous les coefficients
sont pairs, est strictement inclus daaisX| ('idéal 2Q[X| de Q[X] est évidemment égal a
Q[X], car on peut diviser pa).
Un autre type d’exemples d’éléments irréductibles déd§] est le suivant : soif (X) € Z[X]
un polynéme unitaire (plus bas, on va considérer la notion de « polynéme primitifest un
peu plus générale) qui est irréductible dans I'anri@gXi]. Nous allons voir qu’un tel polyndme
est aussi un élément irréductible dafjs(].
Mais, notez qu’une condition comme « unitaire » ou « primitif » est nécessaingolyadme
2X + 2 est irréductible dan®[X ], mais, il ne I'est pas darg[X] : 2X +2 =2 (X + 1)
(rappelons encore une fois gR@’est pas une unité d&[X]).

Voici le théoreme fondamental sur les anneaux factoriels (théoréme 4e8rthse dernier).

Théoreme 2.1.Soit A un anneau factoriel et so un ensemble de représentants des éléments pre-
miers a association prés.
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Alors, pour chaquer € A\ {0} il existe des uniques € N, u € A* et des éléments premiers
uniques (a I'ordre présps, . .., p, tels que

.
rT=u- Hpi.
=1

Définition 2.2. Nous pouvons réécrire I'assertion du théoréme 2.1 comme suit :
Chaquer € A\ {0} s’écrit de fagon uniqgue comme produit

rT=1U- Hpvp(x)
peP
avecu € A*, v,(x) € N>g etv,(z) = 0 pour tous lep € P sauf un nombre fini.
On posev,(0) = occ.
On appelle la fonctiom, : A — N U {oo} la p-valuation(ce qui explique le choix de la letteg.

Voici un exemple concret : Dan$ = Z nous écrivons le nombigt commes4 = 22 -3 .7, c’est-
a-direvy(84) = 2, v3(84) = 1, v7(84) = 1 etwv,(84) = 0 pour tout nombre premier ¢ {2, 3, 7}.

Rappelons maintenant le corps des fractions. C’est en fait trés faeilrps des fractions de
n'est autre que). On ne reproduit pas ici la construction (mais, allez voir la proposition 5.7 du
semestre dernier) ; on note seulement que les élémems de Frac(A) s’écrivent comme’ avec
y € A\ {0}.

Nous allons maintenant étendre la définition 2.2 au corps des fradtiorsFrac A.

Définition-Lemme 2.3. Chaquez € K \ {0} s’écrit de fagcon unique comme produit
zZ=1U- Hpvp(z)
peP
avecu € A*, v,(z) € Z etv,(z) # 0 seulement pour un nombre fini gde= P.
lllustrons d’abord la définition par un exemple concret :
-84 —22.3L.70
30  21.31.51
14000

Notez que la fraction choisie s'écrit aussi commé et comme=15522, mais, on trouvera toujours la

formule ci-dessus (c’est I'indépendance mentionnée a la fin de la pseivante).

—1-2t.57 L. 71,

Démonstration.On az = £ et on utiliser = u; - Hpepp”f'(@ ety = us - Hpepp%(y), dont on

conclut
_ f? — le ]) — 1L1 . vp () —vp(y)
= =u 1l pmy) o 1P
peEP p€EP

en utilisant les régles pour calculer avec les exposants. On pose évidemment= v,(x) — v, (y).
Notez qu'il faut encore vérifier que la définition ne dépend pas du amixety. On vous laisse
ceci comme exercice. O

Lemme 2.4. (a) Pourtousz,y € K on av,(zy) = vy(x) 4+ vp(y). Pour que cette égalité ait un sens
siz = 0 ouy = 0 nous admettons les égalitést co = oo etoo + 0o = oo.



2 THEOREME DE GAUSS ET CRITERE D’'IRREDUCTIBILITE DE POLYNOKS 19

(b) Ona:iz € A & v,(x) >0VpeP.
(c) Soitz € A.Ona:vy(z) =0pourtoutp € P&z € A,

Démonstration.Exercice. O

Aprés ces préliminaires, nous considérons maintenant le cas des polyabdéfmissons une
valuation pour les polynémes.

Définition 2.5. Soit f(x) = a, X" + a,_ 1 X" ' +--- + a1 X + a9 € K[X]. Pourp € P on pose

w(f) = :rg}}jlyr vp(az)

et on l'appelle lap-valuation def.
Le polynémef est appellérimitif siv,(f) = 0 pour toutp € P.

\Voici, des exemples concrets’(X) = X2 +2X + 4 € Z[X] est primitif. Ainsi, tous les poly-
némesf(X) € A[X] unitaires sont primitifs. Le polyndmg(X) = 10X?+2X +4 € Z[X] satisfait
avy(f) = 1etv,(f) =0 pourtout2 # p € P.

Lemme 2.6. Soit0 # f € K[X]. Alors :

(a) Onaquev,(f) # 0 seulement pour un nombre fini de= P.

(b) vp(f) = 0VpeP & fe A[X].

(€) Si0# f(X) =YI_ya; X" € A[X], alorsuv,(f) = v,(pged(ag, at, .. ., ar)).
(d) llexistea € K \ {0} tel queaf € A[X] estun polynéme primitif.

(e) Pourtouta € K\ {0} onav,(af) = vy(a) + vp(f).

Démonstration.Exercice. O

Proposition 2.7(Lemme de Gaul3)Soientp € P et f, g € K[X]. Alors, on a

vp(fg) = vp(f) + vp(g)-

Démonstration.(1) Nous commencons par le cas spé¢ial € A[X]| etv,(f) = 0 etv,(g) = 0 (et
nous allons réduire I'étude générale a ce cas). L'argument estiglstiss, trés simple :

Considérons 'homomorphisme d’anneaux « réduction ped
7 AX] = A/)X], D aX' e @mX,
=0 =0

ou a; est la classe de; dansA/(p). C'est-a-dire que nous réduisons les coefficients des poly-
nomes modulg. (Par exemple, sl = Z etp = 2, alors, le polyndmeX® + 7X2 + 4X + 9 est
envoyé sutX® + X2 + 1 € Fo[X].)

Les conditionsf € A[X] etv,(f) = 0 impliquent quer(f) # 0 € A/(p)[X] puisqu'il doit

y avoir un coefficient def qui ne se réduit pas eéh Nous avons la méme conclusion payr
c’est-a-direr(g) # 0.
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Maintenant, utilisons le fait queest un élément premier. Alor§) est un idéal premier da, et
en conséquencel/(p) est un anneau integre. Alos# (f)m(g).

Puisquer est un homomorphisme d’anneaux nous trouv@ng =(fg). Ceci implique que le
polynémef(X)g(X) doit avoir un coefficient aveg-valuation0, alors, on a démontré,(fg) =
0. On réécrit cette égalité comme la tautologi¢fg) = 0 =0+ 0 = v,(f) + v,(9).

(2) Supposons maintenant seulemgnt € A[X|. Nous allons réduire au cag(f) = 0 = v,(g).

C’est facile car nous avons le lemme 2.6 (c). Shite pgcd des coefficients deetd, le pged
des coefficients dg. Nous pouvons divisef pard; etg pard, pour obtenir des polynémeset

g qui satisfontv,(f) =0 =v,(g). Ona

Up(f) + ”p(g) = ”p(dff) + Up(dgg) = Up(df) + Up(dg) + ”p(f) + Up(g)
=) Up(df) + vp(dg) + Up(fg) = ”p(dfdgfg) = Up(fg)-

(3) On finit la preuve maintenant poyirg € K[X] en réduisant au cas (2). On choisjb € A\ {0}
tels queaf, bg € A[X] et on obtient :

vp(f) +vp(g) = vp(af) + vp(bg) — vp(a) — vp(b)

@ vp(afbg) — vp(a) — vp(b) = vp(fg) + vp(a) + vp(b) — vp(a) — vp(b) = vp(fg).

O
Corollaire 2.8. Soitf, g € K[X] unitaires. Sifg € A[X], alors f,g € A[X].

Démonstration.Puisquef, g sont unitaires, alorsfg I'est aussi. Soip € P. En conséquence, on a

ProEJT‘F

0=vp(fg) op(f) + vp(g).

Le fait que f, g sont unitaires implique aussj,(f), v,(g) < 0; donc,v,(f) = v,(g) = 0 pour tout
peP.Alors f,g € A[X]. O

En mots, le corollaire dit que si le produit de deux polynémes unitaires s a@aénominateur,
alors, chacun des deux polyndmes n’a pas de dénominateur. Caganes évident que ¢a!
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme principal de cette section.

Théoreme 2.9(GauR) (a) SoitA un anneau factoriel ekl son corps de fractions. Sojt € A[X].
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f estpremier dansi[X].
(ii) f estd'une des deux formes suivantes :
() f € A (polynbme constant) gtest premier dangl.
(1) f est primitif etf est premier dang[X].
(b) SiA estun anneau factoriel, alors 'anneau des polyndmMgX| est aussi un anneau factoriel.
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Démonstration.(a) «< » : Nous montrons d’abord que togitde type () est en effet un élément
premier deA[X]. Alors, maintenanff est un élément premier dé. Nous utilisons I'applicationr

« réduction modf » de la preuve de la proposition 2.7 qui est clairement surjective. Alorgdedme
d’isomorphisme implique qud[X]/ ker(7) estisomorphe a 'anneau intégte ( f)[X], doncker(n)
est un idéal premier dd[X]. Un polynémey € A[X] est dans le noyau desi et seulement si tous
ses coefficients sont divisibles parC’est-a-direker(n) = (f) = f - A[X] < A[X]. Donc, f estun
élément premier del [ X].

Montrons maintenant que togitde type (1) est aussi un élément premietd{&]. Soit, f € A[X]
primitif et élément premier d&’[X]. On va vérifier la définition ; soient, h € A[X] tels quef | gh.
Lisons cette divisibilité dan#([X]; ceci implique quef | g ou f | h dansK|[X]; disons,f | g
sans perte de généralité. On écrit cette divisibilité comgme fk aveck € K[X]. On utilise la
proposition 2.7 0 < v,(g) = vp(f) + vp(k) = vp(k) (puisquef est primitif : v,(f) = 0), donc
k € A[X], alors la divisibilitéf | gh est vraie dansl[X]. En conséquencé,est premier dand[X].

«=»: Nous démontrons d’abord : Tofitce A[X] est un produit fini d’éléments premiers de type
(1) ou (I1).

Choisissons: € K \ {0} tel queg := 1f € A[X] est primitif. On a0 < v,(a) = v,(f),
donca € A\ {0}. PuisqueA est un anneau factoriel, nous écrivans= [[;_, p; avecps,...,p,
des éléments premiers de c’est-a-dire, des éléments premiersAl&| de type (I). Puisquél [ X]
est un anneau factoriel, nous pouvons égjire [[_; h; avechy, ..., h, € K[X] des polynébmes
irréductibles. Soit;; € K t.q.h; := a;h; € A[X] est primitif pour toutl < i < s. Notez que les
h; sont des éléments premiers deX] de type (Il). Posons = a; - ...-as € K*. Encore par la
proposition 2.7 on a0 = v,(g) = —vp(u). Donc,u € A* et on obtient 'assertion désirée :

fzagzu-al‘...‘ar-fll-...-hs.

Soit f € A[X]un élémentirréductible. Par ce que nous venons de f/siécrit comme un produit
fini d’éléments premiers de type (1) ou (ll). L'irréductibilité geimplique que ce produit n'a qu’un
seul facteur qui est soit de type (1), soit de type (II). Puisque tidmént premier est irréductible, ceci
achéve la démonstration de (a).

(b) Nous avons vu dans le paragraphe précédent que tout élénaehuiciible est premier. Nous
avons aussi démontré que tofite A[X] s’écrit comme produit fini d’éléments premiers : =
[I;_, fi- Sig € A[X] divise f, alorsf = fi-...- f, = gh pour unh € A[X]. Tout f; divise soit
g, Soit h (par la propriété qué; est un élément premier). Il en suit qyeest le produit d’'un sous-
ensemble deg; fois une unité ded. Alors, g n’a qu’'un nombre fini de diviseurs & association pres.
En conséquence il n’y a pas de chaine de diviseurs de longeur inding4dlX']. Nous avons alors
démontré quel[ X | est un anneau factoriel. O

Traitons le cas spécial qui nous intéressera le plus dans le corollaiemsui

Corollaire 2.10. Soit A un anneau factoriel ef € A[X] un polyndme primitif non constant. Alors,
les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f estirréductible dansi[X].

(i) f estpremier dansi[X].
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(iii) f est premier dang([X].
(iv) f estirréductible dang<[X].

Démonstration.Les équivalences « (8> (i) » et « (iii) < (iv) » proviennent du fait quel[ X ] et K [ X]

sont des anneaux factoriels. L'équivalence «iYiii) » est une conséquence directe du théoreme 2.9
(f doit étre de type (Il), caf est non constant). Ol

Le corollaire nous dit alors qu’'un polynéme unitaifec Z[X] est irréductible si et seulement
s'il est irréductible en tant que polyndme @gX|. Le corollaire suivant est obtenue par une simple
récurrence.

Corollaire 2.11. Soit A un anneau factoriel et € N. Alors, 'anneauA[X1, ..., X,] est un anneau
factoriel.

Exemple 2.12.L’anneauQ[X, Y] est factoriel, mais, pas principal. Par exemple, I'idéa,Y") ne
peut pas étre engendré par un seul polynéme. Ceci donne un lexdiup anneau factoriel non
principal.

Nous allons maintenant prouver deux critéres d'irréductibilité pour lesngohes : le critére de
réduction et le critére d’Eisenstein.

Proposition 2.13(Critére de réduction)Soit A un anneau factoriel ef (X) = Z?:o a; X" € A[X]
un polyndéme primitif non constant. Pour un élément premier A nous considérons I'application
« réduction mogh » comme dans la preuve de la proposition 2.7 :

T AX] = A/(P)[X], D) aX'— > @mX,
=0 =0

Sip ne divise pas, et (f) estirréductible dansi/(p)[X], alors, f est irréductible dansi[X].

Démonstration.Supposons le cas contrairg := gh avecg,h € A[X] non constants. Alors, on a
7(f) = m(gh) = m(g)w(h). Puisquer(f) est irréductible, il en suit que(g) our(h) est constant.
Utilisons maintenant que { aq. Ecrivonsg(X) = > 1_ b, X' et h(X) = >.;_, ;X" avec
b, # 0 # cs. Puisqueny = b,.cs, On obtient que 1 b, etp 1 ¢,. Alors, le degré der(g) est égal au
degré de, et le degré der(h) est égal au degré de On obtient alors que soit est constant, soit
I'est. Cette contradiction finit la preuve. O

Exemple 2.14.  — Considérong;(X) = X?+ X +1 € Z[X], fo(X) = X2+ 15X —53 € Z[X],
f3(X) = X2+ 14X — 55 € Z[X] et f4(X) = X2 + 15X — 54 € Z[X].
Ces polyndmes sont unitaires, donc primitifs. Notez que le polyddme X + 1 € Fy[X]
est irréductible (pour les polyndmes de degré au @lilssuffit de vérifier qu’il n’y a pas de
zéro). Le critére de réduction modufbomontre alors quef; et f» sont irréductibles comme
éléments d&[X] (et aussi d&)[X]). Cette argumentation ne s’applique pagsaLa réduction
de f3 modulo3 estX? + 2X + 2 € F3[X] qui est irréductible ; alors, nous obtenons la méme
conclusion. Pourf, on ne peut ni utiliser la réduction modufy ni modulo3. En fait, aucun
critére peut marcher puisqu'on A2 + 15X — 54 = (X + 18)(X — 3).
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— SoitA = Q[T et considérons un polynéme de la forfh@’, X)) = Z?:o a;(T) X' € A[X).
Notez quel’ est un élément premier d@[7'] : si T' | g(T)h(T') avecg, h € Q[T1], alors soit
T |h(T)ouT | g(T).

La réduction d'un polynéme(7") € A[T] moduloT revient a I'évaluer en zéra(0) : Si
a(T) =byg+ 0T+ ---+ b.T¢, alors la classe de(T) et la classe déy = a(0) moduloT’
sont les mémes caT) — by =T - (by + boT +...b.T¢7 1) € (T).

Alors, si f(T, X) est unitaire en la variableX et f(0, X) est irréductible, alorsf (T, X) est
irréductible dansA[X| = Q[T X].

— Le polyndmeX? + X + 2TX + 572X + T3 + 1 € Q[T, X] est irréductible, puisqu’il est
unitaire (pour la variableX) et (0, X) = X2 + X + 1 estirréductible.

Proposition 2.15(Critére d’Eisenstein)Soit A un anneau factoriel ef (X) = Zf:o a; X' € A[X]
un polynéme primitif non constant. Spie A un élément premier tel que

pfag, pla;pourtoutd <i<d—1 etp®ta.
Alors, f estirréductible dansi[X | (donc aussi irréductible dan& [ X]).

Démonstration.Supposons le contraire et écrivofis= gh avecg(X) = Y. b; X" € A[X],
hMX) =37, c;X* € A[X] non constants €f. # 0 # cs. A cause dei; = b,.cs, la condition
p 1 agimpliquep t b, etp { cs. A cause deyy = byco, les condition | ag etp? 1 ag impliquent sans
perte de généralité que| by etp 1 co.

Soitt le plus petit entier entré etr tel quep 1 b;. Alors1 < t < r < d, puisquep | by etp 1 b,.
Nous posons; = 0 pouri > setona:

ag  =bocy +bres_1+ -+ bi_1c1 + btco
~~ ~—~
divisible parp divisible parp pas divisible pap
Cette contradiction finit la preuve. O
Exemple 2.16. — Considéronsf;(X) = X2+ 2X + 2 € Z[X] et fo(X) = X7 + 72X? +

111X — 30 € Z[X]. Ces polyndmes sont unitaires, donc primitifs. Le critére d’Eisenstein ave
p = 2 montre quef; est irréductible dan&[X]. L'irréductibilité de f, se montre par le critére
d’Eisenstein avep = 3.

— Soitp un nombre premier et = F,,[T]. Soitf(T', X) = XP —T € A[X] =TF,[T, X]. Comme
dans I'exemple 2.14 on voit qdeest un élément premier dé Le polynémef (T, X) satisfait
aux conditions du critére d’Eisenstein en tant que polyndme dans la Jaialpour I'élément
premier?’. Alors, f (T, X) est irréductible.

Plus tard, ce polyndme nous servira comme exemple d’'un polynéndedtiBle, mais insépa-
rable.

— Soitp un nombre premier. Considérons le polynéiie — 1 € Q[X]. Il n’est pas irréductible
puisque nous avons :

XP-1=(X-1)(XP 1+ XP2 4. + X +1) € Z[X].

=:®,(X)
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On appelle?, (X) le p-ieme polyndme cyclotomique (en allemand : Kreisteilungspolyndm)
jouera un réle plus tard dans le cours. Voici, la preuve gyg.X) estirreductible :

Il suffit de montrer queb,(X + 1) est irréductible (car, sib, (X + 1) = f(X)g(X), alors,
,(X) = f(X —1)g(X —1)).Ona

p— P _ P (P Y p—1 '
(I)p(X + 1) = (())((—:_11)) — 11 = (X +)1() 1 — ZlZlA)((z)X = XP + Z (I;)Xz—1’
=1

qui est alors un polynéme d’Eisenstein pour I'élément premiear p | (¥ ) pour toutl < i <
p—1letp?{ () =p. Donc,®,(X) estirréductible dan&[X] (et alors aussi dan®[X]).
3 Caractéristique

Définition-Lemme 3.1. Soit A un anneau integre. Le noyau de I'unique homomorphisme d’anneaux
va : Z — A estun idéal premiefp) deZ pour p = 0 ou un nombre premier. On appeltela
caractéristique del, notécar(A) = p.

Démonstration.Commep 4 est un homomorphisme d’anneaux, opa(l) = 1, doncp4(n) =

1+1+---4+1sin>0,etps(n) =—-1—1—---—1sin < 0. Puisqued est un anneau intégre,
N——
n fois |n| fois

I'image dey 4, qui est un sous-anneau deest aussi un anneau intégre. Le théoréme d’'isomorphisme
nous ditA/ ker(v4) = im(p4), donc par la caractérisation des idéaux premilensp 4 ) est un idéal
premier. Nous savons que les idéaux premier& dmnt soit(0), soit les idéaux engendrés par les

nombres premiers, donc le résultat. O
Exemple 3.2. - car(C) = car(Z) = car(Q) = car(R) = 0.
— Rappelons qué&, := Z/(p) pour un nombre premiep est un corps de cardingh. On a
car(IF,) = p.

Lemme 3.3.(a) Soity : A — B un homomorphisme injectif d’'anneaux intégres. Alors(A) =
car(B).

(b) SoientK, L deux corps commutatifs de caractéristiques différentes. Il n'y a pasnbimor-
phisme de corpg : K — L.

(c) SoitA un anneau intégre & := Frac(A) son corps des fractions. Alorsar(A) = car(K).

Démonstration.(a) La composé& 22 ¥, B est égale &p. Puisquey est injective, on a
ker(pa) = ker(pp), donccar(A) = car(B).

(b) Des homomorphismes entre corps sont injectifs car le noyau est upidéaer, dong0).

(c) Le plongement naturel — K donne par — { estinjectif, donc on peut utiliser (a). [

Lemme 3.4.(a) SoitA un anneau intégre de caractéristiqQeAlorsp 4 : Z — A est injective.

(b) SoitA un anneau intégre de caractéristigpe> 0. Alors il existe un homomorphisme d’anneaux
injectif g4 : F, — A.
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(c) Soit K un corps commutatif de caractéristiqOe Alors il existe un homomorphisme de corps
vk Q— K.

Le plus petit sous-corps d’'un corps s’appellecorps premier dé< (en anglais prime field; en
allemand Primkorpe). Le lemme dit alors que le corps premier d’un corps de caractéridligat)
et que le corps premier d’un corps de caracteéristjgue0 estlF,,.

Démonstration.(a) ¢ 4 est injective car son noyau €$X) par définition de la caractéristique.

(b) Le théoreme d’'isomorphisme nous dit qug induit I'application récherchée.

(c) On posepk (%) = zf(gg (noter que cela est permis caf (s) # 0 pours # 0 commeyy
est injective). Ol

Définition-Lemme 3.5. (a) SoitA un anneau integre de caractéristique> 0. On définit I'applica-
tion
Frob: A — A, xz 2P,

dite « homomaoarphisme de Frobenius ». C'est un homomorphismeeafarn

(b) Si K est un corps fini de caractéristiqye > 0, alors Frob est un automorphisme d& (par
définition, un automorphisme dé est un isomorphisme d€ dans lui-méme).

Démonstration.(a) La seule chose qui doit étre démontrée est la multiplicativité :

p
Frob(a+b) = (a+ b = (¥)a'd" ™" = aP + 7.
=0

7

On utilise quep | (?) pour toutl < < p — 1.
(b) Les homomorphismes de corps sont injectifs. Puisque le nombre d'éeoheR est fini,
Frob est bijectif. Ol

Proposition 3.6. Soit X un corps de caractéristique > 0. Alors, 'image dep : F,, — K est égale
alensemble{z € K | Frob(z) = 2P = z}.

Démonstration.La preuve est trés facile si nous nous rappelons de deux choses :

— Le « petit théoreme de Fermat »”. = a pour touta € F,. La preuve est aussi facile : le
groupe multiplicatifF ; ap — 1 éléments. Si on éléve un elément d’un groupe a la puissance
I'ordre du groupe, alors, on obtient I'élément neutre du groupe. Datre cas cela veut dire :
sia € Fp \ {0}, alors,a?~! = 1, donc,a? = a. Cette égalité est trivialement satisfaite pour
a = 0 aussi.

— Un polynéme de degr@a coefficients dans un anneau intégre a au maximagros. Donc, le
polyndmeX? — X € K[X] a au plup zéros. Nous en connaissons dgjdes élément(z)
pourz € ).

Si on interpréete 'ensemblgér € K | Frob(z) = 2P = 2} comme I'ensemble des zéros ddide
XP — X € K[X], lapreuve est compléte. O
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4 Extensions algébriques

Tout corps est supposé commutatif pour la suite du cours.

Définition-Lemme 4.1. (a) SoitL un corps etX’ C L un sous-corps. Dans ce cas on dit quest
une extension du corps (ou bien quel /K est uneextension de corps

(b) La multiplication surL peut étre vue comme une multiplication scalaire
KxL—L, (z,y)r—axy
qui muniL d’une structure de<-espace vectoriel.
(c) Ledegréde I'extension de corps/K est défini comme
[L: K] :=dimg (L) € NU{oc0}.

Si[L : K] < oo on parle d’'uneextension finie de corp&ttention : ne pas confondre avec
extension de corps finis!).

Démonstration.ll n'y a que (b) a montrer. C’est trivial car les axiomes pour 'espaagtariel font
partie des axiomes pour un corps. O

Proposition 4.2 (Multiplicativité du degré) SoientK C L C M des extensions de corps. Alors,
[M:K|=[L:K]-[M:L].

Démonstration. — M/L etL/K sont finies En tant quek -espaces vectoriels onfa~ K [-+K]
(car tout K-espace vectoriel de dimensianest isomorphe d?). De la méme fagon on a
M = LIM:L] Donc

K[]V[:K] SR VRS (K[LK})[ML] _ K[L:K]-[J\/I:L}'

— M/ L infinie : Il existe un ensemble infini d’éléments; , mo, ... € M qui sontL-linéairement
indépendants, donc audstlinéairement indépendants. Dofid : K] = oo.
— L/K infinie : CommeM 2 L on adimg (M) > dimg (L) = cc.

Le prochain corollaire montre déja que la multiplicativité du degré est tres utile.

Corollaire 4.3. SoientK’ C L C M des extensions de corps.[8{ : K| est un nombre premier,
alorsL = K oulL = M.

Démonstration.Les degrésM : L] et[L : K] sont des diviseurs du nombre premier [M : K],
donc,1 oup. O

Définition-Lemme 4.4. Soient./ K une extension de corpset L. Alors, I'applicationévaluation

d d
eve : K[X] — L, ZciXi — Zciai
i=0 i=0

est un homomorphisme d’anneaux. Pour étre plus compact, on @Sk [X] > f(X) — f(a) €
L.
On note I'image dev, par K[a] et on I'appelle laK -algébre engendrée par
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Rappelez-vous qu’un& -algébreA est un anneau qui est aussi iRespace vectoriel « de fagon
compatible » ; par définition cela veut dire que I'applicatiin— A donnée par — z.1 (oU z.1
est la multiplication scalaire di -espace vectoried) est un homomorphisme d’anneaux. Il est donc
évident quek[a] est en effet uné(-algébre.

Démonstration.Exercice. O

Remarque 4.5. Parfois on regardera aussi la variante évidente du lemme 4.4 pour wenasie (fini
ou infini) d'éléments :
Soienta; € L pouri € I (n'importe quel ensemble). Alors, I'applicati@valuation

Ve, P KXo |1 €1l — L, f((Xi)ier) = f((ai)ier)

est un homomorphisme d’anneaux.
On note I'image dev,,),_, par K'[(a;);c;] eton l'appelle laK -algebre engendrée par lespour
iel.SiI={1,2,3,...,n} estun ensemble fini, alors on écrit ausSja,, . . ., a,].

Notez queK|a] et K[(a;);cr] sont des sous-anneaux de(méme deK-sous-algébres), car
I'image d’'un homomorphisme d’anneaux est toujours un sous-anneasl.eXplicitement les élé-
ments deK [a] sont tous de la formgfz0 r;a’ pourd € N etrg,...,rq € K. Cette forme rend
évident le fait que les sommes, les différences et les produits de tels élé&neanisussi de cette
forme ; ceci donne une autre preuve dtig:| est un sous-anneau de

Exemple 4.6.(a) Q[2] C R est égal &Q.
(b) LanneauQ[v2] C R est égal &a + bv/2 € R | a,b € Q} parce que

n

im’\/ii = i TiQi/Q + ( Z TiQ(i_l)/Q)\/i.

1=0 1=0 pair i=1 impair

On voit queQ[v/2] est un corps. L'inverse de-+ bv/2 # 0 est—2> — /2. Notez que le
dénominateur n’est jamais, car, s'il I'était, alors v/2 = 7 € Q. [Pour voir quev/2 # 2 il est
possible d'utiliser le critére d’Eisenstein.]
En peu plus loin, on donnéra un argument direct qui implique ce faitggrey/2 estalgébrique
(définition en bas).

(c) Soiti = v/—1 € C. Alors,R[i] C C est égal &C etQ[i] C C est un sous-corps (écrivez une
formule pour l'inverse!).

(d) Soientr, m € N, n # 0. On trouve qué)[{/m]| est un corps.

Ceci se démontre encore facilement « a la main », mais sera aussi ngéqeence directe des
résultats en bas.

(e) Soitn € N, n > 0. Posons(, := €*/" ¢ C. On appelle¢,, uneracinen-iéme primitive
d'unité car ((,)" = 1 est(¢,)™ # 1 pour0 < m < n. On trouve queQ[(,] est un corps.
Ce corps s’appeller-ieme corps cyclotomiquéen anglais :cyclotomic field; en allemand :
Kreisteilungskorper

Ceci se démontre encore facilement « a la main », mais sera aussi ngéqeence directe des
résultats en bas.
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(f) Soitw le nombre réel appelé&, donc, le nombre réel qui est égal au quotient de la circonférence
d’'un cercle par son diamétre ou deux fois la valeur du zéro minimal positid fonctioncos. Un
théoréme célébre de Lindemann (qui n’est pas trés difficile, maise d@ @émontrera pas ; une
preuve se trouve par exemple dans le livre de Stewart sur la théorie ésBianplique que le
sous-annea@|r] C R n’est pas un sous-corps.

On donne maintenant la définition du sa@psengendré par un élément. En général, cela n’est
pas la méme chose que la salgébreengendrée par le méme élément (sauf si I'élément est algé-
brique, comme on le verra) a cause de I'existence possible d’'élémenisveosibles.

Notez que l'intersection d’'un ensemble de sous-corps d'un chgsst un corps lui-méme. (Evi-
demment, I'assertion similaire pour les réunions n’est pas vraie.)

Définition 4.7. SoientL/K une extension de corps etc L. On définiK (a) comme l'intersection
de tous les sous-corps dequi contiennenf eta, et on I'appellele sous-corps dé engendré pad
sur K ou bienl'extension simple dé<{ para.

C’est le plus petit sous-corps dequi contientK eta.

Remarque 4.8.(a) Parfois on utilisera la définition précédente pour plus qu'un élément :

Sia; € L pouri € I on définiK(a; | i € I) comme l'intersection de tous les sous-corps.de
qui contiennents et lesa; pouri € I. Il est appelde sous-corps dé engendré par les; pour
1€ ISurk.

(b) Larelation entreK [a] estK (a) s’exprime élégamment comme dtiibc(K[a]) = K(a).
Raison : Il est clair queK[a] € K(a). CommeK (a) est un corps, nous avons l'inclusion

Frac(K[a]) € K(a). L'autre inclusion provient directement de la définition #§a) : c’est
I'intersection de tout les sous-corps dequi contiennenfs eta, etFrac(K[a]) en est un.

On jette un deuxieme regard sur I'exemple précédent.

Exemple 4.9.(a) Q2] =Q(2) =Q C R.
(b) QIv2] = Q(v2) C R.
(c) Soiti = +/—1 € C. Alors,R[i] = R(i) C C est égal &C etQ[i] = Q(i) < C.
(d) Soientn,m € N, n # 0. On aQ[{/m] = Q({/m).
(e) Soitn € N, n > 0. Posons,, := ¢*™/™ € C. On aQ[(,] = Q((n).
() Q[r] € Q(xr) € R. Remarquons qu®(m) est dénombrable, mal® ne I'est pas.
On traitera maintenant la question si la dimensiotkde] en tant ques-espace vectoriel est finie
ou infinie. L'idée simple mais importante est de considérer les deux altermative
(1) Les éléments = a°,a,a?, a3, a*, ... sontK-linéairement indépendants.
(2) Les éléments = a°, a,a?,a?,a?, ... sontK-linéairement dépendants.

En cas (1)K [a] est un espace vectoriel de dimension infinie.
En cas (2) il existe une combinaison linéaire

n
=0
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avecn € N, r; € K pour0 < i < netr, # 0. En divisant pat-,, nous pouvons supposer que cette
combinaison linéaire est de la forme

n—1
0=a"+ g r;a".
1=0

On peut interpreter cette égalité comme suit : Le polyndme unifgife) := X" + r, 1 X" ! +
-+ 1mX +7ro € K[X]aacome zéro if(a) = 0. Dans la proposition suivante nous allons voir que
Ka] est de dimension finie en tant qieespace vectoriel et que mériga] est un corps lui-méme,
doncK|[a] = K(a) et K(a)/K estune extension finie de corps.

Définition 4.10. SoitL/K une extension de corps.

Un élément € L est appelé@lgébrique suf s'il existe un polyndme non-zéfoe K[X] tel que
f(a) = 0 (c’est a dire quez est un zéro (ou racine) dg).

Un élément, € L qui n’est pas algébrique suk est appeldéranscendant suk .

Il est important de noter que l'algébricité est une notielative Un élément est algébriqusr
un corps (et non algébrique tout seul).

Proposition 4.11. Soient/ K une extension de corps et L.

(a) L'évaluationev, : K[X]| — L donnée parf — f(a) (voir le lemme 4.4) est injective si et
seulement si est transcendant suk’.

(b) Sia estalgébrique sufs, alors il existe un unique polynéme unitaitéipo, (X ) € K[X] tel que
(mipo,) = ker(ev,) (c’est & dire : I'idéal principal(mipo,) est le noyau de I'évaluation).
Le polyndbmmipo, est appelde polynéme minimal de sur K.

(c) Sia est algébrique suf, le polyndme minimahipo, € K[X] dea sur K est irréductible (en
tant qu'élément de<[X]). Il peut étre caractérisé comme le polyndme unitaire d&fX| de
degré minimal dont est un zéro.

(d) Soita algébrique surK. Alors I'application induite
eve : K[X]/(mipo,) — L, f+ (mipo,) — f(a)

est un homomorphisme injectif de corps et elle idenkfj& ]/ (mipo,) avecK [a] et K (a).

(e) Soita algébrique surK. Alors, K (a) est une extension finie dé et son degréK (a) : K| est
égal au degré du polynédme minimalipo, de a sur K. Une K-base deK (a) est donnée par
1,a,a%,...,a% ", o0d = [K(a) : K].

Démonstration.(a) Sia est algébrique suk’, alors il existe un polyndme non-zéfoc K[X] tel que
f(a) = 0. Alors f est dans le noyau de I'évaluation, doae, n'est pas injective. Réciproquement, si
ev, n'est pas injective, alors il existe un polynédme non-zgans le noyau dev,. Ceci ne dit autre
quef(a) = 0; donca est algébrique.

(b) Nous savons qu& [X] est un anneau principal. Donc le noyauedg est un idéal principal,
donc engendré par un élémefitPuisqueev, n'est pas injective (cat est algébrique)f est non-
zéro. Le générateur d’'un idéal principal est unique a une unité dedanpres. Dongf est unique
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a multiplication par une unité d& prés (car les unités d&[X| sont les mémes que celles é8.
Si f est de la forme g X + ry_ 1 X1 + ... + 1y € K[X] avecry # 0, alorsmipo, := %f =
X4 4 %Xd—l +--- + 1 est I'unique polyndme unitaire recherché.

(c) Soit f € K[X] un polyndme non-zéro tel qu&a) = 0. Alors f € ker(ev,) = (mipo,),
doncmipo, | f. En conséquence le degréépo, est plus petit ou égal au degré fle

Si mipo, était réductible, on auraihipo, = fg avecf,g € K[X] tous les deux de degré
strictement plus petit que le degré dépo,. Mais,0 = mipo,(a) = f(a)g(a) donneraitf(a) = 0
oug(a) = 0. Les deux contradiraient la minimalité du degréndigo, .

(d) Puisquemipo, est irréductible,K[X]/(mipo,) est un corps. L'application induite (et son
injectivité — qui est claire de toute fagon cAf[X|/(mipo,) est un corps) provient du théoréme
d’isomorphisme. Comm&[a] est un corps, il est égalki(a).

(e) Ecrivons le polynéme minimal desur K commemipo, (X) = X + ¢;_1 X1 + ... + ¢.
On veut démontrer que a, a?,a?, ..., a%! est unek-base pourk [a].

D’abord il est clair que ces éléments sdfilinéairement indépendants, car s'ils ne I'étaient pas,
alors il y'auraitry, ..., rq—1 € K pas tous zéro tels que= Zf;ol r;a’, donc le polynéme minimal
dea aurait degré strictement plus petit gdieune contradiction.

Donc il faut montrer qud, a, a?,a?, ..., a?"! engendrenf[a] en tant queil-espace vectoriel.
Il suffit de représenter”, pour toutn, comme combinaisok -linéaire del, a, a?, a3, ..., a%" 1. Pour
le faire on utilise le polynbme minimal qui donne

ad = —(cd_lad_l + -+ C()).

Supposons gue la plus grande puissance dai apparait est™ pourm > d. Dans ce cas, nous
multiplions I'équation par™~¢ et obtenons :

a™ = f(cd_lam_l 4+ coam_d).

Donc on peut exprimet™ comme une combinaison linéaire de puissances moins élévéeéykmnt
fait cela, il reste au pire des puissana&s!, et on applique le méme processus autant de fois jusqu’a
ce que seulement des puissancepourn < d — 1 restent. O

Exemple 4.12.(a) Soit K un corps. Toutw € K est algébrique suf<. En effet,a est un zéro du
polyndmeX — a € K[X] qui est clairement le polynéme minimal deur K.

(b) V2 est algébrique suf. En effet,\/2 est un zéro du polyndm&? — 2 ¢ Q[X] qui est le
polynéme minimal de/2 sur Q. Notez que le polyndmE — /2 ne peut pas étre utilisé ici, car
ses coefficients ne sont pas dépbs

(c) Soitp un nombre premier et € N, n > 1. Alors, X" — p est le polyndme minimal dg/p sur Q.

(d) Soitp un nombre premier. Alorg,(X) = XP~ 1+ XP~2+...+ X +1 € Q[X] est le polyndme
minimal de¢, = €™/ surQ.

(e) = est transcendant su. Ceci est le théoréme de Lindemann déja mentionné. Plus loin, on
obtiendra de ce théoréme par la théorie de Galois que la quadrature dilecara régle et au

compas est impossible. Ceci veut dire gu'il est impossible de corestrnicarré du méme aire
gu’un cercle donné en utilisant seulement une régle (sans échelle)oetnopas.



4 EXTENSIONS ALGEBRIQUES 31

(f) = est algébrique suR (cas spécial de (a)).

(9) i = v/—1 est algébrique su). On amipo,;(X) = X%+ 1 € Q[X].

Exemple 4.13.Considérons I'exempl®((3) pour (3 = e2™/3. Le polynéme minimal dg surQ est
X2+ X +1,doncQ(¢3) est 'image deQ[X]/(X? + X + 1) dansC. LaQ-base la plus facile c’est

1, (3. Donc on exprime tout élément @&(s) commez + b(s poura,b € Q.
Soienta = ag + a1(3 et = by + b1(3 deux tels éléments. Alors

a+ 6= (ao+bo) + (a1 + b1)(3

et
a- B = (ag+ai13)(bo + b1(3) = agbo + (3(aoby + arbo) + a1b1 (C3)?
= (apbo — a1b1) + (apb1 + a1bp — a1b1)(s,
car (3 = —(3 — 1 a cause de son polynéme minimal.

Définition 4.14. Soit K un corps etf € K[X] un polyndme irréductible non-zéro. Une extension
L de K est appeléeorps de rupturelu polyndmef sur K s'il existea € L tel que f(a) = 0 et
L = K(a).

Exemple 4.15.Soit L/ K une extension de corps etc L algébrique. Alors K (a) est un corps de
rupture du polyndbme minimal desur K.

Proposition 4.16. Soit K un corps etf € K[X] un polyndme irréductible non-zéro. Il existe un corps
de rupture def sur K.

Démonstration.Ecrivonsf(X) = Z?:o a; X' € K[X].On posel := K[X]/(f(X)) (c’est bien un
corps carf est irréductible) etv := X + (f), donc la classe d& dansL. L'application naturelle
K — L donnée pab — b+ (f(X)) est un homomorphisme de corps. Donc on peut kbae fagcon
naturelle comme sous-corps fle

Nous démontrons que est un zéro d¢ dansL :
FX+(F(X)) =D ailX + (F(X) =D aiX'+ (f(X)) = f(X) + (f(X)) = 0+ (f(X)).

i=0 i=0

Donc on af (a) = 0 dansL.

Nous obtenons qué est un corps de rupture desur K. O

Définition 4.17. Soit L/ K une extension de corps.

On appelleL/ K algébriqugou alternativement on dit que est uneextension algébriquée K)
sitouta € L est algébrique Suk.

SiL/K n’est pas algébrique, alors elle est ditanscendante

Proposition 4.18. Toute extension finie de corfg K est algébrique. Elle peut étre engendrée par
un nombre fini d’éléments algébriques gtir
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Démonstration.Soita € L. CommeK[a] est un sous-espace fleil est deK -dimension finie. Donc,
a est algébrique SuK'.

Démontrons maintenant que/ K peut étre engendrée par un nombre fini d’élément§ dgui
sont automatiquement algébriques). Saite L\ K. OnaK C K(a;) C L, donc[L : K] >
[L : K(a1)]. SiK(a1) # L, alors on prendiz € L\ K(a;1). OnaK(a;) € K(ai,a2) C L, donc

[L: K(ap)] > [L: K(a1,a2)]. On continue ainsi. Comme le degré est un entier positif, ce processus

S'arrétera et alors on aufé(ay, ag, . ..,a,) = L. O
Proposition 4.19. Soient./ K une extension de corps &f,...,a, € L. Les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Tous lesa; pouri =1,...,n sont algébriques Suk'.

(i) L'extensionK (ai,as,...,a,)/K estfinie.
Démonstration.Exercice. O

Proposition 4.20. SoientM /L /K des extensions de corps.
(a) Supposons quk/K est algébrique et € M est algébrique suf.. Alorsa est algébrique Suf .

(b) (Transitivité de I'algébricité))/ /K est algébrique si et seulement/&f/L et L/ K sont algé-
briques.

Démonstration.(a) Soitmipo, = Z?:o c; X' € L[X] le polynéme minimal de sur L. Ses coeffi-
cientse; € L sont algébriques suk. Donc I'extensionN := K (cg,ci,...,cq—1) de K est finie par
la proposition 4.19. CalV contient les coefficients d’un polyndme qui annullel’extensionN (a)
est algébrique sul, donc le degréN(a) : N| est fini. Par la multiplicativité du degré, I'extension
N(a)/K estaussi fini, donc algébrique. En particulieest algébrique Suk'.

(b) Une direction est triviale, I'autre est une conséquence de (a). Ol

On termine cette partie par une définition trés importante, mais, qui ne jouede ggand réle
dans ce cours.

Définition 4.21. Soit L/ K une extension de corps et,...,a, € L. On dit que les éléments
ai,...,a, sontalgébriguement dépandants sursi I'évaluationev,, . ,, n'est pas injective.
Dans le cas contraire on parle d'élémerigébriguement indépandants gtr

Exemple 4.22. - (7, 7?) sont algébriquement dépendants §ifconsidérer :X? — X5).
— Il n’est pas connu sfe, 7) (avece la base de I'exponentielle naturelle) sont algébriquement
indépendants sup.

5 Constructions a la regle et au compas

Nous regardons des constructions en géométrie plane initiées par lssagiens. Pour ces
constructions nous nous permettons seulement l'utilisation d’une reglegfadunée) et d'un com-
pas.

Dans ce qui suit nous allons regardeen méme temps comme corps algébriquement clos qui
contientQQ et comme le plan réel.

Soit Py € C un sous-ensemble. Nous considérons les deux opérations suivantes :
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Regle Soitry,ry € Py deux points distincts. Tracer la droite passantpagt .
Compas Soitry, 9,73 € Py. Tracer le cercle de centrg et de rayon la distance entrg etrs.
Définition 5.1. Soit Py C C un sous-ensemble. On dit qu’un point C peut étrecontruit a la régle
et au compas en un seul pas a partifijesi

— z est le point d'intersection de deux droites distinctes construites selorrditipé régle, ou

— z est un point d'intersection d’'une droite construite selon I'opératiégle et d’'un cercle

construit selon I'opératiorompas ou

— z est un point d’intersection de deux cercles construits selon I'opératiompas

Pourn € N>; soit P, le sous-ensemble dé de tous les points qui peuvent étre construits a
la regle et au compas en un seul pas a partirde;. On poseX (F) := J,,~o Fn, c'est le sous-
ensemble d€ de tous les points qui peuvent étre construits a la régle et au_compasrmnnhﬂe fini
de pas a partir de?.

Proposition 5.2. Les constructions suivantes peuvent étre fait a la regle et au compet;acdire
avec les opérationsggle etcompas:

(a) Tracer la droite perpendiculaire a une droite donnée passant pgraint donné.

(b) Tracer la droite passant par un point donné et paralléle & une dabitenée.

(c) Tracer la médiatrice d’un segment donné.

(d) Additionner deux angles.

(e) Réflexion d’'un point par rapport & une droite donnée.

(f) Construction du triangle équilatéral a partir d’'un segment donné.

(g) Tracer la bisectrice d'un angle.

Démonstration.Elémentaire. O

Corollaire 5.3. SoitPy C Ctel que0,1 € Py etz, 21,20 € X (Fp). Alors :

(@) z1 + 2 € X(Py);

(b) —z € X(P);

(©) |2] € X(Py);

(d) ™/ € X(Ry);

(€) |z1] - |22| € X(F);

() & € X(Ro) (pourz # 0);

Q) 2122 € X(P);

(h) 1 € X(Py) (pourz # 0);

(i) £vz € X(I).

En particulier, X (P,) est un corps tel que pour todte X' (FPy) on a/z € X (Fp).
Démonstration.Exercice avec indications au tableau. Pour (e) et (f) utiliser le théorenidales

(allemand : Strahlensatz) et pour (i) utiliser le théoréme de Thalés sur le ¢alfemand : Satz von
Thales). O
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Notation 5.4. SoitM C C. OnnoteM := {z | z € M}. Ici z est le conjugé complexe des C.

Proposition 5.5. Soit Py C C un sous-corpsel quePy = Py eti € Py. Siz € Py, alors [Py(z) :
P <2.

Démonstration.Notons d'abors que si = = + iy € P (avecz,y € R), alorsz = x — iy € Py
par hypothése et donc = 1(z + z) € Py ety = (2 — %) € P,. Pour cela nous avons utilisé
i € Py. Donc, les « coordonnées » de taus P, (c'est-a-dire, la partie réelle et la partie imaginaire)
appartiennent &,. Le méme argument est évidemment valable pgaur

Les droites en question sont données par des équations linéaire &ientffdans?, et les
cercles par des équations de degrégalement a coefficients daiy. Les coordonnées des points
d’intersection sont donc des zéros d’équations linéaires. Donc, k& diedFPy(z) : P] est dans
{1,2,4} (par la multiplicativité des degrés). Un exercice montre que la valetapparait pas. [

Lemme 5.6. [Premier cas de la théorie de Kummer] Sdif K une extensions de corps de degré
Alors il existea € K tel queL = K(v/a).

Démonstration.Soith € L\ K et X2 +rX + s € K[X] le polyndme minimal dé sur K. Posons

a ::b+§.AIors:
2 2

5 5 r r
@ " 4 4 s
Donc le ponnéme minimal de estX? — L42 +s € K[X] O

Théoréme 5.7.Soit Py C C avec0,1 € Fy. PosonsLy := Q(P, U F). Soitz € C. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(@) z € X(F).
(b) Il existen € N et pour toutl < i < n un corpsL; tel que

L0§L1§"'§Ln
etz € L, etpourtoutl <i<nonalL;: L] =2.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Sans perte de généralité nous pouvons supp@ser Q(Py U Py) =
Ly. Commei peut étre construit a partir del et[L(:) : L] < 2, nOous pouvons aussi supposer Py.

Si on construit un point a partir d'un corpd. C C aveci € L et L = L, par la proposition 5/5
onalL(z): L] <2et[L(Zz): L] <2.Sionpose := L(z,z), alors on a une des trois possibilités :

I'=L, [[':L)=2 [L':L(z)]=2et[L(z):L]=2.

Donc, I'assertion est vraie sipeut étre construit a partir dg en un seul pas.

Si plusieurs constructions sont nécessaires pour arriveoid peut itérer ce processus.

« (i) = (i) » : Nous avond.q = Q(P, U P,). Linclusion Ly C X (P,) est triviale. Le lemme 56
nous dit que pour tout < i < n is existez; € L;_; tel queL; = L;_1(y/z;). Par le corollaire 5/3
X (Pp) est un corps fermé sous les racines carrés, nous obténoast (F), doncz € X(Fy). O

Corollaire 5.8. SoitP, C C avec0,1 € P,.
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(@) L'extension de corp&’(P)/Q(Py U P) est algébrique.
(b) Pour toutz € X(P,) il exister € Ntel que[Q(Py U Py U {z}): Q(PyU Py)] = 2".

Démonstration.C’est une conséquence directe du théoréme 5.7 et la multiplicativité dessqemr
(b). O

Théoréme 5.9(Wantzel) Le cube ne peut pas étre dupliqué a la régle et au compas ; c'est-astlire
AB est le coté d’un cube, il est impossible de construire a la régle et au asump segmer®' D tel
que le volume du cube avec le cat® est le double du volume du cube avec le cbfe.

Démonstration.Sans perte de généralité nous pouvons preddee 0 et B = 1. Il s'agit donc de
construirey/2. C'est impossible caQ(+/2) : Q] = 3 (pas de puissance &. O

Théoréme 5.10Wantzel) Il est impossible de trisecter un angle donné a la régle et au compas.

Démonstration.Par exemple on peut regarder I'angté?/3 (dans le triangle éqilatéral avec com®.
Si on pouvait le trisecter, on aurait constreft?/?. Mais son polynéme minimal esf® — X3 + 1 e
Z[X], dont le degréQ(e*>™/9) : Q] = 6 n’est pas une puissance 2le O

Théoreme 5.11.La quadrature du cercle est impossible ; c’est-a-dire, pour un cedolené, il est
impossible de construire un carré du méme aire que le cercle a la regle @rapas.

Démonstration.L'aire du cercle unitaire est. Si la construction était possible, on aurait construit
/7, et en particulier/m serait algébrique su®, ce qui n'est pas le cas, comme par le théoreme de
Lindemannr (et donc aussj/7) est transcendant s@. O

Remarque 5.12.Un théoréme remarquable de Mohr et Mascheroni, démontré indé&pement par
Georg Mohr en 1672 et par Lorenzo Mascheroni en 1797, affinm@esfjune construction géométrique
est possible a la régle et au compas, alors elle est possible au comydsangf le tracé effectif des
droites).

6 Corps de décomposition

Cléture algébrique
Définition-Lemme 6.1. Soit L/ K une extension de corps. On pose
K1, :={a € L| a algébrique su¥}.

On appelleK |, la cléture algébrique d& dansL.

(a) K, estun sous-corps de.

(b) K1 /K estune extension algébrique.
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Démonstration.(a) Soienta,b € K. Il est difficile (mais, pas impossible) d’écrire les polynédme
minimaux poura + b, a - b, —a et1/b (sib # 0) en partant des polyndmes minimaux et b (en
utilisant le « résultant » que nous n’allons pas traiter dans ce cours).

On va le faire autrementX (a, b) est fini et algébrique sUs (commex, b sont algébriques Sur).
Donca + b,a - b, —a,1/b € K(a,b) sont algébriques suk, donca + b,a - b, —a,1/b € K. Donc,
K, estun sous-corps de

(b) suit de la transitivité de I'algébricité. Ol

Exemple 6.2.Q := Q¢ est la cléture algébrique d® dansC. Il satisfait les propriétés suivantes :

— Q/Q est algébrique.
- [Q : Q] = oo (par exempleX™ — p € Z[X] est irréductible pour tout: et tout nombre

premierp par le critere d’Eisenstein ; donf)( 1/p) : Q] = n).
— Q est dénombrable (car 'ensemble de polyndmes @Hig est dénombrable, donc I'ensemble

de leurs zéros I'est aussi).
— C n’est pas dénombrable. Donc da@dl existe un ensemble non-dénombrable d’éléments qui

sont transcendants s@.

Définition 6.3. Soit K un corps. On appelldl algébriguement closi tout f € K[X] de degré> 1

posséde un zéro dams.
Un corpsK est appeléloture algébrique dé& si K est algébriquement clos &f /K est une

extension algébrique.

Exemple 6.4.C est algébriguement clos (c’est un résultat d’analyse complexegymmple).
Q (du dernier exemple) est une cléture algébriquelde

Lemme 6.5. Soit K un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) K estalgébriquement clos.
(i) Tout f € K[X] unitaire de degre&l est de la forme

d

ﬂmzﬂa—m

avecay,...,aq € K.
(iii)y Si L/K estune extension algébrique, aldrs= K.

Démonstration.« (i) = (ii) » C'est une application de la division euclidienne de polyndmes.

« (i) = (iii) » : Soit L/K algébrique, soit. € L et soitf € K[X] le polyndbme minimal de
surK. Tous les zéros d¢ sont dandy, donca € K. DoncL = K.

« (iii) = (i) » : Soit f € K[X] un polyndme non-constant. On peut supposer sans perte de géné-
ralité qu’il est irréductible. L'extensiol := K[X]|/(f) sur K est algébrique, dont = K, donc le
degré def estl, doncf a un zéro dan¥’. O

Théoréme 6.6.Soit K un corps. Il existe une cl6ture algébrique e

Démonstration.Exercice. O
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Prolongation d’homomorphismes de corps

Définition 6.7. SoientK’/K une extension de corpg,un corpsetr : K — Letr : K/ — L des
homomorphismes de corps.
On dit quer est uneprolongation der si 7| = o (c'est-a-dire,7(x) = o(z) pour toutz € K).

Notation 6.8. SoientK, L des corps et : K — L un homomorphisme de corps. Pour un polynéme

f(X) =%, a; X" € K[X] nous écrivong” pour le polyndmé& % o(a;) X" € L[X].

Lemme 6.9. SoientK, L des corpsK’ = K (a) une extension algébrique d€ et f := mipo, €

K[X]. Soite : K — L un homomorphisme de corps. Alors :

(@) Sic’ : K’ — L est une prolongation de (c’est-a-dire, un homomorphisme de corps tel que
o'|k = o), alors f7(o'(a)) = 0, donco’(a) est un zéro dg”.

(b) Pour tout zérd € L de f° il existe une unique prolongatiorl : K/ — L telle ques’(a) = b.

(c) Le nombre de prolongations @dea K’ est égal au nombre de zéro g€, donc au plus égal a

deg(f).
Démonstration.(a) Soitf(X) = %  ¢;X%. Ona

d d d
f7(0'(@) = o(c)o'(a) =) o'(ci)o’(a)' = o (Z Cia’) =o' (f(a)) ='(0) = 0.
=0 i=0 i=0
(b)
Unicité CommeK’ alaK-basel,a,a?,...,a% !, tout homomorphisme de corg§’ — L est uni-
guement déterminé par I'image de

Existence Considérons 'homomorphisme d’anneaux

)

o K[x] 2200 px) 220,

On a clairemend|x = o (ici K est identifié avec les polyndmes constants dan&]). On a
aussif € ker(¢) car f7(b) = 0. Commey est irréductible, I'idéal f) < K[X] est maximal,
donc(f) = ker(¢). Le théoreme d’isomorphismes fournit un homomorphisme d’anneaux

¢ KIX]/(f(X)) — L,

qui est automatiquement injectif (comme tous les homomorphismes de corpfattss X +
(f)) =betg|x = o.

Rappelons quev, : K[X]/(f) — K’ est un isomorphisme de corps. Dont,:= ¢ o ev, !
est la prolongation de recherchée.

(c) est une conséquence directe de (a) et (b). Ol

Exemple 6.10. - On veut étendre l'identit® — C a K’ := Q(+/2). Un homomorphisme :
Q(v/2) — C est uniquement déterminé par I'image ¢€. Nous avons donc deux possibilités
pour cette image, car elle doit étre un zéro du polyndffieX ) pour f(X) = X2 — 2. Mais
f° = f, donc, soit 'image et/2, soit—+/2.
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— On veut étendre l'identit® — C a K’ := Q(+/2). De la méme maniére nous trouvons que
l'image de+/2 doit étre une racine d&® — 2. Pour cette raison nous le factorisons dafs

XP—2= (X — V2)(X — V(X - 3V2)

avec(s = €2™/3. Donc, nous avons trois prolongations possibles, a savoir, 'imag¢/dest

soit v/2, soit(3v/2, soit(3v/2.

Proposition 6.11. SoientK’ /K une extension algébrique (qui peut étre infinieyn corps algébri-
quement clos et : K — L un homomorphisme de corps. Alors :

(a) Il existe une prolongation’ : K/ — L deo.

(b) SiK’ est algébriqguement clos ét/c(K) est algébrique, alors toute prolongatiari : K/ — L
deo est un isomorphisme de corps.

Démonstration.(a) Cet argument utilise le lemme de Zorn (voir Algebre 2). Regardonseiehle
M :={(F,7)| K'/F/K, T: F — L prolongation der}.

- M #(car(K,o) € M.
— M est (partiellement) ordonné pour la relation d’ordre définie par

(Fi,71) < (Fo,m) & FICFetn|p =1

— Tout sous-ensemblE C M qui est totalement ordonné (c’est-a-dire, pour tat, ;) € T,
(Fy, ) € Tona(Fy, ) < (Fa,m)ou(Fy, 1) < (F1, 7)) aune majorante dard, a savoir
(f, 7) avecF = U(F’T)GM Fet7: F — L défini par7(z) := 7(z) pour un (n'importe lequel)
(F,7) € M telquez € F.

Nous avons vérifié les hypothéses du lemme de Zorn qui nous donnaida@iément maximal
(F,7) € M. Nous montrond” = K'. Si cela n’était pas le cas, alors on pourrait chaisi¥ K’ \ F.
CommeK’ /K est algébriquey I'est aussi. Donc, par le lemme 6.9 on peut donc prolongef’(a),
c’est une contradiction a la maximalité.

(b) On choisit une prolongatio®’ : K’ — L (possible par (a)). Comme€ est injective (comme
tout homomorphisme de corpgy; est isomorphe &' (K'’). Donc,o’(K') est aussi algébriquement
clos. Par hypothésd, /o (K) est algébrique, donE/c’(K') est aussi algébrique, et en conséquence
L = ¢'(K'"). Donc,o’ est un isomorphisme de corps. O

Définition 6.12. SoientK un corps,L,/K et Lo/ K des extensions de corps. Un homomorphisme
de corpso : L1 — Lo est appeléK-homomorphismesi o prolongeid : K — Lo (C'est-a-dire, si
o(x) = x pour toutz € K).

L’'ensemble de tous lgs-homomorphismes di, dansL, est notéHomy (L1, Ls).

Exemple 6.13.SoientK/Q et L/Q deux extension et : K — L un homomorphisme de corps.
Alors, o est unQ-homomorphisme.

Corollaire 6.14. Soit K un corps etk et K, deux clétures algébriques d&. Alors, il existe un
isomorphisme de corp§; — K> qui prolongeidy.

Démonstration.On prolonge lidentitdd : K — K, a K par la proposition 6.11. O
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Corps de décomposition

Définition 6.15. SoientK un corps et f;);c; C K[X] une famille de polyndmes de degrél. Une
extension./ K est appeléeorps de décomposition d¢;);c; SurkK si
— pour touti € I le polynébmef; se factorise complétement en facteurs linéaires dajis|
(fi(X) = b 153 (X — ¢i) avece;; € L) et
— L estengendré suk partousles:; ; (L = K(c¢; |i€ 1,1 <j<deg(fi))).

Souvent la famille de polynéme ne consistera que d’un seul polynéme.

Exemple 6.16. — Le corps de décomposition d& — 2 € Q[X] surQ estQ(v/2).
— Le corps de décomposition d&% — 2 € Q[X] surQ estQ(/2, (3) avec(s = e2™/3,
— Le corps de décomposition §& 2 — 2, X2 — 3} C Q[X] estQ(v/2,V3).

Proposition 6.17. SoientK un corps ef f;);c; € K[X] une famille de polynbmes de degrél.

(@) Il existe un corps de décompositidrde la famille( f;);cr sur K. |l est algébrique surx.

(b) SiL; estL, sont deux corps de décomposition de cette famille, alors il existé-ispmorphisme
o: L1 — Ls.

Démonstration.(a) SoitK une cléture algébrique d€ et soient; ; € K les zéros des polyndmgs
Alors, L := K(c; j | i € 1,1 < j < deg(f;)) estun corps de décomposition. Commest engendre
par des éléments qui sont algébriquessuil suit queL/K est une extension algébrique.

(b) Soit L, une cloture algébrique de; etidg : K — Lo I'identité. Par la proposition 6.11 on
peut prolonger en unk-homomorphisme : L; — Ly. On poseld; ; := o(c; j) € Ly. On a

deg(fi) deg(fi)
bi [I (X —ciy)=fi(X)=f7(X)=b: [] (X —diy)
j=1 j=1

et, commel; est engendre sut par lesd; ; en tant que corps de décomposition &yralors, I'image
o(Ly) estLy, doncLy = Lo par unk-isomorphisme. O

Définition 6.18. SoitL/ K une extension algébrique de corps. On I'appeltemalesi tout polyndme
irréductible f € K[X] qui posséde un zerg dansL se factorise complétement en facteurs linéaires
dansL]X], cest-a-dire,f(X) = b[[25V)(x — ¢;) avecey, . .., Caeg(f) € L.

1=

Proposition 6.19. Soit L/ K une extension algébrique (pas nécéssairement finie). Alors lediaaser
suivantes sont équivalentes :

() L/K estnormale.
(i) L estun corps de décomposition d’'une familfe);c; C K[X] sur K.
(iiiy Tout K-homomorphisme : L — L, ou L est une cloture algébrique de, satisfaito (L) = L
et donc donne lieu a uK-isomorphismer : L — L.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit.S C LtelqueL = K (S). Pourtouts € S soit fs := mipo,(X) €
K[X] le polyndme minimal de sur K. Par (i), toutfs se factorise complétement dahgX| et par
hypothésd. est engendré parc S, donc, par tous les zéros de tous fes
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« (i) = (iii) » : Pour touti € I, 'homomorphismer permute les racines dg : si fi(a) = 0
poura € L, alors,o(a) est une autre racine ¢f¢ (comme nous I'avons déja vu plusieurs fois). Donc,
I'image o (L) est engendré suk par les mémes éléments qliedonc, cette image est égald.a

« (iii) = (i) » : Soientf € K[X] irréductible eta € L tel quef(a) = 0. SoientL une cloture
algébrique del etb € L tel quef(b) = 0. Par le lemme 6.9 (b) il existe uR-homomorphisme
o : K(a) — Ltel ques(a) = b. Par la proposition 6.11 on peut le prolongerf€rhomomorphisme
o : L — L. Par (jii) nous avond, = o(L) > o(a) = b. Donc L contient toutes les racines e [

Exemple 6.20. — Les corpsQ(v/2), Q(V/2, (3) etQ(v/2, v/3) sont normaux su@.

— Le corpsK := Q(+{/2) n’est pas normal suf), car le polyndmeX® — 2 n’a qu’une seule de
ses racines dan& . Alternativement, 'image de 'homomorphisifi€+/2) — C donné par
V2 — (33/2 n’est pas contenue dagy(/2).

— Toute extension/ K de degré& est normale : SI. = K (a), alors L est le corps de décompo-
sition du polyndme minimal de sur K (comme le polyndme est de de@rés’il a un facteur
linéaire dansL[X], alors I'autre doit y étre aussi).

— SiM/L etL/K sont normales, I'extensioh// K peut quand-méme étre non-normale.

Par exempleQ(v/2) 2 Q(v/2) 2 Q. La grande extension n’est pas normale pour les mémes
raison que le deuxiéme exemple. Par contre, les deux sous-extessitnsmrmales car elles
sont de degrés.

— SiM/L/K sont des extensions de corps awé¢ K normale, I'extensior./ K peut étre non-
normale.

Par exemple Q(v/2,(3) 2 Q(v/2) 2 Q.

— SoientK un corps etk une cloture algébrique d& . Alors, K /K est normale (on peut prendre

la famille de tous les polynémes ég X1).

Proposition 6.21. SoientM /L/K des extensions de corps. Bi/ K est normale, alors\//L I'est
aussi.

Démonstration.)M est un corps de décomposition d’'une famille de polyndityeser C K[X]
sur K. Mais, M est encore un corps de décomposition de la méme famille considérée sur [

Définition 6.22. SoitL/ K une extension algébrique. Une extensidfL est appeléelbture normale
deL/K si
— N/K estnormale et
— siN/N;/L telle queN; /K est normale, alorsV = N; (donc,N/K ne contient aucune sous-
extension non-triviale qui est normale skiret contientl).

Proposition 6.23. Soit L/ K une extension algébrique.

(@) SoientZ une cléture algébrique dé sur K, S C L tel queL = K(S) et f, le polyndme minimal
des sur K pour touts € S. Alors, le corps de décompositidd de la famille(fs)scs sur K est
une cl6ture normale dé /K.

En particulier, une cléture normale existe toujours.

(b) SiN estune cldture normale de/ K, alors N est le corps de décomposition skirde la famille

(fs)sES-
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(c) SiL/K estfinie, alors toute cloture normalé/ K de L/K est aussi finie.

(d) SoitN/K une cléture normale dé /K. Alors, N est I'extension dé< engendrée par tous les
o(L) pouro € Homg (L, L).

(e) SiN;/K et No/K sont deux clétures normales de/ K, alors, il existe unk-isomorphisme
Nj = Ns.

Démonstration.(a) Les corps de décomposition donnent lieu & des extensions normales/dé
est normale. Soif\//M'/L telle queM’/K est normale. On sait qu&/’ doit contenir toutes les
racines degs, car fs(s) = 0 ets € L. Donc,M’' = M.

(b) Soit N une cl6ture normale dé/K. Comme dans (a) on sait qué doit contenir toutes les
racines deg, car fs(s) = 0 ets € L. Donc N est un corps de décomposition skirde la famille
(fs)sES-

(c) Si L/K est finie, 'ensemble&S peut étre choisi fini. Donc, on obtiedf comme I'extension
engendrée par I'ensemble fini de toutes les racinegdes

(d) On montre d’abordV 2 o (L) pour toute € Homg (L, L) : Limage deo est engendrée par
leso(s) pours € S (car L est engendré suk parS). Mais, nous savons qugs) € L est une racine
de f, et appartient donc &'.

On montre maintenant qul¥ est contenu dans le corps engendré Kupar toutes les images
o(L) pouro € Homg (L, L). Pour cela il suffit de démontrer que pour teut S toute racine def
est contenue dans ur{L). Soitt une autre racine dg. Nous avons déja fait cet argument un nombre
de fois : par le lemme 6.9 il existe uki-homomorphismer : K (s) — L qui envoies surt. Par la
proposition 6.11 nous pouvons prolongeen élément délomy (L, L). Donct € o(L).

(e) Tous les deux sont des corps de décomposition de la fafyiille- s, donc isomorphes par la
proposition 6.17 (b). O

7 Extensions séparables

On se rappelle : Soiedt un corpsf € K[X] un polynéme irréductiblef une clbture algébrique
deK eta € K t.q. f(a) = 0. Alors, nous avons la bijection

{ racines def dansK} — Hom (K (a), K),

ou I'image de la raciné est I'uniqueK -homomorphisme tel quecs(a) = b (voir le lemme 6.9).

On appellera un polyndém¢ séparable quand il a « autant de racines (dahsjue possible »
(c’est a diredeg(f)). On appellera une extensidry K séparable quand elle admet « autant/de
homomorphismeg — K que possible » (notion a préciser ci-dessous).

Exemple 7.1. - Le polyndmeX?—2 € Q[X] a deux racines dar et son degré est également
— Le polynémex* + X3 + X2 + X + 1 € Q[X] a quatre racines dan§ et son degré est
également.

— Soitp un nombre premier. Le polynérde” — T' € F,,(T)[X] (oUF,(T") := Frac(F,[T])) est
irréductible (comme nous I'avons vu par le critére d’Eisenstein), maiscaic F,,(T') tel que
tP =TonaX? —T = (X —t)P,donc il n’y a qu'une seule racine bien que le degré goit
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Définition 7.2. Soit K un corps et une cloture algébrique d&’. Soitf € K|[X].
— Une racinea € K de f est dite demultiplicité r si (X —a)" | fet(X —a) 11 f.
— Le polyndmef est ditséparablesi toutes ses racines (dals) ont la multiplicité1. 1l est clair
que f est séparable si et seulement si le nombre de racines distinctesadségdegré de'.
— Sif n'est pas séparable, on I'appelieséparable

Lemme 7.3. SoientK un corps etf,g € K[X].

(@) SoitL/K une extension de corps. Soigtd k(x| (f, ) le plus grand commun diviseur unitaire
(pour qu'il soit unique) def et g dans I'anneau principal[X], etpgedx(f, g) 'analogue
dansL[X]. Alors,pgedg(x(f, 9) = pgedrix)(f, 9)-

(b) Pourf = 3% a; X" nous définissons laérivée formellef’(X) := 2% ia; X*~'. Alors, on a

(f+9)=f+g et (fo)=fg+fd
Démonstration.(a) Par I'identité de Bézout nous avons

di := pgedgx)(f, 9) = f(X)a1(X) + g(X)b1(X)
dz := pgedx1(f, 9) = f(X)az(X) + g(X)b2(X)
avecai, by € K[X] etag, by € L[X]. Nous avons les divisibilités suivantes ddix] : di|f, d1 | g,
doncd; | da; et de la méme facody|f, d2 | g, doncdy | di. Commed; etds sont unitaires, on
obtientd; = ds.
(b) C’est un calcul simple. (Noter que vous ne pouvez pas utiliser la cegtealysel sauf pour
les corpsR etC.) O

Proposition 7.4. SoientK un corps,K une cloture algébrique et € K[X] de degré> 1.
(a) Soita € K une racine def. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
() La multiplicité dea estr > 1.
(i) f'(a)=0.
(iii) pgedgx)(f. f/)(a) = 0.
(b) Soitf irréductible. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
() f estséparable.
(i) f’ # 0 (polyndme constartk).
Démonstration.(a) Soitf(X) = chzl(X —a;)aveca; € K eta=a; = as = -+ = a, eta # a;
pouri > r.On a
J'(x) =c

d
Jj=

d
I[] &x—a)
14=1,i#j
Notez que par le lemnie 7.3 le pgcd peut étre calculé @3], ou il est évident. Les équivalences
sont donc claires.
(b) « (i) = (ii) » : Si f est séparable, par (a) orpgch[X](f, /")(a) # 0 pour toute racine de f
(dansK). Donc f” # 0.
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«(ii) = (i) » : Commef” # 0 etdeg(f’) < deg(f) et f estirréductible, on gged kx| (f; ') = 1,
car le pgcd est un diviseur deet def’. Donc par (a) la multiplicité de toute racineest1 et doncf
est séparable. O

Définition 7.5. Un corpsK est appeldarfaitsi tout polyndme irréductiblg € K[X] est séparable.

Exemple 7.6.  — Tout corps de caractéristigueest parfait.
Raison : Pourf € K[X] de degré> 1, on a toujoursf’ # 0 (le degré diminue pat).
— Tout corps algébriguement clos est parfait.
Raison : Les seuls polynémes irréductibles sont linéaires et donc trivealieséparables.
— Le corpsF,(T") = Frac(F,[T]) n’est pas parfait.
Raison : Le polyndbm&® — T' € F,,(T')[X] est irréductible et inséparable.
Définition 7.7. Soit L/ K une extension algébrique de corps.

(@) On appellea € L séparable suk si son polynébme minimahipo,(X) € K[X] sur K est
séparable.

(b) On appelleL/K séparablei touta € L est séparable suk.
(c) SoitK une cloture algébrique d&". On pose

[L: K]s:= #Homg (L, K)

et on I'appellele degré de séparabilité de I'extensibpk .

Noter que[L : K], est indépendant du choix d€ car toute autre cl6ture algébrique d& est
K-isomorphe a la cl6turdS que nous avons choisie.

Lemme 7.8. Soit K un corps,K une cloture algébrique d&’, a € K et f := mipo, € K[X] son
polynéme minimal suk. Alors :

(@) [K(a) : K]s est égal au nombre de zéros flelansK, donc[K (a) : K|s < [K(a) : K].
(b) a estséparable sukK < [K(a) : K| = [K(a) : K]s.

Démonstration.Immédiat a cause de la bijection
{ racines def dansK} — Homg (K (a), K).
O

Proposition 7.9. SoientM /L /K des extensions algébriques de corps. Le degré de séparabilité est
multiplicatif :
[M:K|s=[M:Lls [L:K]s.

Démonstration.SoientK une cléture algébrique d& et
Homp (L, K)={o; |i€I} et Homy(M,K)={r|jeJ}

On suppose que le premier ensemble est en bijection/agete deuxiéme en bijection avec Pour
touts € I on choisit une prolongatiosy; : K — K deo; (possible par la proposition 6.11).
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Soienti,k € I etj,/ € Jtelsques; om; =0, 071 Onmontre 7 = k etj = £.

Commer;|;, = m|r = idz on obtient d’abordr; = &;|;, = ok|, = o, donci = k. On
multipliant I'égalités; o 7; = 7; o 74 parE;1 on voitT; = 7, doncj = /.

Nous montrons Homy (M, K) = {5, 07; | i € I,j € J}. Par ce qui précéde cet ensemble est
en bijection aved x J; nous obtenons donc I'assertion de la proposition.

L'inclusion « D » est évidente. Regardons l'autrecw. SoitT € Homy (M, K). On considére
7|, € Homg (L, K) ; donc il existe un € I tel quet|, = ;. Notons que?i‘1 oT|r = idg. Donc
7; ' o1 € Homp (M, K), donc il existej € J tel quez; * o 7 = 7;, alorsT = 3, o 7, ce qu'il fallait
démontrer. O

Dans la preuve suivante nous allons le fa&aient /M /K des extensions de corpsete L.
Sia est séparable suk’, alors a est séparable sui/. La raison est la suivante : Soiefitc K[X]
etg € M[X] les polyndbmes minimaux de sur K et surM respectivement. Par hypothegeest
séparable. Commegest un diviseur d¢, alorsg est aussi séparable, domest séparable sui!.

Proposition 7.10. Soit L/ K une extension finie de corps. Les assertion suivantes sont équivalentes
(i) L/K estséparable.

(i) Il existe des éléments, ..., a, € L séparables sukK tels queL = K(aq,...,a,).

(i) [L:K]=IL:K]s.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Clair. Tout ensemble fini de générateurs est composé d’élémerds sé
rables.
« (ii) = (iii) » : Le fait précédent, lemme 7.8 et multiplicativité du degré et du degrépukerabilité.
«(iii) = (i)» : Soientay, . .. ,a, € Ltelsquel = K(ay,...,a,). Lesinégalité$K (a;) : K]s <
[K(a1) : K] et[K(a1,...,ai,ai+1) : K(a1,...,a;)]s < [K(a1,...,a;,ai+1) : K(ai,...,a;)] pour
1 < i <n—1provenant du Lemme 7.8 ensemble avec la multiplicativité mditrek]; < [L : K]
avec égalité si et seulement si taytest séparable poudr= 1,...,n. Ceci montre que tout; € L
est séparable sut. Ol

Ajoutons encore une version infinie de la proposition précédente.

Proposition 7.11. Soit ./ K une extension algébrique de corps. Elle est séparable si et seulsment
elle est engendrée par des éléments séparable&Xsur

Démonstration.Soit{a; };c; € L un ensemble de générateurs séparables (pour un ensBmibert
b € L se trouve déja danK'(a; | j € J) C L pour un sous-ensemble fidi C I. Ce corps est
séparable par la proposition 7.10. O

Proposition 7.12(Existence d’élément primitif)Soit X un corps infini et./ K une extension finie et
séparable. Alors, il existe € L tel queL = K(a), doncL est une extension simple ée

Noter que le résultat est aussi vrai pour les corps finis; mais la preuestalifférente (voir la
feuille 10).
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Démonstration.Soit K une cloture algébrique d€. Sans perte de généralité nous pouvons supposer
L = K(b,c). Soientf = mipo, etg = mipo, les polynébmes minimaux deet c sur K etb =
bi,ba,...,by,c=ci,ca,...,cm € K leurs zéros. Nous choisissong K tel que pour toul < i <
n et2 < j < m nous avong #* % (ici on utilise queK contient assez d’éléments) et nous posons
a:=b+ yc.

On montreb, ¢ € K(a), doncK (a) = K(b,c).

Posonsi(X) := f(a —yX) € K(a)[X]. Onah(c) = f(a —yc) = f(b) = 0. Mais, h(cj) # 0
pour tout2 < j < m pour la raison suivante : Par choix genous avon$; — b # y(c — ¢;) donc
bi # b+ yc —yc; = a — ye; pour toutg < i < n. Alors, h(cj) = f(a —yc;) # 0 cara — yc;
est différent de toutes les racines fleDonc, pged (q)x)(h, 9) = X — ¢, donce € K(a), donc
be K(a). O

Corps finis

Lemme 7.13. Soit X' un corps fini (c’est-a-dire # K < o). Alors :

(a) car(K) = p > 0, un nombre premier et ’homomorhpisme natufgl— K est injectif; donc on
considereK’ comme une extension eg.

(b) Il existen € Ntel que#K = p™.
(c) Frob, : K — K, z +— 2P estun homomorphisme de corps, « 'homomorphisme de Frobenius »
(voir la définition-lemme 3.5).

Démonstration.(a) et (c) ont déja été démontrés.

(b) CommekK est une extension d&,, c’est unkF,-espace vectoriel de dimensian= [K : [F,)]
(forcement finie, caf{ est finie). Donck = (IF,)" en tant queF,-espace vectoriel. DongK =
p". ]

Théoréme 7.14.Soitp un nombre premier et un nombre naturel. Sojt(X) := X?" — X € F,[X].

(a) SiK estun corps de cardinal®, alors, K est un corps de décomposition flsur .

(b) Tout corps de décomposition de f surF,, est un corps de cardinal™.

(c) SiK; etK, sontdeux corps de cardingl’, alors, ils sontisomorphes. On ndifg- tout corps de
cardinal p™. (C’est justifié car il est unique a isomorphisme pres.)

(d) F,»/F, estune extension de corps séparable et normale qui est dexegre

Attention ! Ne pas confondr&,. avecZ/p"Z. Les deux sont differents des que> 1.

Démonstration.On fait la preuve en plusieurs étapes.

— La dérivée formelle d¢ estf’(X) = —1, doncpged(f, f/) = 1. Par la proposition 7.4 (a)
tout zéro def dansN est de multiplicitél. Donc, f est séparable. En conséquentglF,, est
séparable et le nombre de racines distincteg dansN est égal au degré du polyndme, donc
égal ap™.

— SoitK est un corps de cardinal’. Alors, K* = K \ {0} est un groupe d’ordrg” — 1. Alors
pour touta € K* ona:a?"~! = 1, donca”” —a = 0, donc,f(a) = 0. Evidemment,(0) = 0.

On conclut :f(a) = 0 pour touta € K. Donc, K est égal a 'ensemble des racinesfdeOn
obtient queK est un corps de décomposition fiet donc (a).
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— On veut montrer (b) maintenant. Sdit un corps de décomposition desur F,. On pose
R:={a€ N | f(a) =0} C N. Noter que#R = p™ a cause de la séparabilité de

— On montre quer est un sous-corps d¥ : Soienta,b € R, donca?” = a etb?”" = b. Cela
implique :

— 0" =0etl”" =1,donco,1 € R;

- (a+b)P" =a”" +b" =a+b,donca+beR;

- (—a)P" = (=1)P"a?" = —a, donc,—a € R (noter que poup = 2 il N’y a rien & démontrer
etpourp > 2ona(—1)"" = —1);

—(a-b)P" =a®" - " =a-b,donca-b € R;

~ sia #0,alors(1)” = 1. = 1 doncl € R.

— DoncR est un sous-corps du corps de décompositiofi dai contient toutes les racines de
Par la définition du corps de décomposition, on conétut= N. Donc, #N = p". Cela
montre (b).

— (c) L'unicité provient du fait que les corps de décomposition sont inégisomorphisme pres.

— (d)F,»/F, est normale, car c’est un corps de décomposition, et elle est sépaatfid’est.
Le cardinal implique I'assertion concernant le degré.

O

8 Extensions galoisiennes

Soit L/ K une extension normale. On se rappelle que par la Propositioh 6.19 tout élérmden
Homp (L, L) satisfaito(L) = L et donne donc lieu & uk-isomorphismel. — L. On note I'en-
semble ded{-isomorphismed. — L parAutg(L). C'est clairement un groupe pour la composition
d’applications avec élément neutre I'identidg, .

Nous avons donc pour/ K une extension finie et normale

# Autg (L) = #Homg (L, L) = [L : K], < [L : K] (8.3)
avec égalité si et seuelement/siK est aussi séparable.

Définition 8.1. Soit L/ K une extension algébrique. Elle est appelédoisiennesi elle est normale
et séparable. On pose
Gal(L/K) := G(L/K) := Autg (L)

('ensemble deg(-homomorphismé — L) et on I'appellegroupe de Galois dé/ K.

Lemme 8.2. Soit L/ K une extension galoisienne finie. Alg¥sGal(L/K) = [L : K].

Démonstration.Conséquence de I'équation (8.3) et de la séparabilité. O
Exemple 8.3. — C/R est une extension galoisienne : elle est normale (par exemple, carré deg

est2) et séparable (par exemple, car la caractéristique®st
Gal(C/R) = Homg(C, C) = {idc, ¢} ouc est la conjugaison complexe.
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— SoitN 3 d # 0,1 un nombre qui n’est pas un carré de fagon qe/d)/Q est une extension
de degré& qui est galoisienne. Nous avons :

Gal(Q(Vd)/Q) = {id, o’}

ol o est déterminé uniquement pafy/d) = —v/d.

— Soientp un nombre premier ef, := e?™i/P. On poseK := Q(¢p) (le p-iéme corps cyclo-
tomique). AlorsiK/Q est une extension galoisienne. Son groupe de G&lal§Q(¢,)/Q) est
cyclique d’ordrep — 1.

En effet : Nous connaissons le polyndme minimaj,deur Q. C’est lep-ieme polynéme cyclo-
tomiqued,(X) = XP~1 + XP~2 + ... + 1 € Q[X]. Ses racines sont toutes les puissagjce
pourj =1,2,...,p — 1. Donc il est clair queQ(¢,)/Q est galoisienne.
Donc, nous pouvons directement écire- 1 homomorphisme& — K :

oj : K — K déterminé uniquement pat(¢,) = CI{

pourj € {1,2,...,p—1} etcomme le cardinal d&al(Q((,)/Q) estp — 1, nous avons trouvé
les éléments de ce groupe.

Il faut encore voir que le groupe est cyclique. On se rappelle(d@Z)* = F, est cyclique.
Nous définissons le-iéme caractere cyclotomique

Xp : Gal(Q((p)/Q) — (Z/pZ)*

comme suit : Soit € Gal(Q((,)/Q). Nous avons(¢,) = (X7 pour unx(r) € (Z/pZ)*.
Cette application est clairement bijective. On calcule qu'il s’agit d’'un homgohisme (donc
d’'un isomorphisme) de groupes :

C;((ﬁm) = 11(12(G)) = 71(@‘(72)) _ (Tl(Cp))X(TQ) _ (Cgc(n))X(T?) _ C})f(n)x(m).

Dans les exercices vous allez voir que ce méme résultat est valabléopbentier positifz et
pas seulement pour les nombres premjers

— Soit¢z = €2>™/3. On considére I'extensioR := Q(+/2, ¢3)/Q qui est galoisienne (la sépara-
bilité est claire car nous sommes en caractéristiguet la normalité a été montrée dans un
exemple précédent). Son degré®@<Dn va maintenant calculer les éléments de son groupe de
GaloisGal(K/Q).
On va d’abord prolonger l'identit&) — C a K’ := Q((3) ; c’est un cas spécial de 'exemple
précédent : le polynéme minimal deestX? + X + 1 € Q[X] et ses deux racines sofy et
¢2. Donc nous avons deux prolongations

o : Q(¢3) = C

données par(C3) = (3 etoa(¢3) = (2. (On sait queQ(¢3)/Q est galoisienne, mais nous
n'allons pas utiliser ce fait.)

Le polynomeX? — 2 reste irréductible sufQ(¢3)[X] (par exemple, par la multiplicativité des
degrés et le fait que et 3 sont premiers entre eux). Donc pour taug {1, 2} nous pouvons
prolongero; a Q(+/2, ¢3) de trois maniéres qui sont déterminées par :

01 (V2) = V2, 02(V2) =(V2, 0i3(V2) = GV2.
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Par la normalité deQ(+/2, (3)/Q cesQ-homomorphismes donnent des éléments dans le groupe
de GaloisGal(Q(V/2,¢3)/Q). Nous avons donc calculé les éléments du groupe de Galois.
Notons encore que; ; est l'identité.

— Soit K un corps fini de caractéristique et de cardinalp™. Nous avons vu dans la section
précédente qu&’/Q, est séparable et normale, donc, galoisienne. Son degré est
Nous calculons le groupe de Galdisl( K /F,). Pour cela on se rappelle du Frobenilisob,, :
K — K donné parr — zP ; c'est un automorphisme de corps.
Nous savons quErob;‘ = idg. On veut montrer que est l'ordre deFrob,,. Soitl < i < n;
supposons quErob; = id. Alors, tout élément d& satisfaitz?’ = z, doncK C [, ce qui
est une contradiction. Donc, I'ordre déob,, est biem.
Nous pouvons conclure qu&l( K /F,) est un groupe cyclique d’ordieengendré pakrob,,.

— SoitK un corps etf € K[X] un polyndme irréductible et séparable. Alors le corps de décom-
positionL de f sur K est une extension galoisienne He
Raison : Elle est normale, est elle est engendré par les racines denc par des éléments
séparables. Nous nous rappelons que nous avons vu que les exteesgendrées par des
éléments séparables sont séparables.

Lemme 8.4. SoientL /E /K des extensions de corps telles du&s est galoisienne. Alors :

(a) L/E est galoisienne efzal(L/F) est le sous-groupe d@al(L/K) composé des ces éléments
deGal(L/K) qui sont de-homomorphismes (c’est-a-dire(e) = e pour toute € E).

(b) SiE/K estaussi galoisienne (ce qui n’est pas automatique!), alors I'aptitioa
m:Gal(L/K) — Gal(E/K), o~ o|g
est un homomorphisme de groupes qui est surjectif. Son noyagaést@al(L/E).

Démonstration.(a) Nous avons vu les deux propriétés : normale (proposition 6.21patatdle (ap-
pliquer la proposition 7.10). Nous avons

Gal(L/FE) = Autg(L) C Autg (L) = Gal(L/K).

(b) CommeE/ K est supposée normale, pour tdithomomorphisme : L — L on a toujours
o(F) = E.Donco|g € Gal(E/K), et I'applicationr est bien définié. Il est clair que est un
homomorphisme.

On montre la surjectivité : Soit € Gal(E£/K). En utilisant la proposition 6.11 on prolonge
I'application

ELE—SL—TL
en unK-homomorphisme : L — L. La normalité del./ K implique que7(L) = L, donc7|;, €
Gal(L/K) et satisfaitr (7) = 7.

Pour calculer le noyau de soito € Gal(L/K). Par définitiont(c) = o|g = idg Si et seulement

sioc € Gal(L/E). O

Définition-Lemme 8.5. SoitZ un corps ez C Aut(L).Onposd.® :={r € L |Vo € G : o(z) =
x }. C’est un corps qui est appelé sous-corps dé fixé parG ou le sous-corps de§-invariants
delL.
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Démonstration.Facile a vérifier. O

Proposition 8.6. Soit L un corps,G C Aut(L) un groupe fini etk := LC. Alors L/K est une
extension galoisienne avél(L/K) = G.

Démonstration.Cette preuve se fait en plusieurs étapes :
— Notons que~ < Autg(L). Nous avons par I'égalité (8.3) :

n = #G < # Autg(L) < [L: K].

— Soita € L. On va construire un polyndme séparable dafnX] qui annullea.
On le fait comme suit : Soi$ := {o(a) | 0 € G} = {a = a1, a9,...,a,}; C'estun ensemble
fini, car G est fini; il contienta, carid;, € G. On pose

T

fa(X) =] [(X = 7(as)) € LIX].
i=1
Il est clair quef,(a) = 0 et qu'il est séparable Il faut donc montrer que les coefficientg de
appartiennent & . SoitT € G. Noter que I'applicatiort — S, donnée pat — 7(a) est une
bijection (carG — G, donnée patr — 7o est une bijection). On calcule

s T

T(fa(X)) = [ (X = 7(a0)) = [T(X = a)) = fu(X),

i=1 =1

ou la deuxieme égalité est due a la bijection précédente (les facteurs dGpelgont permutés
mais pas changés!). De I'égalit¢f,) = f, pour toutr € G on conclut quef € K[X].

— Nous trouvons donc que tout élémen& L est séparable. Donk/ K est séparable. En plus
L/K estnormale parce queest un corps de décomposition de la famflfg } ,c.. DoncL/K
est une extension galoisienne.

— Soita € L un élément primitif qui existe a cause de la proposition 7.12. Le polyndme minimal
go := mipo, € K[X]| dea surK divise f,. Donc nous avon. : K| = deg(g,) < deg(fs) =
r<n.

— En comparant avec la prémiére inégalité en haut, nous trouvons

G = Autg (L) = Gal(L/K).

En fait, la preuve donne une maniére d'écrire le polyndme minimal (voir Ee=c

Corollaire 8.7. SoitL/K une extension normale ét:= Autg (L) soit fini. Alors :
(@) L/LC estune extensions galoisienne ated(L/L%) = G.
(b) [LY: K]s = 1.

(c) SiL/K est séparable (donc galoisienne), aldits= L¢.
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Démonstration.(a) C’est encore une fois I'assertion de la proposition 8.6.
(b) Il est clair queKX’ < L. Nous avons la chaine d’inclusions

G = Gal(L/L%) = Aut;c (L) < Autg (L) = G,

donc nous avons |'égalité partout.

Soit K une cléture algébrique d&. Soito : L — K un K-homomorphisme. On peut le
prolonger & unk -homomorphismé : L — K a cause de la proposition 6.11. La normalité/des
implique5(L) = L, doncé € Autg(L). On concluts € Aut;c(L). Alors, 6l;¢ = 0 = id;c.
Donc,Homg (LY, K) = {id;c} etalors[L¢ : K], = 1.

(c) CommeL/K est séparable, alos®/K l'est aussi. DondL® : K], = [L¢ : K] = 1 et
L¢ = K. O

Théoréme 8.8(Théoréme principal de la théorie de GaloiSpientZ /K une extension galoisienne
finie etG := Gal(L/K). Alors :

(a) Les applications

{ Sous-groupes d@} = { CorpsEtelsquel/E/K},
H -2, L
Gal(L/E) 2, E

sont des bijections.
(b) SoitH < G un sous-groupes. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) H <@ estun sous-groupe normal.
(i) LT /K estune extension normale (donc galoisienne).
(c) SiL" /K est normale, alors I'application

7:G — Gal(L/K), o ol
induit un isomorphisme de group€§ H = Gal(LY /K).

Démonstration.(a) On vérifie o ¥ = id etV o ¢ = id.
Soit E un corps tel qud./E /K. Alors :

®(U(E)) = ®(Gal(L/E)) = LEIL/E) = B,

ou la derniére égalité est due au corollaire 8.7 (c).
Soit H < G un sous-groupe. Alors :

U(®(H)) = (L") = Gal(L/LP) = H,

ou la derniére égalité a été démontrée dans le corallaire 8.7 (a).
(b) On fait d’abord un petit calcul : Sait € G et H < GG un sous-groupe. Alors

O'(LH) — LO'Ha_l.
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Eneffet:a € o(L") < 07 (a) € L¥ < hoo™'(a) = 07! (a) pourtouth € H < ocohoo ' (a) = a
pour touth € H < a € LOHo ™",
Nous pouvons maintenant démontrer I'assertion ainsi :

prop/6.19

A = o(lY=1" veoea
& LFH ™ [ voeq@
3 H=0Ho ! YVoe@G
%t H < G estun sous-groupe normal.

(c) Le lemme 8.4 nous donne pour le coip$ et le théoréme d’isomorphismes :
G/H = Gal(L/K)/ Gal(L/L") == Gal(L" /K).
O

Exemple 8.9. - SoitL/K une extension galoisienne dont le groupe de Galdis Gal(L/K)
est cyclique d’ordres, donc isomorphe & /6Z. La liste des sous-groupe compléte Z&67Z
est la suivante {0}, 3Z/6Z,27/6Z,7/6Z. Donc il y a4 sous-corps dd./ K dont les degrés
sur K sonté, 3, 2, 1.

— Nous avons déja calculé le groupe de Galoig)ies, v/2)/Q.
On calcule maintenant tous les sous-corpgde= Q((3, v/2). Un résultat de la feuille 11 dit
que le groupe de Galoi§ := Gal(K/Q) est le groupe symétrique.
Plus précisement : Nous prenons les deux homomorphismes :K — K définis uniguement
par :

o((3) =G5, o(V2) =2, 7(¢) =(s, T(V2) = (V2.

L'ordre de o est3 et I'ordre der est2. Ces deux éléments engendréht\Voici la liste des
sous-groupes d€' et des corps fixés par ces groupes.
- H:={id}, K" = K.
- H:=G, K =0Q.
— H := (1) <G estun sous-groupe normal (car I'indice @stc’est le groupe alternéls <1.Ss),
KT =Q(¢).
- H:=(0) <G, K" =Q(V?2).
— Hi=(ror™!) < G, KT = 7(Q(¥2)) = Q(r(V2)) = Q(¢:V2).
- Hi=(r%077%) < G, K = (Q(V2)) = Q(r3(V2)) = QG V2).
— SoitK un corps fini de caractéristiqueet de cardinalp™. Nous avons vu qu8al(K /F),) est
cyclique d’ordren engendreé par le Frobeniusrob,,.
Donc Gal(K /F,) est isomorphe au grougg/nZ. Les sous-groupes sont précisement donnes

par aZ/nZ poura | n. La théorie de Galois nous redonne donc le résultat que les sous-corps

- Frob? -
deF,~ sont preusemeﬁH](f«Lro . F,« pour les diviseurs den.

— SoitL/K une extension finie de corps finis. Sditle cardinal deL. DoncL/K est une exten-
sion galoisienne de groupe de Galois cyclidlieoby) oup® est le cardinal dek.
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Voici un corollaire simple mais pas évident!

Corollaire 8.10. Soit L/ K une extension séparable et fini. Alors, 'ensemiecorps| L/E/K}
est fini.

Démonstration.Sans perte de généralité nous pouvons remplapar une cléture normale. Donc, on
peut supposer qui/ K est une extension galoisienne. Il est clair que son groupe de Galtfis / K)
qui est un groupe fini ne possede qu’'un nombre fini de sous-gso(geja 'ensemble des sous-
ensembles dé& est fini). Donc par le théoreme 8.8 il n’existe qu’un nombre fini de cdipels
queL/E/K. O

Proposition 8.11. SoitL/ K une extension de corps. Soiéntl, /K etL/L,/ K des extensions telles
quel,/K et Ly/K sont galoisiennes et finies.

(a) Le corpsL;Ly := K (L1, L2) (extension d&< dansL engendrée par les éléments Heet Ly)
est une extension galoisienne et finie/de

(b) La restriction
Gal(L1Lo/Ly) — Gal(L1/(L1 N La)), o+ ol

est un isomorphisme de groupes.
(c) L'application
¢ :Gal(L1Le/K) — Gal(L1/K) x Gal(La/K), o+ (0|r,,0]|L,)
est un homomorphisme de groupes injectif d'image
im(¢) ={(o,7) € Gal(L1/K) x Gal(L2/K) | 0|1,nLy = T|LinLo }-
Démonstration.Exercice. O

Définition 8.12. Une extension galoisienng/K est appeléabélien (cycliqgueksi Gal(L/K) est
abélien (cyclique).

Corollaire 8.13. SoientL; /K et Ly/K deux extensions abéliennes contenu dans un dorpdors,
L L,/ K est aussi une extension abélienne.

Démonstration.Gal(L; Lo/ K) est un sous-groupe déal(L,/K) x Gal(La/K) qui est abélien (par
la proposition 8.11), donGal(L, Ly/ K') est abélien. O

9 Résolubilité par radicaux

Dans cette section nous regardons la motiviation de Galois pour sa théamsplabilité des
équations polyndmiaux par radicaux.
- f(X):=X?*+aX + b € Q[X]. Nous avons

fl)=0&2z= %(—a:l: Va2 —4b),

donc les racines d¢ peuvent étre exprimées par des expressions « radicales », autrément d
les racines d¢ appartiennent a une extension@ejui peut étre engendrée par des radicaux.
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— f(X):= X3+ 3aX 4 2b € Q[X]. Soit¢ := (3 := €>™/3, Nous avons
fx)=0ez=utvouz=_u+Cvouz = Cu+ (P,

ollu = v —b+ Vb2 + a3 etv = v/—b— /b2 + a3. Donc ici aussi les racines gepeuvent
étre exprimées par des expressions « radicales », autrement dit, les @efrappartiennent &
une extension d@ qui peut étre engendrée par des radicaux.

— Il existe aussi une formule en termes de radicaux pour les polynbmegd&id

Définition 9.1. Soit K un corps parfait.
(a) Une extension finié /K s’appellerésoluble par radicauxil existe des corps

K=FECELCEC---CE,

tels que
- LCE,et
— pour toutl < ¢ < n il existea; € E;_; etn; € N tels queE; = E;_1("/a;) ou E; =
Ei1(Cn,)-
(b) Une équation polynémiellg(x) = 0 avecf(X) € K|[X] s’appellerésoluble par radicaux suf
si un corps de décomposition diesur K est résoluble par radicaux suk.
Cela veut dire que les racines ¢gigqui appartiennent, comme on le sait, au corps de décomposi-
tion) peuvent étre exprimées par des radicaux.

Définition-Lemme 9.2. SoientK un corps parfait et € N+ (. Soitu,, I'ensemble des racines (dans
une cloture algébriquél de K') du polyndmeX™ — 1 € K[X]. On appelleu, le groupe des-iemes
racines d’'unitésC’est un groupe cyclique (pour la multiplication @g).
Alors K (u,,) est galoisien suf et le groupe de Galoi&al(K (i,)/K) est un groupe abélien.
On appelleK (u,,) la n-iéme extension cyclotomique de.

Démonstration.  — 4, est un groupe : Soient, b € 4, donca™ = b" = 1. Alors, (4)" = 4 =

1, doncy € py. On en conclut que, est un groupe.

— Queyp, est cyclique provient de I'exercice 1(b) de la feuille 9 qui dit que toussgroupe fini
de K* est cyclique.

— LextensionK (u,)/ K est galoisienne : séparable darest parfait et normale car c’est le corps
de décomposition du polynome” — 1 € K[X].

— L'application

¢+ Gal(K (i) K) — Aut(pn), o+ (¢ 0(Q))

est un homomorphisme de groupes injectif. it (1, ) est 'ensemble des automorphismes
du groupeu,,, c'est-a-dire 'ensemble des isomorphismes de groupes: j,,.
Cette assertion est claire.
— Aut(uy,) estun groupe abélien : Comme est cyclique, on peut choisir un génératéw i,
et tout automorphisme € Aut(G) est uniguement déterminé paf¢). On ac({) = ¢"™ pour
unm € N. Le groupe est abélien car la composition de deux automorphismes multiplie les
exposantes, et la multiplication daAsest commutative.
O
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Lemme 9.3. SoientK un corps parfaita € K etn € N.g. SoitL := K({/a). On suppose qué&’
contient,,.

Alors I'extensionL /K est galoisienne et le groupe de Galdial(L/K) est un sous-groupe de
iy, €t donc cyclique (et abélien).

Démonstration.L'extension L /K est galoisienne, car elle est séparable (conitnest parfait) et
normale (c’est un corps de décomposition’de— « ; ici on utilise quewu,, appartient &). On définit
I'application de Kummer

o(3/a)

Va
Elle est clairement injective car lgs-homomorphismd. — L sont déterminé par I'image d&a.
C’est un homomorphisme de groupes :

v Gal(L/K) — pp, 04—

o) _onwva) _ oW
P(ooT) Ve Ve o(7) Ve P(1)p(o) = p(o)P(T)
ou on a utilisé que agit trivialement suy,,, donc sur I'image de. Ol

Lemme 9.4. Soit K un corps parfait tel que., C L. SoientL/K une extension galoisienne avec
groupe de Galoi€r := Gal(L/K) eta € L. SoitN/K la cléture normale (donc galoisienne) shkr
de L( /a) (qui est vu comme un sous-corps d’'une cléture algébrique)de

Alors, N/ L est une extension abélienne.

Démonstration.On définit le polynéme

F(X) = J[(X" = 0(a)) € LIX].
oceG
Comme il est clairement invariant par taut G, il en suit quef € K[X]. La cléture normaléV de
L({/a) surK est le corps de décomposition flesur K, car il est normal et tous leg/o(a) doivent
y appartenir pous € G.
Commep,, € K on peut donc voitN comme le compositum de tous les cofpsy/o(a)) pour
o € G. Par le corollaire 8.13 et le lemme 9.3 on obtient qu’en ef¢f est abélienne. O

Définition 9.5. SoitG un groupe fini. On I'appelleésolubles’il existe une suite de sous-groupes
Gpn={1}<Gp-1<G,2<--- <G <Gy=GC

telle que
— pour toutl < ¢ <nonaG; <G;_1 (sous-groupe normal) et
— G,-1/G; est un groupe abélien.

Théoréeme 9.6.SoientK un corps parfait et / K une extension finie qui est résoluble par radicaux.
Alors, il existe une extension finie et galoisieigK telle que

— LC Net

— le groupe de Galoi§al(N/K) est résoluble.
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Démonstration.Par définition nous avons des corps
K=FyCFECFEC---CE,

tels que

— LCFE,et

— pour toutl < i < nil existea; € E;_; etn; € Ntels quel; = E;_1( /a;) ou E; =

Ei—1(Gny)-

On poseM := ppem(n; | 0 < ¢ < n) et on définitLy := K(up) (et Ly := K). Notez que
pn; C Lo pour toutd < i < n et queL/K est une extension abélienne par la définition-lemme 9.2.
Pour toutl < ¢ < n on définit récursivement; comme la cléture galoisienne sirde L; 1 F;. Par
le lemme 9.4L,/L;_, est abélienne, c’est-a-difeal(L;/L;_1) est abélienne.

Le corps recherché eat := L,,. Par construction nous avons

Gal(Ly/Lyp) 9 Gal(Ly/Ly_1) 9 Gal(Ly/Ly_2) < -+ < Gal(L,/Lo) < Gal(Ly/L_1)

et tous les quotient&al(L,,/L;—1)/ Gal(L,/L;) = Gal(L;/L;—1) pour0 < ¢ < n sont des groupes
abéliens. Don6al(L,,/L_1) = Gal(N/K) est un groupe résoluble. O

Remarque 9.7.Par la théorie de Kummer on peut montrer que I'assertion réciproquegargme est

également vraie : SK est un corps parfait elN/ K est une extension finie et galoisienne de groupe

de Galois résoluble, alors toute extensibpK avecL C N est résoluble par radicaux.
Malheureusement, on n'aura pas le temps pour développer ceci.

Proposition 9.8. Soit K un corps etL := K(Ay,...,A,) = Frac(K[A4,...,Ay]) le corps de
fonctions an variables surK'. Le polynéme général de degnésur K est

f(X):= Zn:A,»Xi € L[X].
=0

Soit N un corps de décomposition giesur L.
Alors, N/ L est une extension galoisienne de groupe de G&lai§/N/L) = S,,, le groupe symé-
trique (des permutations de I'ensemBle 2, ..., n}).

Démonstration.Soienttq, ..., t, € N tels que

n

FX) =X +t) e N[X].

i=1

Par I'exercice 6(b) de la feuille 13 I'hnomomorphisme d’anneaux
VY :K[Ty,...,T)) = N, T;—t
est injectif. Il induit le K -isomorphisme
v K(Th,...,T,) = Frac(K[Ty,...,T,]) = N, T;—t;

(la surjectivité est claire).



9 RESOLUBILITE PAR RADICAUX 56

Donc f(X) est un polyndme séparable car ses racines sont distinctes. On ert cod\y L est
une extension galoisienne.

Soite € Gal(N/L). Il permute les;. Pouri € {1,...,n} on définit la permutatiop(c) € S,
par laregles(t;) = t,(,)@)- Alors, nous avons I'application

v:Gal(N/K) — S,, o ¢(o),
qui est injective parce queest uniguement déterminé par les imagesgésest un homomorphisme
de groupes :
to(or)i) = 0 (T(t:) = 0 (te(r)(i) = to(o)(e(r)@)-

Il faut démontrer que est un isomorphisme de groupes. Pour ow S,,, nous définissons un
isomorphisme d’anneaux

o:K[T,...,T,) = K[T,...,Ta], 9(T1,...,Ta) = 9(Taqys - - Tawm))
('inverse est donné par I'inverse de la permutatignOn en obtient urs-isomorphisme
o:K(Th,...,T,) — K(T1,...,T,),

et donc unK-isomorphismer : L — L via . Par construction nous avopgo) = «. Donc, nous
avons démontré la surjectivité ge O
Définition 9.9. SoitG un groupe.

(@) Soienta,b € G. L’élémenta,b] := aba~'b~! € G s'appellele commutateur de, b.

(b) SoientH,, H, < G des sous-groupes.
[Hl,HQ] = ([a, b] ‘ a€ Hy,be H2>.

(c) DG := G =[G, G] s'appelle lesous-groupe des commutateursele
(d) Pouri > 0 on définitD'G := DD ...DQG.
—_——

i-fois
Proposition 9.10. SoitG un groupe.
(@) [G,G] < G estun sous-groupe normal.

(b) Pour toutN < G sous-groupe normal :
G/N est abéliens [G,G] C N.

(c) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) G estrésoluble.
(ii) Il existei € Ntel queD'G = {1}.
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Démonstration.(a) D’abord on remarque qyé&', G| est I'ensemble de tous les produits finis de com-
mutateurs cafa, b][b, a] = aba~tb~tbab~ta~! = 1. Pour voir queG, G| est un sous-groupe normal
deG il suffit donc de faire le calcul suivant :

gla,blg™" = gaba='b" g™ = (gag™")(gbg ") (gag™") " (gbg™ ) ! = [gag~t, gbg ] € [G,G]

pour toutg, a,b € G.

(b) «= » : Supposons qué&'/N est abélien. Alors) = [aN,bN] = [a,b]N. Doncla,b] € N
pour touta, b € G.

«<=»: Supposons qué&, G] € N. Donc,aba='b~! € N, doncabN = baN pour touta, b, € G,
montrant ques /N est abélien.

(c) « (i) = (ii) » : Supposons qué&' est résoluble. Alors, il existe des sous-groupes

{1}:Gn§Gn71§]Gn72§]ﬁGlﬁGO:G

tels queG;/G;1 est abélien pour to@t < i <n — 1.

On démontre par récurrend®¥G C G; (ce quiimpliqueD"G = {1}).

Pouri = 0, on aD'G = G C Gy = G. Supposons l'assertion vraie pauiOn la démontre pour
i + 1. CommeG;/G;,1 est abélien, on obtient de (b) qi#G; C G;.1. Par hypothés®'G C G,
doncD"G = D(D'G) € DG; C Giy1. O

Proposition 9.11. Soitn € N+.

(a) Le groupe symétriqu#,, est engendré par les transpositiofys j) pouri,j € {1,2,...,n}
distincts.

(b) Le groupe alterné,, est engendré par lescycles(i j k) pouri, j, k € {1,2,...,n} distincts.
(©) [Sn,Sn] = An.

{1} sin=1,2,3,
(d) [An, An] =< {(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} sin=4,
A, Sin > 5.

(e) Le groupes,, est résoluble si et seulementsik 4.

Démonstration.(a) C’est une conséquence direct du calcul
(a1 ag ... ay)=(a; az)o(az ag)o---o(ar_1 ay).

(b) Par (a) tout € A,, est le produit d’'un nombre pair de transpositions. Donc il faut considér
les produits de deux transpositions et les exprime3-eycles. Ca marche ainsi :

— (a1 a2)o(ag a4) = (a1 a3 az)o (a1 a3 a4) Siay,as,as,as sont distincts.

- (CL1 CL2) o (CLQ CL3) = (a1 as a3) Si a1, a2, as sont distincts.

— (a1 a2)o (a1 az) = (1) siay, ay sont distincts.

(c) Commes,,/A,, est abélien (isomorpheZy2Z sin > 3 par la signature), on a par la proposi-
tion[9.10 qu€sS,,, S| C A,. Soit(a; as ag) un3-cycle. On a

(a1 a2 a3) = (a1 ag)(ag ag)(al ag)fl(ag ag)fl = [(a1 ag),(ag ag)] € [Sn,Sn]
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Comme tout élément d&,, est un produit d&-cycles, on obtientl,, C [S,,, S,].

(d)yn = 1,2, 3,4 sont vérifiés par des calculs directs. Peur 5 il suffit d’'exprimer tout3-cycle
(a1 a2 az) comme un commutateur. C’est facile car on peut chaisit; tels queay, as, as, a4, as
sont distincts et 'on a

(a1 az a3) = (a1 az ag)(a; az as)(a; a9 a4)_1(a1 as a5)_1 = [(a1 a2 a4),(a1 a3 as)].

(e) Pourn > 5 la proposition 9.10 montre que, n’est pas résoluble. Les cas= 1, 2, 3,4 sont
vérifiés par des calculs directs et faciles. Ol

Corollaire 9.12 (Abel). Soit K" un corps parfait. L'équation générale de degréur K est résoluble
en radicaux si et seulementrsi< 4.

Démonstration.Proposition 9.11 et théoreme 9.6. O

Donc pourn > 5 il n'existe pas de formule pour exprimer les solutions de I'équation généeale
degrén en utilisant uniquement, —, -, /, v/e.

10 Constructions a la regle et au compas #-gons réguliers

Définition-Lemme 10.1. Soitn € N. Si2™ 4 1 est un nombre premier, alorsest une puissance de
Tout nombre premier de la forn2” + 1 est appelénombre premier de Fermat

Démonstration.Exercice sur la feuille 13. O
Les seuls nombres premiers de Fermat connus3sdfit 257, 65537.

Théoréme 10.2Gaull) Soitn € N>3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Etantdonné deux points et P, le n-gon régulier de centr€’ et avecP comme un des sommets
est constructible a la régle et au compas.

(i) #(Z/nZ)* = ¢(n) est une puissance de

(iii) Il existe des nombres premiers de Fermat distingts . . , ps etm € N tels que
n=2"pips- - ps.

Démonstration.Sans perte de généralité nous pouvons prettlee 0 et P = 1. La construction
de I'n-gon régulier est équivalente & la construction d’un deuxiéme sommetadgne ¢2™/™ (on
obtient les autres par des réflexions). Par I'exercice 2 de la feuille 225ah(Q(¢,,)/Q) = (Z/nZ)*,
donc(Q(¢a) : Q] = #(Z/nZ)* = o(n).

« (i) = (ii) » : Le corollaire 5.8 du théoreme principal sur la constructibilité a la regheieompas
montre que le degr)(¢,,) : Q] doit étre une puissance de

« (i) = (i) » : Par le théoréme principal sur la constructibilité a la régle et au compés-(th
reme 5.7) il suffit de montrer gu'il existe des corps

Q=L CLiCLyC---CL,
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tels que¢, € L, et[L; : L;—1] = 2 pour toutl < ¢ < r. Nous avons qué&al(Q(¢,)/Q) est un
groupe fini abélien d’ordré” pour unr € N. L'exercice 4 (b) de la feuille 13 montre I'existence de
sous-groupes

{1}:GT<IGT71<"'<]G1<]G0:G,

tels que(G; : G;—1) = 2 pourl < ¢ < r. La correspondance du théoréme principal de la théorie de
Galois 8.8 le traduit en la suite de corps recherchée.

« (i) = (iii)» : Soitn = 2Mp{t .- .- pS* la factorisation de: en nombres premiers distincts. Nous
avonsp(n) = 2™ (py — 1)pSt .- (ps —1)pSs~! =2".Donce; = ey = --- = ey = 1 etp; — 1
est une puissance @gour toutl < i < s. Par la définition-lemme 10.%; est un nombre premier de
Fermat pour tout < i < s.

« (i) = (i) » : Nous avonsp(n) = 2" 1(p; —1)----- (ps — 1) qui est une puissance de [

Remarque 10.3.Dans le théoréme 10.2 on peut remplacer (i) par :

(") Etant donné deux point®;, P, du plan, unn-gon régulier dont un coté est le segméhtPs

est constructible a la regle et au compas.

La raison est la suivante :

Admettons (i) : Alors, il est possible de construire I'an@b; donc, il est possible de construire
'angle ”T”w; c'est I'angle entre deux cotés voisins degon. Donc, il est possible de contruire le
n-gon ayantP; P, comme un de ses c6tés.

Admettons (i) : Si on a le-gon régulier, il est facile de construire son centre (Comment ?). Ayan
son centre, on a I’angl@fll. A l'aide de cet angle on peut construire leggon réguliers avec le centre
et un des sommets donnés.
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Les exercices sont a rendre le 25/09/2012 au début du cours.

Vos solutions aux exercices vont étre notées A (bien), B (moins bleg (insuffisant). La note que
vous obtenez pour vos exercices ainsi que pour vos résultats adevoirs surveillés comptent pour la
note finale du cours : une moyenne de A compte 2 points sur 20 et umeoyenne de B 1 pointet C 0
points. Par exemple, si vous avez eu une moyenne de B dans vosreixes et si vous obtenez une 13
dans I'examen, la note finale sera 14.

1. Cet exercice vous expliqgue comment obtenir le polyndme minimal d’'une mddadgord vous appre-
nez une méthode générale pour le calculdais, vous verrez aussi que — heureusement — souvent il
suffit de connaitre le polynbme caractéristique (plus parfois un petitlzaRappelons qu’'une consé-
guence du théoréme de Cayley-Hamilton est que le polynédme minimal de la nidteseun diviseur
du polyndme caractéristique. Puisqlie est de degré, comme vous le savez, le polyndme caracté-
ristique est aussi de degné En conséquence le polyndme minimal est de degré aupliipeut étre
plus petit!

Voici la méthode de Krylopour calculer le polynéme minimal d¥ :
SoientK un corps etV € Mat,, x,(K). Soit (e, ..., e,) la base canonique.
— Pourtoutl <7< n:

Calculez la combinaison linéaire non nulle la plus courte

0 = ape; + aitMe; + asM?e; + - + ap_ 1 M" te; + MTe;.

Ainsi, vous obtenez le polyndmg(X) := ap + a1 X + as X%+ -+ + a,1 X" + X" € K[X].
— Calculezm;(X) := ppem(g1(X), ..., gn(X)). Cest le polyndme minimal!
Notez que souvent vous pouvez abrégez cette méthode : si, par extngegré dej; estn, vous
savez déja qug; est le polyndme minimal (et est égal au polyndme caractéristique).

(a) Les coefficients des matrices suivantes sont @ari3onnez pour chacune des matrices suivantes
le polynéme caractéristique et le polynéme minimal. Ne faites pas de grandks ¢ales résultats
sont faciles a obtenir (par exemple, en utilisant les critéres pour la diksgtian).

a 0 a 1 a 1
My = My = Mz = avec b
1 (O a> , Mo (0 a) , M3 (0 b) veca # b,

a 0 O a 1 O a 1 0
My=10 a 0|, Ms:=]10 a 0|,Mg:=1]10 a 1]{,
0 0 a 0 0 a 0 0 a

1 1
b 1| aveca # b # c # a.
0 c



(b) (Exercice supplémentaire) Méme question pour :

ar 1 0 0
0 ao 1 ... O
Mg := | - .. - : | aveca; # a; pouri # j,
0 0 ap—1 1
0 0  ap
a €1 0 0
0 a €9 0
Myp:= |+ . = . avece; € {0,1} pourl <i<mn—1.
0 0 a e€p-1
0 0 a
(c) Méme question pour :
0 -1 1 3 0 1 4 1 0
Ni=13 4 -3|,Np:=]-5 0 —-1|,N3:==]-6 -1 0
2 2 -1 -4 -2 2 —4 -2 2

(d) (Exercice supplémentaire) Démontrez que la méthode de Krylov marelséa-dire, démontrez
lassertionm s (X) := ppem(g1(X), ..., gn(X)).

2. Dans cet exercice vous obtenez la réduction de Jordan des magritesetcice 1.

(a) Pour les matrices de I'exercice 1 (a) et 1 (c), donnez la/une rédwtgidordan.
Ne calculez pas de base ni de matrice de changement de base. Danseceite d nous suffit la
matrice. Puisque vous connaissez le polynéme minimal et le polyndme catapiétisous n'avez
aucun calcul a faire!

(b) (Exercice supplémentaire) Méme question pour les matrices de 1 (b).

(c) Pour la matriceéV; de I'exercice 1 (c), calculez une matri€etelle queC~' N, C est une réduction
de Jordan dév;.

3. (Exercice supplémentaire) Sdit un corps algébriquement clos. Par définition (qu'on verra un peu
plus tard dans le cours) cela veut dire que chaque polyndme nornféhisge K [X| peut étre écrit
Commef(X) = H?:l(X — a,-) avecay,...,a, € K. Soit M = (mi,j)lgi,jgn S Matnxn(K). La
tracede M est definie commer(M) = >0 | my ;.

Trouvez une formule qui exprime (M) etdet(M) en termes des coefficients du polynéme caracté-
ristiquecar s (X).

Il est trés utile d'utiliser la réduction de Jordan. Vous pouvez sanyeremployer que le déterminant
et la trace d’'une matrice sont indépendants sous conjugaison.

A propos. Pour illustrer qu’une assertion fausse comine 1 implique tout, on dit qu’Einstein a donné
'exemple suivant : « SO = 1, alors1 = 2. L'ensemble dont les éléments sont le pape et moi a deux
éléments. Mais, puisque= 2, cet ensemble n’a qu’un élément, ce qui implique que je suis le pape. »
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Les exercices sont a rendre le 02/10/2012 au début du cours.

1. SoientA un anneau factoriel €’ son corps des fractions. Démontrez les assertions suivantes :

(@) Toutz € K \ {0} s’écrit de fagcon unique comme produit
zZ=U- Hpvp(z)

avecu € A*, v,(z) € Z eton avy,(z) # 0 seulement pour un nombre fini ge= P.
(b) Pour tousr,y € K on av,(zy) = vy(x) + v,(y). Pour que cette egalité ait un sens:si 0 ou
y = 0 on poses + oo = 0o etoo + oo = oo.
() Onaxec A & vy(zr) >0VpeP.
(d) Soitz € A. Ona :wy(z) = 0 pourtoutp € P = = € A*.
2. SoientA un anneau factoriel ek’ son corps des fractions. Sdit # f € K[X]. Démontrez les
assertions suivantes :
(a) Onaquey,(f) # 0 seulement pour un nombre fini ge= P.
(b) vp(f) >0VpeP & feAX]
(c) Si0# f(X)=1_ga; X" € A[X], alorsv,(f) = vy(pged(ag, ai, ..., ar)).
(d) llexistea € K \ {0} tel queaf € A[X] estun polyndme primitif.
(e) Pourtoutn € K\ {0} onav,(af) = vp(a) + vp(f).
3. (Exercice supplémentaire) Soieat B des anneaux commutatif$,: A — B un homomorphisme
d’anneaux ebq,...,b, € B.
Montrez qu’il existe un unique homomorpisme d’anneaux

®:A[Xy,...,X,] — B

tel que®(X;) = b; pourtouti = 1,... . netd|g = ¢.
Cette propriété abstraite (mais, parfois utile!) s’appplepriété universelle de I'anneau des poly-
némes

A propos. Evariste Galois, né le 25 octobre 1811 a Bourg-la-Reine, mort le 31 mai 4 $2ris, est un
mathématicien francgais, qui a donné son nom a une branche des mathéséditjuéorie de Galois.

Mort a la suite d’un duel & I'dge de vingt ans, il laisse un manuscrit éatvois ans plus tét, dans
lequel il établit qu'une équation algébrique est résoluble par radicaek seulement si le groupe de
permutation de ses racines a une certaine structure, qu’'Emil Artin appjeitgeanent résoluble. Son
Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux, pabliéseph Liouville quatorze



ans aprés sa mort, a été considéré par ses successeurs, en pasiphies Lie, comme le déclencheur
du point de vue structural et méthodologique des mathématiques modernes.

Républicain radical, il prit une part active aux événements qui suiiesrirois Glorieuses.

Les démélés de Galois avec les autorités, tant scientifiques que politiquesdssd’'ombre entourant
sa mort prématurée, contrastant avec I'importance désormais recomisas ttavaux, ont contribué a en
faire I'incarnation du génie romantique malheureux et d’'une jeunessegpi@use et mal aimée. Il a été
célébré en octobre 2011 & I'occasion du bicentenaire de sa naissance.

(Source : fr.wikipedia.org/wiki/Evariste_Galois)
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Ces exercices qui ne sont pas a rendre vous préparent au dewveitlé du 10/10/2012.

1. Révisez les exemples et exercices concernant la réduction da.Jorda
2. Trouvez tous les polyndmes irréductibles de degré auwptiassF, [ X |.
3. Démontrez que les polyndmes suivants sont irréductibles :

(1) 5X3 +63X?% + 168 € Q[X],

(2) X5+ X3 +1€Q[X],

Q) X4+ X3+ X2+ X +1€Fy[X],

(4) X*-3X3+3X2-X+1€Q[X],

(G) X+ XY"+Y €Q[X,Y],

(6) X2 -Y3eC[X,Y].

Les deux critéres (réduction et Eisenstein) vont vous aider, mais fistipas toujours.
4. (Exercice supplémentaire)

(a) (Variante du critére de réductiorgoient4 un anneau factoriel €t son corps des fractions. Soient
f(X) = Z?:o a; X' € A[X]un polyndme non constantgtin élément premier dé qui ne divise
pasay. Supposons qué(X) := Z?:o @; X' estirréductible dand /(p)[X] ol a; est la classe de
a; dansA/(p).

Montrez quef est un élément irréductible dahg X|.
(Vous pouvez utiliser le critére de réduction formulé dans le cours.)

(b) Démontrez aussi unariante du critére d’EisensteinLa condition que le polyndéme soit primitif
peut étre enlevée si la conclusion est I'irréductibilité d&m].

5. (Exercice supplémentaire) Démontrez les assertions suivantes :
(@) Le polyndmeX* + 1 € Q[X] estirréductible.
(b) Pour tout nombre premigron a :
(i) lexistea € Zt.q.a> = —1 mod pou
(i) il existe b € Z1.9.b> =2 mod p ou
(iii) il existe ¢ € Z t.q.c? = —2 mod p.

(c) Pour tout nombre premierle polyndmeX* + 1 € F,[X] posséde un diviseur de dedgréqui
n'est pas nécessairement irréductible).

(Aide : ConsidérerX* + 1 = (X2 + aX + b)(X? + cX + d) et utiliser (b).)



A propos. Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (16 avril 1823 - 11 octobre 1852).

Comme Galois et Abel, Eisenstein est mort avant I'age de 30 ans, et comrheséleort est due a
la tuberculose. Il est né et mort a Berlin, Allemagne. Il fit ses étudesravéusité de Berlin ou Dirichlet
était son professeur. Bernhard Riemann a suivi des cours doang&ssgnstein.

Gaul3 aurait déclaré : « Il n'y a que trois mathématiciens qui feront datehihéde, Newton et
Eisenstein ». Bien que cette déclaration soit assez improbable, Eisenstééume ceuvre remarquable.
Il n’est pas seulement connu pour son critére d'irréductibilité, maid poss les séries d’Eisenstein dans
la théorie des formes modulaires et la réciprocité d’Eisenstein (qui di&seécelle de Gaul), pour en
nommer quelques-uns de ses accomplissements.

(Partiellement tiré dehttp ://fr.w ki pedi a. org/ wi ki / Gotthol d_Ei senst ei n)
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Les exercices sont a rendre le 16/10/2012 au début du cours.

Tout corps est supposé commutatif pour le reste du cours.

1. (a) Nous savons qu€ := Fo[X]/(X? + X + 1) est un corps de cardinal Déterminer sa caractéris-
tique et son corps premier.

(b) Plus généralement : Sdif un corps de caractéristiqwe> 0 et f € K[X] un polynéme irréduc-
tible. Déterminer la caractéristique dg X |/(f(X)).
2. SoientK un corps de caractéristigge> 0 etn € N. On poseg := p™. Démontrer que pour tout
a,be Kona(a+b)?=a?+b1.
3. SoientL /K une extension de corpset L. Démontrer que I'applicatioavaluation

d d
evg : K[X]| — L, ZciXi — Zciai
i=0 i=0

est un homomorphisme d’anneaux.
4. (a) Démontrer qué&|:] C C (aveci = /—1) est un corps (donc égal@(:)). Quel est son degré

surQ?

(b) Démontrer qu&k[i] C C (aveci = +/—1) est égal &. Quel est son degré sir?
(Exercice supplémentaire :) Quel est son degrésar

(c) Soitp un nombre premier et > 1 un nombre naturel. Démontrer q@& /p] C R est un corps
(donc égal &( ¢/p)). Quel est son degré s@?

(d) (Exercice supplémentaire) Spitin nombre premier €}, := e?™/P ¢ C. Démontrer qué[¢,] C C
est un corps (donc égal@((,)). Quel est son degré s@r?

5. (Exercice supplémentaire) Soiehit &' une extension de corps de de@fé(pour unk € N), a € L
et f € K[X] un polyndme irréductible de degdétel que f(a) = 0 etd est impair. Démontrez que
a€ K.

A propos : Historique de la résolution des équations polynomiales — le deg2.

Les équations du second degré sont au centre de l'algébre babylenikrs avant le 18éme siécle AC. La
tablette d’argile BM 13901 a été qualifiée de "véritable petit manuel d’'algeébresacré a I'équation du
second degré et aux systemes d'équations, et donnant les preséésmlutoires fondamentales".

Al-Khawarizmi (~783-~850) : mathématicien, géographe, astrologue et astronome perse ¥Rease
actuel) est a I'origine des mots "algorithme" et "algebre”. Son apport enémeatiques fut tel qu’il est
également surnommeé "le pére de I'algebre" avec Diophante d’Alexar{eh®90/214~-284/298), mort &
84 ans, également connu pour son épitaphe permettant de retroueeglidgvait a sa mort).



Al-Khawarizmi étudie les équations du second degré dans un ouvragigifiibrégé du calcul par la
restauration (al-jabr) et la comparaison (al-rabgla)". Il distingue six cas d’équations du premier ou se-
cond degré dans lesquels les paramétréset c sont tous positifs :

1. les carrés égalent les racines:? = bz,

2. les carrés égalent les nombres:? = ¢,

3. les racines égalent les nombrés = c,

4. les carrés et les racines égalent les nombies i+ bz = ¢,

5. les carrés et les nombres égalent les racines i+ ¢ = bz,

6. les racines et les nombres égalent les cabiést: c = ax?.

Sources :
— Jean Doyen, Problémes et méthodes en mathématiques (cours donnB duitdht I'année acadé-
mique 2008-2009)
— Wikipédia
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Les exercices sont a rendre le 23/10/2012 au début du cours.

1. Calculer le polynéme minimal s@ de /7, V7, 13—‘/5
2. SoientL/K une extension de corps etc L. On supposés|a] = K (a). Ecrire une preuve directe
(sans utiliser les résultats du cours) qui montre gast algébrique Suk'.

3. SoientL/K une extension de corps&t, ..., a, € L.
Démontrer I'équivalence des deux assertions suivantes :
(i) LextensionK (a1,aq,...,a,)/K estfinie.
(i) Tous lesa; pouri =1,...,n sont algébriques Suk.
Vous pouvez utiliser les résultats du cours.
4. Soitf = X3 +3X — 3 € Q[X] eta € C un zéro def.
(@) Démontrer que, o, o est une base d-espace vectorigd ().
(b) Représenten—! et(1 + «)~! comme combinaiso@-linéaire del, a, o
(c) Calculer le polyndme minimal dé := a? — a + 2 surQ.

5. (Exercice supplémentaire) Soight K une extenstion algébrique de corpsdetin sous-anneau de
tel queK C A C L. Démontrer ou contredire I'assertioni:est un corps.

A propos : Historique de la résolution des équations polynomiales — le deg3.

Omar Khayym (1048-1131) : mathématicien, astronome et poete persan résoud géaeréaiy les
équations du 3éme degré dans sont "Traité d’algébre" en 1074.

Exemple iz + px = ¢, avecp, ¢ > 0

Posong = a? etq = a?b (0l a,b > 0) et considérons la parabaté = ay et le cercler?® + y? = ba.
L'abscisse de l'intersection (non triviale) est racine de I'équation.

Scipione del Ferrq1465-1526) : professeur a I'Université de Bologne, a une idéenatig : considé-
rons I'équation:? + px 4 ¢ = 0 (on peut toujours ramener un polyndme de degré 3 sous cette forme avec
un changement de variables). Posons v + v, I'équation devient

(u4v)? +plu+v)+q=0= (u+v3+¢q) + (u+v)(3uv + p) = 0.

Il suffit alors de trouver etw tels que
u3 + v3 = —q,
3
3,3_ P
u-v 27
ce qui est facile.

A I'époque les nombres négatifs n’étaient pas aisésn distinguait 3 types d’équations du 3éme degré :



22+ pr = q, 23 = px + q, 23 + ¢ = px, avecp, ¢ > 0.
A sa mort enl 526, Scipione del Ferro révele son secret a son éléve Antonio Maria del Fiais unique-
ment pour le premier type. Fiore clame qu'il sait résoudre les équationérda 8egré.

Niccolo Fontana Tartagli§l1499-1557) : professeur de mathématiques a Venise, s'attaqueuspub-a
bleme. Dans la nuit du2 au 13 février 1535 il découvre la formule permettant de résoudre toutes les
équations du 3éme degré.

Fiore lance un défi public (disputatio) a Tartaglia : 30 équations du 3emé degsoudre. Prix du vain-
queur : 30 banquets. Tartaglia gagne mais refuse le prix.

Anecdote : Tartaglia est le surnom de Niccolo Fontana (tartagliare : bitlegpbégayer). Niccolo Fontana
habitait a Brescia qui fut prise par les Francais en 1512. Il fut bleasées soldats a la méachoire, il ne
meurt pas mais conservera un défaut de parole toute sa vie.

Girolamo Cardanq1501-1576) : médecin, astrologue, mathématicien, ingénieur vivant a.Milap-
prend que Tartaglia peut résoudre les équations du 3éme degré.itel'amez lui en 1539 et le harcele
jusqu’a ce que Tartaglia accepte de lui révéler sa méthode sous la farmpaBme obscur que Cardano
arrive néanmois a déchiffrer. Tartaglia fait jurer a Cardano de ne janaéter le secret.

Cardano connait donc la formule de résolution de toutes les equationmewd@gré et 'applique a divers
exemples. L'équation

22— 150 —4=0

possede: = 4 comme racine. Mais la formule donne

T = {‘/2 11—+ 6/2 11V,

une vraie torture mentale pour Cardano (les nombres complexes n'osh@are été introduits).

En 1543 Cardano apprend que Scipione del Ferro avait résolu aah Bartaglia les équations du 3éme
degré. Cardano pensa alors que rien ne 'empéchait de publier la saletidel Ferro. En 1547 Cardano
publie "Arts Magna" avec les résolutions des équations du 3eme et 4emge(Begari). Depuis lors la
formule de résolution des équations du 3éme degré s'appelle "formulerdarCa

Raphaél Bombell{1526-1572) : ingénieur en hydraulique a Bologne, a le courage ddils loin : po-
sonsy/—1 = i (1572), a-t-on/2 + 11i+ /2 — 117 = 4? OUl car(2+i)3 = 2+11li et(2—i)3 = 2—11i.

Sources :
— Jean Doyen, Problémes et méthodes en mathématiques (cours donnB éduitdbt I'année acadé-
mique 2008-2009)
— Wikipédia
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Les exercices sont a rendre le 30/10/2012 au début du cours.

1. (Exercice pas a rendre) Décrivez les constructions suivantesilsant uniquement les opérations
régle etcompasdu cours :

() Tracer la droite perpendiculaire a une droite donnée passam paint donné.
(b) Tracer la droite passant par un point donné et paralléle & une doviteée.
(c) Tracer la médiatrice d'un segment donné.
(d) Additionner deux angles.
(e) Réflexion d'un point par rapport a une droite donnée.
(f) Construction du triangle équilatéral & partir d’'un segment donné.
(g) Tracer la bisectrice d'un angle.
2. SoitPy C Ctelque0,1 € Pyetz, 21,20 € X(Fy). Démontrer :
(@) z1 + 22 € X(Py);
(b) —z € X(P);
(©) |2l € X(Po);
d) e™/3 € X(Py);
(€) |21] - [22] € X(Fo);
() {4 € X(Py) (pourz # 0);
(@) 2122 € X(P);
(h) ; € X(Ry) (pourz # 0);
(i) £vz € X(R).

Indication : Pour (e) et (f) utiliser le théoréme de Thalés (allemand : StrsditEret pour (i) utiliser le
théoréme de Thalés sur le cercle (allemand : Satz von Thales).

3. SoitPy C C un sous-ensemble. Démontrer que I'opératiompaspeut étre remplacée par I'opération
suivante sans changer I'ensemble de points constructibles :
Pour tous1, vy € Py tracer le cercle de centre passant pars.

4. SoitPy C C un sous-corptel quePy = Py eti € Py. Soitz € P;. Démontre Py(z) : Py] < 2.

5. (Exercice supplémentaire) Démontrer que I'heptagon (le polygondieég 7 cotés) ne peut pas étre
construit a la régle et au compas.
Indication : Construire I'heptagon est équivalent & construifeilame racine d’unité27/7, dont on
connait le polyndme minimal.



A propos : Historique de la résolution des équations polynomiales — le deg4.

Ludovico Ferrar(1522-1565) : mathematicien italien, découvre vers 1540 une méthodsaletién des
équations du 4éme degré en se ramenant a une équation du 3éme degré.

René Descarted 596-1650) : mathématicien francais, donne en 1637 une méthode plus diamgs le
"Discours de la méthode" (annexe intitulée "Géométrie") :

Prenons I'équation?® + pz? + qx + r = 0. Sig = 0 on est ramené a une équation de degeé @n peut
supposey; # 0. On essaie de factoriser ce polynéme :

e+ pritgrtr = (22 +kx+m)(z? - kx +n)
= 2t (m+n—E)2? + k(n —m)z +mn.

En identifiant les coefficients et en divisant gag 0 (carg # 0) on obtient

m+n =

n—m =

(p + kQ - g)v
En remplacantn etn dans la 3éme équation, on obtient
kS + 2pkt + (p* — 4r)k? — ¢® = 0.

On trouve ainsk, ce qui nous permet de calculeretn.
Descartes qualifie les racines réelles de vraies 8j fausses sk 0 et les racines non-réelles d
naires".

imagi-

Sources :
— Jean Doyen, Problémes et méthodes en mathématiques (cours donnB duitdht I'année acadé-
mique 2008-2009)
— Wikipédia
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Ces exercices qui ne sont pas a rendre vous préparent au dewveitlé du 07/11/2012.

. Soita = /7 € C.
(a) Calculer le polynédme minimal dea surQ.
(b) Factoriserf dansC[.X].
Indication :(5 := e27/5,
(c) Ecrire tous les homomorphismes de cofids/7) — C.
. Considérer I'extension de cor@i{\/m)/(@.
(a) Calculer le polyndme minimal dea := \/m sur@Q.
(b) Calculer I'inverse dev pour la basd., o, . .. ,a?"! oud est le degré d¢.
(c) Factoriserf dansC[X].
(d) Ecrire tous les homomorphismes de cd@:(s/m) — C.
. SoitL/K une extension algébrique.
(a) Soienty, € Ltels quelK (o) : K| = m, [K(() : K| = n etpged(n,m) = 1. Démontrer :

(b) Soienta, ..., € Letfy,..., f, € K[X] les polyndbmes minimaux correspondants. Démon-
trer :
n
[K (0, ..., 0m) : K] < [ [ des(f:).

=1
. SoitK un corps algébriqguement clos. Démontrer que le nombre d'élémerksed infini.
Indication : Supposer le contraireX’ = {aq,...,a,}. Ecrire un polyndme non-constafite K[X]
tel que f(a;) = 1 pour touti = 1,...,n. Pour trouver ce polyndme il peut étre utile de se rappeler
comment on démontre que le nombre de nombres premiers est infini.
. (Exercice supplémentaire) Sdit un corps. Le but de cet exercice est de démontrer qu'il existe une
cléture algébrique d&.

(@) SoitM := {f € K[X]| deg(f) > 1}. SoitR := K[(Xy)rem] 'anneau des polyndmes dans les
variablesX s ot f parcourt I'ensemblé/. Soita := (f(Xy) f € M) < R, I'idéal de R engendré
par tous les éléement§ X y) pour f € M.

Démontrer a # R.

Indication : Pour une contradiction, représenter= " , g;f;(Xy,) avecgi,...,gn € R et
certainsfi, ..., f, € M. Trouver une extensioR’/K eta; € K'tels quef;(«;) = 0. En déduire
la contradiction.



(b) Soitm < R un idéal maximal tel que C m (qui existe par un résultat démontré en Algebre 2) et
poserL := R/m.
Conclure qud. est une extension de corps He

(c) Démontrer que tout € M posséde un zéro datis
Nous avons donc démontré jusqu’a ici : Séitun corps. Il existe un corps(K) tel que tout
polynémef € K[X] de degré> 1 posséde un zéro dangk).
Indication : Imiter la preuve de I'existence du corps de rupture.

(d) PoserK, := K et par récurrence pour tout> 1: K, := L(K,,_1). PosetM := ;" ; K.
Démontrer quel/ est algébriguement clos.
Indication : Toutf € M|[X] doit appartenir & utk,,[X].

(e) Poselk = K, et conclure qués est une clbture algébrique dé.

A propos : Historique de la résolution des équations polynomiales — le de§gn > 5.

Niels Henrik Abel(1802-1829) : mathématicien norvégien, mort a 26 ans de tubercoloswepen 1824,
que I'équation générale du n-eme degré n’est pas résoluble paradiés que: > 5. Remarquons que
certaines équations particuliéres le sont, par exemptet b = 0. On peut alors se poser la question
suivante : Quelles sont les équations de degfequi sont résolubles par radicaux ?

A I'occasion du bicentenaire de la naissance d’'Abel, I’Académie normégides sciences et des lettres a
annoncé en 2001 qu’un nouveau prix serait créé pour les mathématigqmix Abel. Le prix est décerné
chaque année depuis 2003 et réecompense un mathématicien pour I'endersdateoeuvre.

Evariste Galoig1811-1832) : mathématicien frangais, mort & 20 ans lors d’'un duehitdarréponse :
il trouve une condition nécessaire et suffisante pour déterminer suaudio une équation de degriéest
résoluble (théorie de Galois!).
Sources :
— Jean Doyen, Problémes et méthodes en mathématiques (cours donnB duitdht I'année acadé-
mique 2008-2009)
— Wikipédia
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Les exercices sont a rendre le 13/11/2012 au début du cours.

1. Considérer I'extension de corf /2 + v/2)/Q.
Est-ce que c’est une extension de canmpsmale? Pourquoi ?
Indication : Cette extension a déja été étudiée sur la feuille 7 et les résultatnpaider.
2. Soitf = X* -3 € Q[X].
(@) Démontrer qué, = Q(+/3,4) est un corps de décomposition flsurQ.
(b) Quel est le degré de I'extensidn/Q ?
3. (a) Calculez un corps de décompositiosurQ du polyndmef(X) = X® — 7. Quel est le degré de
'extensionL/Q?
Indication : Est-ce qug(X) est irréductible ? Considérer le corfi$(s) ol (s = €2™/°. Vous

trouvez le polyndme minimal dg surQ dans le cours. Factoriser-le dabsChoisir deux éléments
qui engendrent. Pour déterminer le degfé : Q] vous pouvez utiliser un exercice de la feuille 7.
(b) (Exercice supplémentaire) Méme question ppux) = X6 + X3 + 1.
Indication : Pour calculer les racines, poser d’abbre: X 3.
4. SoientK un corps,f € K[X] un polyndme de degré > 0 et L un corps de décomposition dfe
sur K. Démontrer quéL : K] divisen!.
Indication : Récurrence sur des corps arbitraires. S@it K [X| un polyndme de degré. Distinguer
les cas :f irréductible surK ou f réductible. Sif est réductible, alorg = gh et on utilise I'hérédité
pourg eth. Si f estirréductible, soit une racine d¢ dansL. Considérer I'extensiok (a)/ K ; lequel
est son degré ? Trouver un polynéme K (a)[X] de degré strictement plus petit quedont le corps
de décomposition sUK (a) est égal &. Utiliser maintenant I'hérédité.
5. (Exercice supplémentaire). Démontrer quest dénombrable.

Indication : L'ensemble de polyndmes da@$X| est dénombrable, donc I'ensemble de leurs zéros
I'est aussi.

A propos. L'hétel de Hilbert & Géttingen posséde un nombre infini de chambres ufdifwi toutes les
chambres sont occupées. Malgré cela, I'hételier Hilbert peut toujaargedlir un nouveau client.

En effet supposons que les chambres sont numérotées par tous leesemtiers (a partir de 1). |l
suffit que I'hdtelier demande a I'occupant de la premiére chambre deadl@rsians la seconde, a celui de
la seconde de s'installer dans la troisieme, et ainsi de suite. Les clients géadorestent. La premiére
chambre est libre et peut accueillir le nouveau client.

Mais I'hételier peut aussi accueillir une infinité de nouveaux clients. Petaice il faut que le client
occupant la chambre numéro 1 prenne la chambre numéro 2, I'occupknbtdmeéro 2 la numéro 4, celui
de la numéro 3 la numéro 6, et ainsi de suite. Chacun occupe une chagnbvenéro double de celui



de sa chambre précédente, de telle sorte que toutes les chambres deimpaé&rdeviennent libres. Et
puisqu’il existe une infinité de nombres impairs, I'hotelier peut accueillir ufieiié de nouveaux clients.

Pour étre plus précis, il faudrait dire que I'hétel peut toujours accuaeilliensembleénombrablale
clients. Par contre, si tous les nombres réels arrivent et chacunnveghambre, I'hétel ne suffira pas car
I'ensemble des nombres réels n'est pas dénombrable (par I'argumientidgonale de Cantor).

(Adapté et corrigé dehttp ://fr.wikipedia.org/wiki/H6tel_de Hilbert )
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Les exercices sont a rendre le 20/11/2012 au début du cours.

1. SoitK un corps etz < K* un sous-groupe fini du groupe multiplicatif d& Soitn I'ordre deG et
m := max(ord(g) | g € G). Comme l'ordreord(g) de tout élémeng € G divise I'ordre du groupé&r
(c’est un fait bien connu de la théorie des groupes), on|a:. Démontrer :

(@) Toutg € G estun zéro du polynbmg(X) := X" — 1 € K[X].
(b) G estun groupe cyclique, c'est-a-dire, il peut étre engendré pagulréEment.
2. Soit K un corps,K une cléture algébrique d& et m <€ N.o. Nous supposons que sdit est de
caractéristiqué, soit la caractéristique d& ne divise pasn. Démontrer :
(@) Le polyndmef := X™ — 1 € K[X] est séparable sut.
(b) Il existeg € K * d'ordrem dans le groupe multiplicatii ~ .

3. On considére I'extensio@(+/2, v/5)/Q. Démontrer quey/2+v/5 est un élément primitif pour cette
extension, c'est-a-dir®(v/2v/5) = Q(v/2, v/5).
Indication : Cherchen,m € Ntelque4 | n,3 | metn = 1 mod 3 ainsim = 1 mod 4 et
utiliser-les.

4. SoitK un corps de caractéristiqwe> 0, K une cloture algébrique d& eta ¢ K. Démontrer :
Pour toutn € N et pour touiz € K il existe un et un seul € K tel queb?’” = a.

5. (Exercice supplémentaire) Sdit un corps de caractéristiqwe> 0, K une cloture algébrique d&
et f € K[X] irréductible. Soit- € N le maximum tel qu'il existe un polyndme € K[X] avec la
propriétéf(X) = h(XP"). Soitg € K[X] tel queg(X?") = f(X). Démontrer :

(a) g estirréductible et séparable.
(b) La multiplicité de toute racine dgest égale a".

(c) Les zéros def dansK sont précisement les uniques (voir 'autre exercigejéme racines des
zéros dey dansk.

(d) Soita € K un zéro def. Alors : [K(a) : K] = p"[K(a) : K]s.
6. Soitp un nombre premier.
(@) SoitF,(X) := Frac(F,[X]).
Démontrer [F,(X) : F,(XP)] = pet[Fp(X) : Fp(XP)]s = 1.
(b) (Exercice supplémentaire) S@if(X,Y) := Frac(F,[X,Y]).
Démontrer [F,(X,Y) : F,(XP,YP)] = p? et[F,(X,Y) : F,(XP,YP)]; = 1.

A propos : Il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles.



En effet, supposons par I'absurde que I'ensemble de tous les ensanxiskes appelons €. Nous
pouvons alors considérer le sous-ensembtie 2 formé des ensemblées tels queX n’est pas un élément

de I'ensembleX :
A={XeQX ¢ X}.

Qu’en est-il alors ded ? SiA est un élément dd (A € A), alors par définition del, A n’est pas un
élément ded (A ¢ A). Et si A n'est pas un élément dé (A ¢ A), alors par définition del, A est un
élément ded (A € A). Aucune de ces deux options n’est donc possible.

Pour lever ce paradoxe, les mathématiciens ont introduit la notioatégorie mais ceci est une autre
histoire.
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Les exercices sont a rendre le 27/11/2012 au début du cours.

1. Finir la feuille 9 (Exercices 5 (d) et 6).

2. SoitK un corps fini de caractéristique L'exercice 1 de la feuille 9 montre que le groupe multiplicatif
K* = K\ {0} est cyclique.
Utiliser ce fait pour démontrer qu’il existee K tel queK = Fy(a).

3. SoitK un corps fini de caractéristiqge> 2. Considérons

¢: K* - K*2:={r?|re K*}, ¢é(z)=2z>
(a) Démontrer que est un homomorphisme de groupes qui est surjectif. Ici on regardet K *2
comme groupe pour la multiplication.

(b) Calculer le cardinal du noyau ge
(c) SoitG := K*/K*? le groupe quotient. Définir un isomorphisme de groupes: (Z/27, +).
(d) Démontrer I'équivalence suivante :

() p=1 (mod 4).

(i) Il existei € F, tel quei® = —1 dansF,,.

4. SoitK un corps fini. Soit, := [, xx 2.

(a) Démontrerr = —1 (dansk).
(b) Déduire que pour tout nombre premieon a:p | ((p — 1)! + 1).
(c) Démontrer que si € N>, n'est pas premier, alorst ((n — 1)! 4+ 1).

5. (Exercice supplémentaire) Soigktun corps de caractéristiqgge> 0, L/K une extension et € L
algébrique suiK. Démontrer I'équivalence suivante :

(i) « estséparable sut.
(i) K(a)= K(aP).
Indication : Utiliser I'exercice 5 de la feuille 9.

A propos : Le paradoxe de Monty Hall

Vous étes le candidat & un jeu télévisé et le présentateur vous propolseisie votre prix. On vous
place devant trois portes fermées. Derriére I'une de ces portes ge tmgadeau merveilleux (la démons-
tration de I'hypothése de Riemann par exemple) mais les deux autres potteheet rien d’intéressant...
Vous choisissez une porte. Une fois cela fait le présentateur ouvrpartenon intéressante parmi les
deux portes restantes (exercice : une telle porte existe!). On vousggropaintenant de changer votre
choix, quelle est la stratégie optimale ?
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Les exercices sont a rendre le 04/12/2012 au début du cours.

1. SoientM/L/K des extensions algébriques. On supposelyé&” est normale.
Démontrer #Homg (L, M) = [L : K|,.

2. SoitK = Q(v/2,V/3).
(a) Démontrer qués/Q est une extension galoisienne.
(b) Calculer les éléments de son groupe de Gdlaig K /Q).

(c) Est-ce quesal(K/Q) est abélien ou cyclique ? Démontrer la réponse.
3. Soitp > 2 un nombre premier. Sok le corps de décomposition déP — 2 surQ.

(a) Démontrer qués/Q est une extension galoisienne.
(b) Calculer les éléments de son groupe de Gdlaig K /Q).
(c) Est-ce qué&sal(K/Q) est abélien ou cyclique ? Démontrer la réponse.

4. Au cours les éléments du groupe de Galgis= Gal(Q((3, v/2)/Q) ont été calculés.
Démontrer quér est isomorphe au groupe symétrigtie
5. (Exercice supplémentaire) Soient po, . . ., p, des nombres premiers distincts.

Démontrer que(,/p1, /P2, - --,+/Pn)/Q €st une extension galoisienne avec groupe de Galois iso-
morphe & /27 x 7./27 x - -- x L]/ 27Z.

n facteurs

A propos. Concernant les déductions logiques...

"Hering ist gut. Schlagsahne ist gut.
Wie gut muss erst Hering mit Schlagsahne sein!"
Kurt Tucholsky, zitiert nach : Thiele, Mathematische Beweise.

Traduction belge libre : « Les gauffres sont bonnes. Les frites somtds.
Comment les gauffres aux frites doivent étre bonnes! »
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Ces exercices qui ne sont pas a reretreeux des feuilles précédentes vous préparent au devoir surveillé
du 12/12/2012.

1. SoitL/K une extension galoisienne de dedr&oitG son groupe de Galois.
(a) On suppose qué est cyclique. Combien de sous-corps posséde 'extensjdti ? Quels sont
leurs degrés suk ?
(b) On suppose qué' n'est pas cycligue. Combien de sous-corps posséde I'exteAgiin? Quels
sont leurs degrés suf ?
Indication : Théoréme principal de la théorie de Galois.

2. Soitn € N. Soit K C C le corps de décomposition du polynbm&" — 1 € Q[X]. Soit py, le
sous-groupe d€* (pour la multiplication) qui est composé de tous les élémentS’telont I'ordre
divisen.

(@) Montrer (en donnant les bonnes citations du cours)ij@ est une extension galoisienne.
(b) Montrer queK = Q(¢p)-
(c) On pose,, = e2™/™ ¢ C*. Montrer quey,, est d'ordren ety, = {¢4 | j =0,...,n — 1}.
(d) Montrer que I'applicatiot¥./nZ — u,, donnée pay — (% est un isomorphisme de groupes (pour
l'addition deZ/nZ).
(e) Montrer I'équivalence des deux assertions suivantes :
(i) Lordre de ¢ dansu(n) est égal &. (On appelle un tet? unen-iéme racineprimitive
d’unité.)
(i) j e (Z/nz)*.
(f) On posed,,(X) = [[e(z/nzyx (X — ¢n) € CIX].
Démontrerd,,(X) € Q[X].
Indication : SoitG le groupe de Galois. Montrer qué®,,) = ®,, pour touto € G.
(g) Démontrer X™ — 1 = Hd|n’d>0 ®,4(X) oud parcourt les diviseurs positifs de
(h) Démontrer par récurrence erque®,, (X) appartient &[X].
Indication : Utiliser le résultat de Gauf3 (voir le cours).
(i) Soit ®,(X) = f(X) - g(X) avecf,g € Z[X]. Soit¢ € C tel quef(¢) = 0. Soitp un nombre
premier qui ne divise pas Démontrer qug (¢?) = 0.
Indication : Le polyndmeX™ — 1 € F,[X] est séparable. Soieiftla réduction def modulop,
et g celle deg. Donc pged(f,g) = 1. Si g(¢h) = 0, déduire une contradiction en utilisant

g(X?) = (g(X))P.
(i) Démontrer queb,, est le polyndme minimal dg, .
Indication : Ecrirej € (Z/nZ)* en facteurs premiers et utiliser le point précédent.



(k) Démontrer que le-ieme caractére cyclotomique

X : Gal(Q(¢n)/Q) — (Z/nZ)*,

donné par larégle(¢,) = Q’f(”) est un isomorphisme de groupes.
3. Soitn > 3 un nombre premier.
(a) DémontrefQ(¢,) posséde un et un seul sous-cofpsel que[Q(¢,) : K] = 2.
(b) Donner un élément € K tel queK = Q(a).

4. SoitK un corps eff € K[X] un polynéme irréductible et séparable. Soiin corps de décomposition
de f sur K. Donc L/ K est une extension galoisienne. On supp@se= Gal(L/K) est un groupe
abélien.

Démontrer .. = K (a) pour toute racine € L de f.
Indication : Théoréme principal de la théorie de Galois.

5. (Exercice supplémentaire) Sdit/ K une extension galoisienne finie Bt < Gal(L/K) un sous-
groupe.
(@) Soita € L. On suppose que I'on al'égalité = {0 € G | o(a) = a}. Démontrer L7 = K(a).
(b) Démontrer qu'il existes € L avec la propriétdd = {c € G | o(a) = a}.

6. (Exercice supplémentaire) Sditun corps algébriquement closete Aut(L) d’ordre fini. On pose
K := L) ou (o) est le sous-groupe deut(L) engendré par. Soit M /K une extension finie.
DémontrerM /K est galoisienne dkal(M/K) est un groupe cyclique.

A propos : Le probléme de Syracuse

On prend un nombre entier positif. S'il est pair on le divise pasinon on le multiplie paB et on
lui ajoutel. On répéte ensuite cette opération avec le nouveau nombre obtenu. fastil'@n obtiendra
toujours le nombre 1 aprées un certain nombre d'étapes ?

Cette conjecture a un énoncé trés simple mais se révele étre incroyablemelfigué. Paul Erds a
dit & propos de cette conjecture : « Les mathématiques ne sont pas edtesegpur de tels problemes. »
Il a offert d’ailleurs $500 & celui qui prouverait ou réfuterait cettajecture.
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Les exercices sont a rendre le 18/12/2012 au début du cours.

1. Soientl/K une extension finie et galoisienne(ét= Gal(L/K') son groupe de Galois. On va décrire
le polynéme minimal sufk dea € L.

SoitS := {o(a) | ¢ € G}. On numérote les éléments decommeay, az, as, . . ., a, €t on pose

r

F(X) =[x —a) € LLx].

=1
Démontrer :
@) f(a) =0.
(b) f e K[X].
(c) f estirréductible comme élément &g X|.

Donc, f est le polyndme minimal de sur K.

2. Soit L/ K une extension galoisienne et finie. SoiéntL, /K et L/L,/K des extensions. On pose
H; := Gal(L/L;) pouri = 1,2. Démontrer :

(@) Ly €Ly < HyCH;.

(b) LiLy = L0 H2 Ici Ly Ly := K (L1, Ls) est I'extension déd dansL engendrée par les éléments
deL1 etLls.

(c) L1 N Ly = L ou H = (Hy, Hy) est le sous-groupe d& engendré paf; et Hs.

3. Soit L/K une extension de corps. SoiebfL,/K et L/L,/K des extensions telles qua /K et
L+ /K sont galoisiennes et finies. Démontrer :

(@) LecorpslLi Ly := K (L1, Lo) est une extension galoisienne et finie/de
(b) Larestriction
Gal(LlLQ/LQ) — Gal(Ll/(Ll N LQ)), o — O"Ll
est un isomorphisme de groupes.

(c) Lapplication
¢ :Gal(L1Le/K) — Gal(L1/K) x Gal(L2/K), o+ (o|L,,0|L,)

est un homomorphisme de groupes.
(d) ¢ estinjectif.
(e) im(¢) = {(0,7) € Gal(L1/K) x Gal(L2/K) | o|r,nL, = T|LinL. }-



4. SoitG un groupe abélien fini d’ordrg” > 1 ol p est un nombre premier. Démontrer :
(@) Il existe un élémenj € G d’ordrep.

(b) Il existe des sous-groupes normaux
{1} =G, <Gp1<Gpr2<---<G1 <Gy =G

tels queG;_1/G; est cyclique d'ordre.
Indication : Utiliser (a), regarder le quotiefit/ (g) et itérer.
5. (a) Soient,b € Z, a # betn € N. Démontrer (a — b) | (a™ —b").
(b) Soitn = rs avecr pair ets impair. On suppose qu&* + 1 est un nombre premier. Démontrer :
s=1.
6. (Exercice supplémentaire) Sdit un corps.
(2) Démontrer par récurrence l'assertion suivante :
Pour toutn € N et tout corpsiK on a:

Si L est une extension algébrique 8§ X1, ..., X,,) := Frac(K[X1,..., X,]) et aussi
deK(Ti,...,T,,) := Frac(K[T1,...,Ty]) avecm > n, alorsm = n.

(b) Soit L une extension algébrique d€(Xy, ..., X,) := Frac(K[Xy,...,X,]) telle qu'il existe
t1,...,t, € LavecL = K(t1,...,tp).
Alors, le homomorphisme d’anneaux

SO:K{Tla"'an}—)I% T‘Z'_)tz

est injectif.

A propos. Koffer von Géttingen



